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В работе рассматриваются симметричные матрицы, квадрики и квадратичные формы (включая
вырожденные) над полулокальными кольцами.
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Введение

Рассматриваются симметричные матрицы, квадрики и квадратичные формы (включая вы-
рожденные) над полулокальными кольцами. В основном исследуемом случае локального
кольца K коэффициентов с главным максимальным идеалом J =< ε > ранее была уста-
новлена приводимость симметрической матрицы A над K к клеточно-диагональному виду
с клетками Akεfk для невырожденных диагональных матриц Ak, [1]. Теорема 1.2 выявляет,
что клетки Ak определены с точностью до конгруэнтности.

Задачи классификации квадратичных форм и квадрик проективных пространств над
локальными кольцами исследовались в [1]—[3]. В § 2 перечисляются классы конгруэнтных
симметрических матриц над фактор-алгебрами действительных полиномиальных алгебр, а
также полиномиальных алгебр над конечными полями.

1. Симметричные формы над полулокальными
кольцами

Основная в этом параграфе теорема 1.2 выявляет необходимые и достаточные условия кон-
груэнтности симметрических матриц над локальным кольцом главных идеалов.

Всюду далее кольцо коэффициентов K является ассоциативно-коммутативным и с еди-
ницей. Некоторые инварианты диагонализируемых симметричных матриц выявляет дока-
занная в [2]

Лемма 1.1. Если симметричная матрица над локальным кольцом приводится кон-
груэнтным преобразованием к диагональному виду diag(d1, d2, . . . , dn), то набор идеалов
< di > не зависит от выбора преобразования.
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Пусть K есть локальное кольцо с главным максимальным идеалом 〈ε〉 иMK∗ — система
представителей смежных классов группы K∗ по подгруппе квадратов K∗2 = {a2 | a ∈ K∗},
содержащая единицу кольца K. Матрицу над K назовем канонической, если она имеет вид

diag (k1ε
t1 , k2ε

t2 , . . . , krε
tr , 0, . . . , 0), (1)

0 6 t1 6 t2 6 . . . 6 tr, εtr 6= 0, ki ∈MK∗ ,

где при ti−1 = ti в случае линейно-упорядоченной системыMK∗ предполагаем также ki−1 6
ki. С использованием леммы 1.1 в [1] доказана

Теорема 1.1. Пусть K есть локальное кольцо с главным максимальным идеалом 〈ε〉 и
обратимым элементом 2. Тогда всякая симметричная матрица A над K конгруэнтна
канонической матрице (1) с однозначно определенными показателями t1, t2, . . . , tr.

Симметричные матрицы A и B и соответствующие им формы над K называем проек-
тивно конгруэнтными (или конгруэнтными), если B = kUAUT (соответственно B = UAUT )
для обратимой матрицы U и обратимого элемента k ∈ K.

Для построения нормального вида квадратичных форм над K, в силу теоремы 1.1,
требуется исследовать вопрос о конгруэнтности матриц вида (1). Симметрическая матрица
A вида (1) имеет клеточно-диагональный вид

A = diag (A1ε
f1 , A2ε

f2 , . . . , Aqε
fq , O), 0 6 f1 < f2 < . . . < fq, ε

fq 6= 0 (2)

для подходящих обратимых диагональных клеток Aj и нулевой клетки O. Мы исследуем
конгруэнтные матрицы A и D = UAUT вида (1) с подобными клеточными разбиениями
матриц U = ‖Uij‖ и D с диагональными клетками Dj .

Ранее в [2] было установлено, что клетки Ak определены по модулю максимального
идеала J с точностью до конгруэнтности. Следующая, основная в этом параграфе, теорема
дает более точный результат.

Теорема 1.2. Пусть K — локальное кольцо c главным максимальным идеалом J и 1+J ⊂
K∗2. Матрицы A и D конгруэнтны над K тогда и только тогда, когда для всех j = 1, . . . , q
конгруэнтны выбранные выше клетки Aj и Dj.

Лемма 1.2. Пусть A и D — невырожденные диагональные матрицы над локальным коль-
цом K c главным максимальным идеалом J и 1 + J ⊂ K∗2. Для конгруэнтности матриц
A и D достаточно, чтобы они были конгруэнтны по модулю идеала J .

Доказательство. Предположим, что матрицы A и D конгруэнтны по модулю идеала J .
Тогда существует такая симметричная матрица S над J , для которой матрицы A и D + S

конгруэнтны. Докажем конгруэнтность матриц D = diag (d1, . . . , dn) и D + S. Согласно
теореме 1.1 матрица D + S конгруэнтна некоторой диагональной матрице B, причем в
силу леммы 1.1 матрица B обратима. Более того, B = diag (d1 + j1, . . . , dn + jn), где jk ∈
J, k = 1, . . . , n, так как для диагонализации матрицы D + S достаточно применять лишь
трансвекции. Положим v2

k = 1 + jkd
−1
k , что корректно в силу условия 1 + J ⊂ K∗2. Тогда

для V = diag (v−1
1 , . . . , v−1

n ) имеем V BV T = D. Транзитивность отношения конгруэнтности
завершает доказательство. 2

Нам потребуется также установленная в [1]
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Лемма 1.3. Пусть Aj , Dj и Uij — выбранные выше клетки над произвольным локальным
кольцом K c главным максимальным идеалом J = 〈ε〉. Тогда клетки Utt, 1 6 t 6 q,

обратимы и, кроме того,

UttAtU
T
tt = Dt mod J, 1 6 t 6 q; Utj = O mod Kεft−fj , 1 6 j < t 6 q.

Доказательство теоремы 1.2. Предположим, что в условиях теоремы матрицы A =
diag (A1ε

f1 , A2ε
f2 , . . . , Aqε

fq , O) и D = diag (D1ε
f1 , D2ε

f2 , . . . , Dqε
fq , O) конгруэнтны. Тогда,

согласно лемме1.3, диагональные клетки Aj и Dj (j = 1, . . . , q) конгруэнтны по модулю
идеала J . Отсюда, применяя лемму 1.2, получаем конгруэнтность матриц Aj и Dj над
кольцом K. Обратное утверждение очевидно. 2

Замечание 1.1. Если в основном кольце с обратимым элементом 2 элемент j лежит в
радикале Джекобсона, то при c1 = 1− j/2 получаем 1− j = c21[1− j2/(2c1)2]. Для элемента
в квадратной скобке аналогично найдем c2. Продолжая индуктивно, находим элементы
cm ∈ K∗, такие что

1− j = c2m mod < j2
m

>, cm+1 = cm mod < j2
m

> (m = 1, 2, 3, . . . ).

Это показывает, что 1 − j есть обратимый квадрат как при условии нильпотентности
элемента j, так и в случае, когда основным является кольцо целых p-адических чисел либо
кольцо формальных степенных рядов от одной или нескольких переменных над полем.

Из теоремы 1.2 непосредственно вытекает

Следствие 1.1. Если K∗2 = K∗ и максимальный идеал нильпотентен ступени s, то
число классов конгруэнтных симметричных (n× n)-матриц равно

(
n+s
n

)
.

Пусть K =
m∑
i=1

Ki — прямая сумма локальных колец Ki главных идеалов, и A — про-

извольная симметрическая (n× n)-матрица над кольцом K. Тогда матрица A представима

в виде суммы матриц A =
m∑
i=1

Ai, где Ai — симметрическая (n × n)-матрица над коль-

цом Ki. Согласно теореме 1.1 для всякого слагаемого Ai существует обратимая матрица
Ui ∈ GL(n,Ki), такая что симметрическая матрица UiAiUTi имеет канонический вид (1).

Тогда для U =
m∑
i=1

Ui ∈ GL(n,K) матрица UAUT есть сумма канонических матриц. Если

над локальными кольцами Ki симметрические матрицы Ai приведены к (единственному)
нормальному виду, то будем говорить, что матрица A имеет нормальный вид.

2. Перечисление классов конгруэнтных симметрических
матриц над полиномиальными алгебрами

Классы конгруэнтных симметрических матриц над фактор-алгебрами действительных по-
линомиальных алгебр и полиномиальных алгебр над конечными полями перечисляют тео-
ремы 2.2 и 2.4.

Для произвольного поля F обозначим через F (εk−1) фактор-алгебру F [x]/ < xk >.
Пусть R и C — поля действительных и комплексных чисел, r(x) ∈ R[x], deg(r(x)) > 1.
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Тогда R[x]/ < r(x) >∼=
s∑

α=1
(R(εlα−1))kα ⊕

t∑
β=1

(C(εjβ−1))mβ для натуральных s, t, lα, jβ и

kα,mβ > 0, причем deg(r(x)) =
s∑

α=1
lαkα +

t∑
β=1

2jβmβ [4].

Отметим, что алгебра R(εl−1) отвечает условиям следующей теоремы [1], распростра-
няющей закон инерции вещественных квадратичных форм и выявляющей "нормальный"
вид:

f (0)
s1,r1ε

i1 + f (r1)
s2,r2ε

i2 + . . .+ f (r1+...+rq−1)
sq,rq εiq (0 6 i1 < . . . < iq, ε

iq 6= 0), (3)

где для целых чисел 0 6 s 6 r, 0 6 k < k + r 6 n полагаем

f (k)
s,r = −(x2

k+1 + x2
k+2 + . . .+ x2

k+s) + (x2
k+s+1 + . . .+ x2

k+r).

Теорема 2.1. Пусть K есть локальное кольцо с главным максимальным идеалом J = 〈ε〉,
причем |K∗ : K∗2| = 2, 1 + J ⊂ K∗2 и 1 +K∗2 ⊂ K∗2. Тогда всякая ненулевая квадратич-
ная форма над K приводится обратимым K− линейным преобразованием неизвестных к
диагональному виду (3), причем показатели i1, . . . , iq и целые числа r1, . . . , rq, s1, . . . , sq
не зависят от способа приведения.

Обозначим через N(A,n) число классов конгруэнтных симметрических (n × n)-матриц
над алгеброй A.

Теорема 2.2. Для R-алгебры A =
s∑

α=1
(R(εlα−1))kα ⊕

t∑
β=1

(C(εjβ−1))mβ имеем

N(A,n) =
s∏

α=1

(
n+2lα
n

)kα · t∏
β=1

(
n+jβ
n

)mβ
.

Доказательство. Достаточно показать, что для алгебр плюральных чисел R(εl−1) и
C(εl−1) над полями действительных и комплексных чисел количество классов конгруэнт-
ных симметрических (n × n)-матриц равно

(
n+2l
n

)
и
(
n+j
n

)
соответственно. Для алгебры

R(εl−1) в силу теоремы 2.1 требуемое число классов находим как число неупорядоченных
наборов [t1, . . . , tn] с условием ti ∈ {−1, 1,−ε, ε, . . . ,−εl−1, εl−1, 0}, i = 1, . . . , n, тем самым
N(R(εl−1), n) =

(
n+2l
n

)
. Равенство N(C(εj−1), n) =

(
n+j
n

)
, вытекающее из следствия 1.1,

завершает доказательство. 2

Для произвольного поля F алгебры циклических и ациклических чисел могут быть
определены как фактор-алгебры F (ek−1) ∼= F [x]/ < xk − 1 > и F (ik−1) ∼= F [x]/ < xk + 1 >
соответственно.

Следствие 2.1. Известные [4] разложения

R(ek−1) ∼=

{
R2 ⊕ C k−2

2 , k – четно;
R⊕ C k−1

2 , k – нечетно;
R(ik−1) ∼=

{
C
k
2 , k – четно;

R⊕ C k−1
2 , k – нечетно

позволяют найти число классов конгруэнтных симметрических n × n-матриц над дей-
ствительными алгебрами циклических и ациклических чисел. Именно для четных значе-
ний k получаем

N(R(ek−1), n) = (n+ 1)(k+2)/2(n+ 2)2/4, N(R(ik−1), n) = (n+ 1)k/2,
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а в случае нечетного ранга k

N(R(ek−1), n) = N(R(ik−1), n) = (n+ 1)(k+1)/2(n+ 2)/2.

Пусть Fp - простое поле Галуа нечетной характеристики, r(x) ∈ Fp[x], deg(r(x)) > 1.

Тогда Fp/ < r(x) >∼=
s∑

α=1
(Fphα (εjα−1))kα для натуральных hα, jα и kα, причем deg(r(x)) =

s∑
α=1

hαjαkα. Кольца Fphα (εjα−1) удовлетворяют условиям следующей теоремы, выявляющей

нормальный вид симметрических матриц [1].

Теорема 2.3. Пусть K есть локальное кольцо с обратимым элементом 2 и главным
максимальным идеалом J = 〈ε〉, причем |K∗ : K∗2| = 2, 1 + J ⊂ K∗2 и 1 + K∗2 содер-
жит обратимый неквадрат k. Тогда всякая симметричная матрица над K конгруэнтна
единственной диагональной матрице вида

diag (δiεi, εi, . . . , εi , . . . , δmεm, εm, . . . , εm , 0, . . . , 0), (4)

δi, . . . , δm ∈ {1, k}, 0 6 i < . . . < m, εm 6= 0.

Число классов конгруэнтных симметрических (n × n)-матриц над Fp-алгеброй опреде-
ляет

Теорема 2.4. Для Fp-алгебры A =
s∑

α=1
(Fphα (εjα−1))kα имеем

N(A,n) =
s∏

α=1
{
min{n,jα+1}∑

t=1

(
n−1
t−1

)
[
(
jα
t

)
2t +

(
jα
t−1

)
2t−1]}kα .

Доказательство. Найдем число классов конгруэнтных симметрических (n× n)-матриц
над локальным кольцом Fphα (εjα−1). По теореме 2.3 представителями таких классов слу-
жат различные (n× n)-матрицы вида (4). Всякая такая матрица однозначно определяется
набором идеалов, порождаемых элементами главной диагонали и, кроме того, набором зна-
чений δi, · · · , δm. Обозначая через t количество попарно различных идеалов, порождаемых
элементами главной диагонали, получаем, что число рассматриваемых матриц в зависи-
мости от того, содержит или не содержит главная диагональ нулевые элементы, равно(
n−1
t−1

)(
jα
t−1

)
2t−1 и

(
n−1
t−1

)(
jα
t

)
2t соответственно. Теорема доказана. 2

Замечание 2.1. Число классов N(A,n) конгруэнтных симметрических (n × n)-матриц
над Fp-алгеброй может быть найдено индуктивно. Положим

fn(jβ) = fn,n(jβ) + fn,n−1(jβ) + . . .+ fn,1(jβ) + fn,0(jβ) + f ′n, 0(jβ),
f1,1(jβ) = 2, f1,0(jβ) = 2jβ − 2, f ′1,0(jβ) = 1,

∀v = 2, n fn,v(jβ) = fn−1,v−1(jβ), fn,1(jβ) = 2(fn−1,0(jβ) + f ′n−1,0(jβ)),

fn,0(jβ) =
j−2∑
γ=0

fn−1,0(jβ − γ) +
j−2∑
δ=1

fn−1,0(jβ − δ), f ′n,0(jβ) = fn−1,0(jβ) + f ′n−1,0(jβ).

Тогда

N(A,n) =
s∏

α=1
(2n+ 1)kα ·

t∏
β=1

(fn(jβ))mβ .
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The necessary and sufficient conditions for congruence of quadratic forms over a local ring with a principal
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