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1. Ââåäåíèå. Â îáçîðíîì äîêëàäå [1] äàííîé êîíôåðåíöèè îïèñàíû ñèòóàöèè
ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ñî-
÷åòàþùèõ â ñåáå ýëåìåíòû ñåòî÷íûõ ñõåì è ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî. Óïîìÿíóòû, â
òîì ÷èñëå, êîìáèíèðîâàííûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå âåðñèè âûáîðêè ïî âàæíîñòè, âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè,
ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè, ìåòîäà ñëîæíîé ìíîãîìåðíîé ñèììåòðè-
çàöèè, ìåòîäà ðàâíîìåðíîé âûáîðêè, ìåòîäà ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì, ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ìåòîäà è äð. (áîëåå ïîäðîáíî ýòè êîíñòðóêöèè îïèñàíû â ðàáîòàõ [2, 3]). Â
äàííîì äîêëàäå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç àëãîðèòìîâ èç ðàáîòû [4], êîòîðûå ìîæíî òðàê-
òîâàòü êàê äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêóþ âåðñèþ âûáîðêè ïî ãðóïïàì. Çäåñü óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó ïîãðåøíîñòè íà êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé.

2. Àëãîðèòìû Í.Ñ.Áàõâàëîâà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî åäè-
íè÷íîìó d-ìåðíîìó êóáó

I =

∫
Qd

g(x) dx =

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

g(x(1), . . . , x(d)) dx(1) . . . dx(d). (1)

Ðàçîáüåì èñõîäíóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà ðàâíûå êóáû

Xm =
{
x =

(
x(1), . . . , x(d)

)
: (j(i)

m − 1)/µ ≤ x(i) ≤ j(i)
m /µ

}
; (2)

çäåñü i = 1, . . . , d; j
(i)
m = 1, . . . , µ; m = 1, . . . , n; n = µd.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 1 [4]. Ðåàëèçóåì ïî îäíîé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé
òî÷êå ξm â êàæäîì êóáå Xm âèäà (2) è âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà (1)
ñîãëàñíî ôîðìóëå

I ≈ θ̄n =
1

µd

µ∑
j
(1)
m ,...,j

(d)
m =1

g(ξm) =
1

n

n∑
m=1

g(ξm). (3)

Ðàññìîòðèì òàêæå ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ñì., íàïðè-
ìåð, [5]):

I ≈ ζ̄n =
1

n

n∑
m=1

g(ξ̂m), (4)

ãäå òî÷êè {ξ̂m} ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû âî âñåì êóáå Qd. Íåñëîæíî ïîêàçàòü
(ñì., íàïðèìåð, [2, 5]), ÷òî äëÿ äèñïåðñèé îöåíîê (3) è (4) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Dθ̄
(M)
n ≤ Dζ̄n.

Ðàññìîòðèì êëàññ Cr(L; Qd) = C(r(1),...,r(d)) (
L(1), . . . , L(d); Qd

)
ôóíêöèé d ïåðå-

ìåííûõ, ó êîòîðûõ (r(s) − 1)-å ïðîèçâîäíûå ïî s-îé êîîðäèíàòå íåïðåðûâíû, à r(s)-å
ïðîèçâîäíûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé L(s) â êóáå
Qd äëÿ s = 1, . . . , d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L; Qd) (ýòî îçíà÷àåò, â
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÷àñòíîñòè, ÷òî g(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L ïî êàæäîé èç
ïåðåìåííûõ).

Äëÿ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè îöåíêè (3) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Dθ̄n =
n∑

m=1

D(g(ξm)

n2
=

n∑
m=1

E(g(ξm)− gm)2

n2
, ãäå gm = Eg(ξm) = µd

∫
Xm

g(x) dx. (5)

Èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî m íàéäåòñÿ òî÷êà xm ∈ Xm òà-
êàÿ, ÷òî

∫
Xm

g(x) dx = g(xm)/µd. Ñëåäîâàòåëüíî, gm = g(xm). Äëÿ ïðèðàùåíèé ∆(i),

i = 1, . . . , d ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî g(x) ∈ C(1,...,1)(L, . . . , L; Qd), èìååì∣∣g(x(1) + ∆(1), . . . , x(d) + ∆(d))− g(x(1), . . . , x(d))
∣∣ ≤ L(|∆(1)|+ . . . + |∆(d)|).

Òàê êàê òî÷êà ξm ïðèíàäëåæèò Xm, òî êàæäàÿ èç åå êîîðäèíàò îòëè÷àåòñÿ îò ñî-
îòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû òî÷êè xm íå áîëåå ÷åì íà µ−1. Ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ∆(i) < µ−1, èìååì

|g(ξm)− g(xm)| ≤ Ldµ−1 èëè |g(ξm)− gm| ≤ Ldµ−1. (6)

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî
∣∣∫

Y
z(y) dy

∣∣ ≤ supy∈Y |z(y)| ×mes Y , èç ñîîòíîøå-
íèé (5), (6) ïîëó÷àåì

Dθ̄n ≤
n∑

m=1

supym∈Xm
(g(ym)− gm)2

n2
≤

n∑
m=1

(Ldµ−1)2

n2
= n n−2 L2 d2 n−2/d =

L2 d2

n1+2/d
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîãðåøíîñòè δ
(θ)
n = |I− θ̄n| ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé

èíòåðâàë âèäà

P

(
δ(θ)
n ≤ Hε

σ(θ)

√
n
≤ Hε

Ld

n1/2+1/d

)
≥ 1− ε.

Çäåñü Hε = const è σ(θ) =
√

nDθ̄n, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî σ(θ) ≤ Ld/n1/d.

Ïîëó÷åííûé ïîðÿäîê t = 1/2 + 1/d ÿâëÿåòñÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè δ̃
(M)
n ∼ n−t íåóëó÷øà-

åìûì. Ýòî äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξn ïðîèçâîëüíóþ êóáà-
òóðíóþ ôîðìóëó, èñïîëüçóþùóþ çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g(x) â n óçëàõ
{ξ̃1, . . . , ξ̃n} � ñëó÷àéíûõ èëè ôèêñèðîâàííûõ (ïðèáëèæåíèÿ (3) è (4) ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûìè ïðèìåðàìè ôîðìóëû Ξn).

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1 [4]. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû H(r,L) è
P , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþ-
áîé ôîðìóëû Ξn íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g(x) ∈ Cr(L; Qd), äëÿ êîòîðîé

δ(Ξ)
n (r,L) = |Ξn − I| > H(r,L)

nr+1/2
(7)

ñ âåðîÿòíîñòüþ P ; çäåñü 1/r = 1/r(1) + . . . + 1/r(d).
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ìíîæåñòâà ôóíêöèé èìååì r = (1, . . . , 1),

L = (L, . . . , L) è r = 1/d. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (7) äëÿ êëàññà

C(1,...,1)(L, . . . , L; Qd) ïîëó÷àåì δ
(θ)
n > H̃/n1/2+1/d. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè (3) íà-

øëèñü êîíñòàíòû H1(P ) è H2(P ), äëÿ êîòîðûõ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ P âûïîëíåíî
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äâîéíîå íåðàâåíñòâî H1(P )/n1/2+1/d < δ
(θ)
n ≤ H2(P )/n1/2+1/d, ÷òî îçíà÷àåò îïòèìàëü-

íîñòü àëãîðèòìà 1 ïî ïîðÿäêó t âåðîÿòíîñòíîé ïîãðåøíîñòè δ
(θ)
n ∼ n−t.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
g(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(L, Qd) ⊂ C(2,..,2)(L, .., L; Qd) ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðå-
ðûâíûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, îãðàíè÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè îá-
ùåé êîíñòàíòîé L, òî îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê t = 1/2+2/d äàåò ñëåäóþùàÿ êóáàòóðíàÿ
ôîðìóëà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ 2 [4]. Ðåàëèçóåì ïî îäíîé ñëó÷àéíîé òî÷êå ξm â êàæäîì êóáå
Xm âèäà (2). Ñòðîèì òî÷êó ξm,sim, ñèììåòðè÷íóþ ξm îòíîñèòåëüíî öåíòðà êóáà
Xm. Âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà (1) ñîãëàñíî ôîðìóëå

I ≈ Θ̄n =
1

n

n/2∑
m=1

(
g(ξm) + g(ξm,sim)

)
. (8)

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòìû 1 è 2 äîïóñêàþò íåñêîëüêî íàçâàíèé. Âî-ïåðâûõ, ýòî
÷àñòíûå ñëó÷àè àëãîðèòìà ðàññëîåííîé âûáîðêè (ñì., íàïðèìåð, [5]), äëÿ êîòîðûõ
÷èñëî èñïûòàíèé n ëèáî ðàâíî ÷èñëó M ïîäìíîæåñòâ (2), ëèáî n = 2M ñîîòâåò-
ñòâåííî. Âî-âòîðûõ, â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì ¾ñåòî÷íîãî¿ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ X íà ìàëûå êóáû Xm âèäà (2) è âûáîðà îäíîé èëè äâóõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê â
êàæäîì ìàëîì êóáå ìîæíî îòíåñòè àëãîðèòìû 1 è 2 ê äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèì
àëãîðèòìàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [2]. Â-òðåòüèõ, àëãîðèòìû 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñëó÷àéíûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë (ñì., íàïðèìåð, [5]). Îòìåòèì,
÷òî ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [4] âûçâàëè áîëüøîé íàó÷íûé ðåçî-
íàíñ è ïðèâåëè ê áóðíîìó ðàçâèòèþ (ãëàâíûì îáðàçîì, â çàïàäíîåâðîïåéñêèõ íàó÷-
íûõ øêîëàõ) òåîðèè ñëîæíîñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ [6]. Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé â
ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå îïåðàöèé n îïðåäåëèòü
ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê t ïîãðåøíîñòè δn ∼ n−t (â îáû÷íîì èëè âåðîÿòíîñòíîì
ñìûñëå) çàäàííîãî êëàññà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå óäà÷íûìè èëëþñòðàöèÿìè êîíñòðóêöèé è ìåòîäèê
òåîðèè ñëîæíîñòè.

3. Î òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ Í.Ñ.Áàõâàëîâà. Íà ñàìîì äåëå, ìàêñè-
ìàëüíûå ïîðÿäêè t ïî n ïîãðåøíîñòåé δn ðàññìîòðåííûõ âûøå àëãîðèòìîâ 1 è 2
íå ãàðàíòèðóþò òîãî, ÷òî êóáàòóðíûå ôîðìóëû (2) è (8) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ
îïòèìàëüíûìè (ò. å. äàþùèìè çàäàííûé óðîâåíü ïîãðåøíîñòè çà ìèíèìàëüíîå âðå-
ìÿ) èç-çà íåîáõîäèìîñòè ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê ξm â ïîäìíîæåñòâàõ Xm âèäà
(2); ýòî òðåáóåò îñóùåñòâëåíèÿ ìíîãîêðàòíûõ îáðàùåíèé ê äàò÷èêó ñòàíäàðòíûõ
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë αi, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â èíòåðâàëå (0, 1). Êàê èçâåñòíî
(ñì., íàïðèìåð. [5]), ïðè èñïîëüçîâàíèè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ äàò÷èêîâ, îñíî-
âàííûõ íà ìåòîäå âû÷åòîâ, ïîëó÷åíèå αi ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ¾äîðîãîñòîÿùåé¿ êîì-
ïüþòåðíîé îïåðàöèåé. Îïèñàííûå çàòðóäíåíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ áîëåå çàìåòíî ñ ðîñòîì
êðàòíîñòè d èíòåãðàëà (1).

Íàìè áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ 1 è
2 ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ òðóäîåìêîñòè ïðè ïîëó÷åíèè çàäàííîãî óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè.
Ôîðìóëû (3) è (8) ñðàâíèâàëèñü êàê ñ ¾äåòåðìèíèðîâàííûìè¿ ÷èñëåííûìè ñõåìà-
ìè (òèïà ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè âû÷èñëÿëèñü â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ êóáîâ Xm), òàê è ñ ïðîñòåéøèì ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî (4). Ðàññìàòðèâàëàñü òàêæå ñïåöèàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà (4)
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� äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ âûáîðêè ïî âàæíîñòè [2, 3]. Ïðè ïðîâåäåíèè
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëàñü ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåñòîâàÿ ñèñòåìà [7],
îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè ìîäåëüíûõ òðàåêòîðèé ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå [3])
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Äëÿ ðàçìåðíîñòåé d < 5 âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ îïòèìàëüíûõ
àëãîðèòìîâ 1 è 2 îò âñåõ òåñòîâûõ ôóíêöèé áîëåå ýêîíîìè÷íî.

2. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ îò äîñòàòî÷íî ¾ãëàäêèõ¿ ôóíêöèé èç ñòî-
õàñòè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé è ðàçìåðíîñòåé d ≤ 7 âðåìÿ ðàáîòû äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêîé âåðñèè âûáîðêè ïî âàæíîñòè ñðàâíèìî ñ çàòðàòàìè àëãîðèòìîâ
1 è 2. Íî äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé èíòåãðàëà è ôóíêöèé ìàëîé ãëàäêîñòè ýòîò
ìåòîä ìàëîýôôåêòèâåí.

3. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (d ≥ 6) òðóäîåìêîñòü
ïðîñòåéøåãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (4) íå ïðåâîñõîäèò òðóäîåìêîñòè ¾îïòèìàëü-
íûõ¿ àëãîðèòìîâ 1 è 2.

4. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìîâ 1 è 2 âî âñåõ ñëó÷àÿõ íå ïðåâîñõîäèò òðóäî-
åìêîñòè ìåòîäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïðè íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ èíòåãðàëà ìåòîä
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ýôôåêòèâíåå ïðîñòåéøåãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (4).

Òàêèì îáðàçîì, ñìåøàííûå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ÷èñëåííûå ñõåìû (àëãî-
ðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè, àëãîðèòìû 1 è 2) ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíûìè äëÿ ¾ïðî-
ìåæóòî÷íûõ¿ ðàçìåðíîñòåé (d = 3− 9). Äëÿ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé è ãëàäêèõ ïîäûí-
òåãðàëüíûõ ôóíêöèé íåïëîõî ðàáîòàþò ïðîñòåéøèå êóáàòóðíûå ôîðìóëû (âïëîòü
äî ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ). Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íàìè áûëî òàêæå
óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòîäû Áàõâàëîâà (àëãîðèòìû 1 è 2), ïðåäëîæåííûå èì äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ôóíêöèé C(1,..,1)(L, . . . , L; Qd) è C2(L; Qd), ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 09�01�00035,
10�01�00040, 11�01�12030).
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