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Ââåäåíèå. Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê ÷èñ-
ëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ìîäåëè-
ðîâàíèþ (èëè ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî; ñì., íàïðèìåð, [1]). Òðàäèöèîííî ìåòîäû Ìîíòå-
Êàðëî ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíûõ ¾äåòåðìèíèðîâàííûì¿ ÷èñëåí-
íûì ìåòîäàì (â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ñõåìàì). Îä-
íàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ ñìåøàííûå àëãîðèòìû, ñîäåð-
æàùèå â ñåáå ýëåìåíòû äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ñõåì. Òàêèå
êîìáèíèðîâàííûå àëãîðèòìû ìîæíî íàçâàòü äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèìè ÷èñëåí-

íûìè ìåòîäàìè (ñì. ðàçä. 5.3 â ðàáîòå [1]).
Ñëåäóåò ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî ñïåêòð äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äî-

ñòàòî÷íî øèðîê. Êîìáèíèðîâàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû âîçíèêàþò âî âñåõ îñíîâíûõ
ðàçäåëàõ òåîðèè ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ê êîòîðûì ñëåäóåò îò-
íåñòè: ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé è òðàåêòîðèé ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, âåêòîðîâ è ôóíêöèé; âû÷èñëåíèå ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ; ôóíêöèîíàëüíûå
îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî; ïðèëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì çàäà÷ âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [1]. Çàìåòèì, ÷òî ïîä òåðìèí ¾äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèå ÷èñëåííûå ìåòîäû¿ ïîäõîäÿò òàêæå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèíàìèêî-âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè
îêðóæàþùåé ñðåäû, âåðîÿòíîñòíûå êëåòî÷íûå àâòîìàòû, ðàíäîìèçèðîâàííûå ñåòî÷-
íûå àëãîðèòìû è ìíîãîå äðóãîå.

Â äàííîé ðàáîòå ñäåëàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðîâîäèìûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ â îòäåëå ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ â ôèçèêå Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ãåîôèçèêè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ (ã.Íîâîñèáèðñê).

1. ¾Ìîäåëèðóåìûå¿ áàçèñû è âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò àëãîðèòìû è ïàêåòû ïðîãðàìì, â êîòîðûõ
ðåàëèçóþòñÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàñïðåäåëåííûõ â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ ñîãëàñíî çàäàí-
íîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìû
âèçóàëèçàöèè îáúåêòîâ íà ÝÂÌ, ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê è äð. Â ðàáîòàõ [2, 3]
ïðåäñòàâëåí ïðîãðàììíûé ìîäóëü AITricks GeomRandom, â êîòîðîì èñïîëüçîâàí ðÿä
ïðèíöèïèàëüíûõ ñîîáðàæåíèé ïî îïòèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
ïðè ïðèìåíåíèè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèè ïëîòíîñòè g(x)
âèäà

f(x) = HLMg(x); LMg(x) =
M∑
i=1

wi(g)χi(x); H =
1∫

LMg(x) dx
(1)

(çäåñü {wi(g)} � êîýôôèöèåíòû, ñâÿçàííûå ñî çíà÷åíèÿìè g =
(
g(x1), . . . , g(xM)

)
â

óçëàõ ñåòêè {xi}, à {χi(x)} � áàçèñíûå ôóíêöèè) äëÿ áîëüøèõ M âîçìîæíà ðåà-
ëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäèôèêàöèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (êâàí-
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òèëüíîãî ìåòîäà, ìåòîäà Óîëêåðà è äð. � ñì., íàïðèìåð, [1]). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâåí-
íûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîäáîð ñîîòâåòñòâóþùåãî àïïðîêñèìàöèîííîãî áàçèñà, êîòîðûé
êðîìå îáû÷íûõ ñâîéñòâ àïïðîêñèìàöèè è óñòîé÷èâîñòè äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñòâîì
¾ìîäåëèðóåìîñòè¿. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè {χi(x)} èç ñîîòíîøåíèÿ (1)
äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû âåðîÿòíîñòíûì ïëîòíîñòÿì, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâó-
þò ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Â ðàáî-
òå [4] ïîêàçàíî, ÷òî õîðîøèìè ñâîéñòâàìè ìîäåëèðóåìîñòè îáëàäàåò ìíîãîìåðíûé
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé áàçèñ Ñòðåíãà�Ôèêñà (òåðìèíîëîãèÿ èç êíèãè [5]). Èíòåðåñíîé
âèäèòñÿ âîçìîæíîñòü (ïîêà íå èçó÷åííàÿ) èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèáëèæåíèÿõ âèäà (1)
âåéâëåòîâûõ ìåòîäîâ.

Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ äëÿ áîëåå ¾áûñòðîãî¿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòè öåëåñîîáðàçíî âûáè-
ðàòü ìîäåëèðóåìûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïîñòðîåíèå ýôôåê-
òèâíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ýòà âîçìîæíîñòü òàêæå ïðåäóñìîò-
ðåíà â ïðîãðàììíîì ìîäóëå AITricks GeomRandom [3]). Â ðàáîòå [2] ïðåäñòàâëåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîáðàæåíèÿ ïî ¾èñêóñcòâåííîìó¿ êîíñòðóèðîâàíèþ âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé, äîïóñêàþùèõ ýôôåêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäàìè: îáðàòíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàâèñè-
ìûìè êîìïîíåíòàìè, èíòåãðàëüíîé è äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè, èñêëþ÷åíèÿ. Ýòî
ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, îñíîâîé ñîçäàíèÿ ¾áàíêà¿ ìîäåëèðóåìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ åãî ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèìåðîâ ïðèìå-
íåíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ òåõíîëîãèé â ðàáîòå [2] ðàññìîòðåí èòåðàöèîííûé äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê (ñì. [6, 7], à òàêæå äîêëàä
äàííîé êîíôåðåíöèè [8]).

2. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-

íèÿ. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé ñ ãëàäêèìè (â
îáû÷íîì èëè îáîáùåííîì ñìûñëàõ) ïîäûíòåãðàëüíûìè ôóíêöèÿìè è îòíîñèòåëüíî
ïðîñòûìè îáëàñòÿìè èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçâèòà òåîðèÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë (ñì., íà-
ïðèìåð, [9]). Ê íåäîñòàòêàì ¾êëàññè÷åñêèõ¿ (äåòåðìèíèðîâàííûõ) êóáàòóðíûõ ôîð-
ìóë íà êëàññàõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò îòíåñòè: ñëàáûé ó÷åò ñïåöèôèêè
òîé èëè èíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ
÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ âåñîâ è (èëè) óçëîâ, ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê
ðîñòó ðàçìåðíîñòè è ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ (ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è îá-
ëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ), òðóäíîñòè â ïîñòðîåíèè ïîêàçàòåëüíûõ òåñòîâûõ ÷èñëåííûõ
ïðèìåðîâ è êîíòðîëÿ òî÷íîñòè è çàòðàò ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ. Äëÿ ñó-
ùåñòâåííî ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûé
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî
ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íèçêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè ê íóëþ ïðè âîçðàñ-
òàíèè ÷èñëà ñëó÷àéíûõ óçëîâ.

Â ðàáîòàõ [10, 11] ïîêàçàíî, ÷òî âåñüìà ýôôåêòèâíûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ è
ñìåøàííûå, êîìáèíèðîâàííûå ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ñî÷åòàþùèå
â ñåáå ýëåìåíòû êóáàòóðíûõ ôîðìóë è ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïî-âèäèìîìó, îäíà èç
ïåðâûõ ÷èñëåííûõ ñõåì ïîäîáíîãî ðîäà áûëà ïðåäñòàâëåíà Í.Ñ.Áàõâàëîâûì â íà-
÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà (ñì. ðàáîòó [12], à òàêæå äîêëàä [13] äàííîé
êîíôåðåíöèè). Ýòîò àëãîðèòì ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé âûáîðêè

ïî ãðóïïàì. Êðîìå ýòîé êîíñòðóêöèè â ðàáîòàõ [10, 11] ðàññìîòðåíû äèñêðåòíî-
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ñòîõàñòè÷åñêèå âåðñèè âûáîðêè ïî âàæíîñòè, âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè, ìåòîäà

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòè îáëàñòè, ìåòîäà ñëîæíîé ìíîãîìåðíîé ñèììåòðèçàöèè,

ìåòîäà ðàâíîìåðíîé âûáîðêè, ìåòîäà ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì, ãåîìåòðè÷å-

ñêîãî ìåòîäà è äð. Âñå ýòè ïðèåìû ïîçâîëÿþò â ðÿäå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü
òðóäîåìêîñòü ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

3. Ôóíêöèîíàëüíûå àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Â ïîñëåäíèå äâà
äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ (â îñíîâíîì â îòäåëå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ â ôèçèêå ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ) òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå, à òàêæå åå ïðèëîæåíèÿ. Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, îòðàæàþùåå ðàñïðåäåëå-
íèå ñîñòîÿíèé âàæíûõ ìîäåëüíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé
àëãîðèòì ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ âêëþ÷àåò ââåäåíèå ñåòêè ïî ïàðàìåòðó, îöåíêó çíà-
÷åíèé ôóíêöèè â óçëàõ ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî è âîñïîëíåíèå ðåøåíèÿ ïî ïîëó÷åííûì
çíà÷åíèÿì â óçëàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèîííîãî áàçèñà. Ñîîòâåòñòâóþùèé
áàçèñ äîëæåí îáëàäàòü õîðîøèìè ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè (ýòèìè ñâîéñòâàìè îá-
ëàäàþò, â ÷àñòíîñòè, áàçèñíûå ôóíêöèè Ñòðåíãà�Ôèêñà [1, 4, 5, 14]).

Ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ
ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå ôóíêöèîíàëüíîé ìåðû è
âåðîÿòíîñòíîãî ñìûñëà ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà. Ñëåäóÿ òðàäèöèÿì
êëàññè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [9]), çäåñü ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü
L2- è C-ìåòðèêó äëÿ ïîãðåøíîñòè è ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì è ïî âåðîÿòíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî (ñì., íàïðèìåð, [1, 14]). Äëÿ ýòèõ ïîäõîäîâ ê îöåíêå ïîãðåøíîñòè óäàåòñÿ
ðàçëîæèòü ïîãðåøíîñòü íà ¾äåòåðìèíèðîâàííóþ¿ è ¾ñòîõàñòè÷åñêóþ¿ êîìïîíåíòû,
ïåðâàÿ èç êîòîðûõ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïðîêñèìàöè-
îííûõ òåîðåì [5], à âòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ìàêñèìóìà ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé â
óçëàõ ñåòêè.

Äàëåå ñëåäóåò ó÷åñòü, êàêèå ñòîõàñòè÷åñêèå îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (íåçà-
âèñèìûå, çàâèñèìûå, ñëàáî çàâèñèìûå è ò.ä.) èñïîëüçóþòñÿ â óçëàõ ñåòêè. Äëÿ íåçà-
âèñèìûõ îöåíîê ïðè ïîñòðîåíèè âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ ìàêñèìóìà ñëó÷àéíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé â óçëàõ ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê. Äëÿ îöåíîê
ïî ìåòîäó çàâèñèìûõ èñïûòàíèé òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíîé òåîðèè ñëà-
áîé (ôóíêöèîíàëüíîé) ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé [1, 14].

Ïîëó÷åííûå âåðõíèå ãðàíèöû ïîãðåøíîñòè T (M, n) èñïîëüçóþòñÿ çàòåì äëÿ
îïðåäåëåíèÿ óñëîâíî-îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ � ÷èñëà Mopt óçëîâ èñïîëüçóåìîé
ñåòêè è ÷èñëà nopt ðåàëèçàöèé ñòîõàñòè÷åñêèõ îöåíîê â óçëàõ. Çäåñü èç óðàâíåíèÿ
T (M, n) = δ (çäåñü δ � òðåáóåìûé óðîâåíü ïîãðåøíîñòè) îäèí èç ïàðàìåòðîâ (íàïðè-
ìåð, ÷èñëî óçëîâ M) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãîé (÷åðåç ÷èñëî èñïûòàíèé n) è ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âûðàæåíèå S(M, n), õàðàêòåðèçóþùåå òðóäîåìêîñòü (çàòðàòû) ôóíêöèî-
íàëüíîãî àëãîðèòìà. Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî èññëåäóåòñÿ íà ìèíè-
ìóì. Òî÷êà ìèíèìóìà äàåò âûðàæåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâíî-îïòèìàëüíîãî
ïàðàìåòðà (ñì., íàïðèìåð, [1, 14]).

Ïðèìåíåíèå îïèñàííîé çäåñü îáùåé ñõåìû ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ àëãîðèòìîâ âñòðå÷àåò ñïåöèôè÷åñêèå òðóäíîñòè äëÿ òåõ èëè èíûõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷. Äëÿ öåëîãî ðÿäà âàæíûõ ïðèëîæåíèé ýòè òðóäíîñòè ïðåîäîëåíû
â ðàáîòàõ Å.Â.Øêàðóïà. Åþ, â ÷àñòíîñòè, ïîäðîáíî èññëåäîâàíû ôóíêöèîíàëüíûå
àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà [15, 16] è ðÿäà êðàåâûõ çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè [17, 18].
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