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Сингулярный интеграл
a∫
−a

g(x)
x

dx понимается в главном смысле, где g(0) 6= 0,т.е.

как предел

lim
ε→0




0−ε∫

−a

g(x)

x
dx +

a∫

0+ε

g(x)

x
dx


 .

Любая непрерывная функция представляется как сумма четной и нечетной функции,
т.е.

g(x) =
g(x) + g(−x)

2
+

g(x)− g(−x)

2
= f1(x) + f2(x).

Тогда f1(x) является четной функцией, а f2(x) нечетной, так как f1(−x) =
g(−x)+g(x)

2
= f1(x), f2(−x) = g(−x)−g(x)

2
= −f2(x).

Известно, что
a∫
−a

f1(x)dx = 2
a∫
0

f1(x)dx и
a∫
−a

f2(x)dx = 0.

Если g(x) удовлетворяет условию Гельдера в точке x = 0, т.е. |g(x) − g(0)| ≤
A|x|α, a > 0, то сингулярный интеграл

a∫
−a

g(x)
x

dx равен интегралу
a∫
0

g(x)−g(−x)
x

dx. Если

g(x)- гладкая функция, то функция g(x)−g(−x)
x

является гладкой.

Теорема. Если
a∫
0

g(x)−g(−x)
x

dx сингулярный интеграл и g(x) ∈ C2m+1 и lh(0,a)(x)

функционал с пограничным слоем с шагом h = 1
N
, то норма функционала lh(0,1)(x) в

пространстве Wm
∞(0, 1) удовлетворяет оценке

∥∥lh(0,1)

∥∥
W m∞(0,1)

≤ B0h
m

(
1 + o

(
hm+1

))
.

Доказательство: Несобственный интеграл преобразуем
a∫

−a

g(x)

x
dx =

a∫

0

g(x)− g(0)

x
dx.

Покажем, что функция f(x) = g(x)−g(0)
x

принадлежит Cm
(0,1). Применим формулу Тей-

лора с остаточным членом в интегральной форме

g(x)− g(0) = g(0)− g(0) +
m∑

α=1

g(α)(0)

α!
xα +

1

m!

1∫

0

(1− t)m−1g(m+1)(tx)dtxm−1.

Дифференцируя m раз по переменной x,получим

f (m)(x) =
1

(m− 1)!

1∫

0

(1− t)mtmg(2m+1)(tx)dtxm−1.
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Следовательно, функция f(x) ∈ Cm.
Используя основную оценку для функционала lh(0,1)(x) с пограничным слоем в

пространстве Wm
∞(0, 1) [1], получаем

〈
lh(0,1), f(x)

〉 ≤ B0h
m

(
1 + o

(
hm+1

))
.

Теорема доказана.
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