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Рассматривается модификация алгоритма Прони, позволяющая восстанавливать по дискрет-
ному набору входных значений экспоненциально-гармонические суммы, стабилизирующиеся со
временем к периодическим функциям.
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Хорошо известен принадлежащий Прони метод восстановления квазиполинома по ко-
нечному числу его значений на равномерной временной сетке [1]–[3].

В работах [3], [4] исследовался метод гармонического разложения Прони, который позво-
ляет идентифицировать динамический процесс волнового характера. В нем входные данные
аппроксимируются с помощью конечных сумм гармоник.

В данной работе идентифицируются более сложные процессы волнового характера, ко-
торые аппроксимируются экспоненциально-гармоническими суммами следующего вида:

y(t) =
n∑
j=1

Aje
−αjt +

m∑
l=1

(Bl cosωlt+ Cl sinωlt) +D

или:

y(t) =
n∑
j=1

e−αjt (Ak cosβjt+Bl sinβjt) +
m∑
l=1

(Cl cosωlt+Dl sinωlt) + E.

Везде считается, что αj > 0. Эти случаи соответствуют динамическим процессам, которые
со временем стабилизируются к периодическим.

Авторы выражают благодарность проф. Л.С.Маергойзу за постоянное внимание и по-
мощь при выполнении данной работы.

1. Алгоритм восстановления экспоненциально-
гармонических сумм по точным данным

Рассмотрим подробно задачу восстановления функции вида

y(t) =
n∑
j=1

Aje
−αjt +

m∑
l=1

(Bl cosωlt+ Cl sinωlt) +D, (1)
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по ее значениям в узлах равномерной сетки

y(tk) =: yk, tk = t0 + kh, k = 0, 1, 2, . . . , N, N > 2(n+ 2m), (2)

где h > 0 — заданный временной шаг. Не ограничивая общности рассуждений, всюду далее
считаем, что t0 = 0.

Ставится задача — восстановить функцию y(t) (причем именно в виде (1)) по ее входным
данным (2). Введем обозначение

d = n+ 2m.

Теорема 1 (cуществование и единственность). Пусть заданы входные данные вида (2).
Тогда следующие условия эквивалентны:
1) существует единственная функция вида (1), для которой выполнены следующие огра-
ничения:

αj > 0, 0 < |ωl| <
π

h
,

и которая удовлетворяет условиям (2);
2) существует единственный вектор

~p = (p1, p2, . . . , pd+1) ∈ Rd+1,

такой, что для всех значений {yk}Nk=0 функции y(t) выполняется рекуррентное соотно-
шение:

yd+k + p1yd+k−1 + p2yd+k−2 + . . .+ pdyk + pd+1 = 0, ∀k = 0, 1, 2, . . . N − d, (3)

и корни ассоциированного с вектором ~p многочлена

Pd(z) := zd + p1z
d−1 + p2z

d−2 + . . .+ pd (4)

(последняя координата ~p не присутствует в многочлене) есть числа вида

{zj = e−αjd}n1 или {zl = eiωld, z̄l = e−iωld}m1 . (5)

Доказательство аналогично доказательству теоремы из [1]. Само восстановление функ-
ции y(t) по алгоритму Прони выглядит следующим образом:
1. Находим вектор ~p, используя рекуррентное соотношение (3) для d+1 значений k (напри-
мер, при k = 0, 1, . . . , d).
2. Находим свободный коэффициент

D = − pd+1

1 + p1 + p2 + . . .+ pd
.

3. Составляем многочлен Pd(z) и находим его корни. Первые n корней будут веществен-
ными, а оставшиеся 2m – мнимыми, с модулем, равным 1. (Они образуют m комплексно-
сопряженных пар.) Обозначим эти корни так:

z′j ∈ R, 1 6 j 6 n, и z′′l , z̄
′′
l , |z′′l | = 1, 1 6 l 6 m.

4. Показатели экспонент и частоты тригонометрических функций находим по формулам
(где используется только главное значение логарифма):

αj = − ln zj
h

, 1 6 j 6 n, ωl =
| ln zl|
h

, 1 6 l 6 m. (6)
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5. Теперь записываем y(t) в виде (1) с неопределенными коэффициентами Aj , Bl, Cl. Для
их нахождения используем входные данные (2), вычисляя значения y(t) в d точках и при-
равнивая полученные выражения известным yk. Получится линейная система, в которой d
неизвестных и d уравнений. Ее определитель всегда будет ненулевым (определитель Ван-
дермонда).

Таким образом, функция вида (1) полностью восстанавливается, причем однозначно.
Теперь рассмотрим задачу восстановления функции вида

y(t) =
n∑
j=1

e−αjt (Aj cosβjt+Bj sinβjt) +
m∑
l=1

(Cl cosωlt+Dl sinωlt) + E (7)

по ее значениям в узлах равномерной сетки

y(tk) =: yk, tk = t0 + kh, k = 0, 1, 2, . . . , N, N > 4(n+m). (8)

Здесь h > 0 — заданный временной шаг.
Введем обозначение

r = 2(n+m).

Теорема 2 (существование и единственность). Пусть заданы входные данные вида (8).
Тогда следующие условия эквивалентны:
1) cуществует единственная функция вида (7), для которой выполнены следующие огра-
ничения:

αj > 0, 0 < |βj | <
π

h
, 0 < |ωl| <

π

h
,

и которая удовлетворяет условиям (8);
2) cуществует единственный вектор

~p = (p1, p2, . . . , pr+1) ∈ Rr+1,

такой, что для всех значений {yk}Nk=0 функции y(t) выполняется рекуррентное соотно-
шение:

yr+k + p1yr+k−1 + p2yr+k−2 + . . .+ pryk + pr+1 = 0, ∀k = 0, 1, 2, . . . N − r, (9)

и многочлен
Pr(z) = zr + p1z

r−1 + p2z
r−2 + . . .+ pr, (10)

имеет корни вида

{z′j = e−(αj+iβj)d, z̄′j = e−(αj−iβj)d, 1 6 j 6 n} (11)

или
{z′′l = eiωld, z̄′′l = e−iωld, 1 6 l 6 m}. (12)

Алгоритм восстановления функции y(t) такой же, как и в первом случае, только сво-
бодный коэффициент определяется по формуле

E = − pr+1

1 + p1 + p2 + . . .+ pr
,

и
αj + iβj =

ln zj
h

, 1 6 j 6 n, ωl =
ln z′′l
h

, 1 6 l 6 m. (13)
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2. Аппроксимация дискретной функции
экспоненциально-гармоническими суммами

Пусть дан набор значений дискретной функции в узлах равномерной временной сетки:

f(tk) =: fk, tk = t0 + kh, k = 0, 1, 2, . . . , N. (14)

Опять считаем, что t0 = 0, это не ограничивает общности рассуждений.
Ставится задача — аппроксимировать данную дискретную функцию с помощью

экспоненциально-гармонических сумм рассмотренного выше вида.
Для начала введем экспоненциально-гармоническую сумму вида (1). Выберем значения

n и m так, чтобы
N > 2(n+ 2m) = 2d.

Будем применять алгоритм Прони для определения остальных неизвестных парамет-
ров функции (1). Но так как входные данные (14) не обязаны быть точными значениями
функции нужного нам вида, то рекуррентное соотношение (3) не будет выполняться в точ-
ности. Поэтому заменим точное рекуррентное соотношение функционалом, показывающим
отклонение от точного равенства в (3):

Φ(p1, p2, . . . , pd+1) =
N−d∑
k=0

(fk+d + p1fk+d−1 + . . .+ pdfk + pd+1)2 . (15)

В [1] доказано, что существует (не обязательно единственный) вектор

~p = (p1, p2, . . . , pd+1) ∈ Rd+1,

который минимизирует этот функционал.
Далее, по вектору ~p строим многочлен Pd(z), находим его корни, затем по формуле (6)

определяем показатели экспонент и частоты тригонометрических функций. Потом записы-
ваем искомую экспоненциально-гармоническую сумму в виде (1), где αj и ωl известны, а
постоянные коэффициенты Aj , Bl, Cl, E считаются неопределенными. Для их нахождения
минимизируем функционал

H(Aj , Bl, Cl, E) =
N∑
k=0

(y(kh)− fk)2 .

Таким образом, задача аппроксимации дискретной функции по ее значениям в узлах
равномерной сетки с помощью функций вида (1) была бы решенной, если бы не следующая
проблема — в вышеприведенном алгоритме требуется, чтобы корни многочлена Pd(z) обяза-
тельно имели вид (5). Но вектор ~p, определяемый по произвольным входным данным (14),
может изменить структуру множества корней многочлена Pd(z). Например, могут появить-
ся кратные корни, некоторые корни могут стать мнимыми, но с модулем, отличным от 1, и
т.п. Это приведет к соответствующим изменениям в виде функции y(t), чего нельзя допус-
кать. Чтобы избежать этой проблемы, будем искать корни ассоциированного многочлена
Pd(z) сразу в нужном нам виде. Этого можно добиться, если выразить коэффициенты pk
многочлена Pd(z) через его корни или какие-либо функции от корней, и записать миними-
зируемый функционал Φ с помощью этих функций. Потом просто будем искать минимум
функционала на множестве, которое гарантирует нужный вид корней.
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Предварительно рассмотрим следующий пример. Пусть n = 1 и m = 1 (d = 3). Функция
(1) будет иметь вид

y(t) = Ae−αt +B cosωt+ C sinωt+ E.

В данном случае легко получить зависимость между корнями и коэффициентами ассоции-
рованного многочлена P3(z). По самому определению P3(z), его корнями будут числа

z1 = e−αh, z2 = eiωh, z3 = e−iωh.

Таким образом,

P3(z) = z3 + p1z
2 + p2z + p3 =

(
z − e−αh

) (
z − eiωh

) (
z − e−iωh

)
=

=
(
z − e−αh

) (
z2 − 2z cosωh+ 1

)
.

Сделаем замену:

U = e−αh, V = −2 cosωh, 0 < U < 1, −2 6 V 6 2.

Получаем:

P3(z) = (z − U)(z2 + V z + 1) = z3 + (V − U)z2 + (1− UV )z − U.

Следовательно,

p1 = V − U,
p2 = 1− UV,
p3 = −U.

После элементарных преобразований получаем соотношение на коэффициенты, характери-
зующее данный случай:

p2
3 − p1p3 + p2 = 1.

Заметим, что в пространстве трех переменных это уравнение задает гиперболический па-
раболоид.

Функционал, заменяющий рекуррентное соотношение (3), примет вид

Φ(U, V, p4) =
N−3∑
k=0

(fk+3 + (V − U)fk+2 + (1− UV )fk+1 − Ufk + p4)2 .

Найдя его минимум (с учетом ограничений на U и V ), определим

α = −U
h
, ω =

1
h

arccos
(
−V

2

)
.

Теперь искомая функция (точнее, ее постоянные коэффициенты) легко восстанавливается
по входным данным.

Теперь найдем зависимость между коэффициентами многочлена Pd(z) и αj , ωl в общем
случае. Используя (4) и (5), получаем

Pd(z) =
n∏
j=1

(
z − e−αjh

)
·
m∏
l=1

(
(z − eiωlh)(z − e−iωlh)

)
=

=
n∏
j=1

(
z − e−αjh

)
·
m∏
l=1

(z2 − 2z cosωlh+ 1).
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Введем обозначения

Uj = e−αjh, Vl = −2 cosωlh, 0 < Uj < 1, −2 6 Vl 6 2. (16)

Получаем

Pd(z) =
n∏
j=1

(z − Uj) ·
m∏
l=1

(z2 + Vlz + 1).

Рассмотрим отдельно многочлены

P̂n(z) :=
n∏
j=1

(z − Uj) и P̃2m(z) :=
m∏
l=1

(z2 + Vlz + 1).

Известно, что
P̂n(z) = zn − S1z

n−1 + S2z
n−2 + . . .+ (−1)nSn,

где выражения

S1 = U1 + U2 + . . .+ Un,

S2 = U1U2 + U1U3 + . . .+ Un−1Un,

и т.д., до

Sn = U1U2 · . . . · Un

(17)

есть элементарные симметрические функции от переменных U1, U2, . . . , Un. Договоримся
считать, что S0 = 1, а значения Sj для j < 0 и для j > n равны 0.

Для многочлена P̃2m(z) тоже можно получить аналогичные формулы. Для этого рас-
кроем скобки и приведем подобные в P̃2m(z). Получаем:

P̃2m(z) = z2m + q1z
2m−1 + q2z

2m−2 + . . .+ q2m.

При этом
qj =

∑
k>0

(
Rj−2k · Ckm−j+2k

)
, (18)

где Clm−j+2l — биномиальные коэффициенты, и

R1 = V1 + V2 + . . .+ Vm,

R2 = V1V2 + V1V3 + . . .+ Vm−1Vm,

и т.д., до

Rm = V1V2 · . . . · Vm

(19)

есть элементарные симметрические функции от переменных V1, V2, . . . , Vm. Также считаем,
что R0 = 1, и Rl равны 0 для l < 0, l > m. Это гарантирует конечность сумм в (18).

Теперь перемножим многочлены P̂n(z) и P̃2m(z). После раскрытия скобок и приведения
подобных получим, что в многочлене

Pd(z) = zd + p1z
d−1 + p2z

d−2 + . . .+ pd

коэффициенты имеют вид (cчитаем, что q0 = 1, а для j < 0, j > 2m qj = 0):

pk =
∑
j>0

(−1)jqk−jSj , k = 1, 2, . . . , d. (20)
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Таким образом, коэффициенты ассоциированного многочлена Pd(z) выражаются через чис-
ла αj , ωl по формулам (16-20), что и требовалось получить.

Минимизируемый функционал Φ будем считать зависящим от n + m + 1 переменных
U1, . . . , Un, V1, . . . , Vm, pd+1. Ограничения на них таковы (см. (16)):

0 < Uj < 1, −2 6 Vl 6 2. (21)

Это задает множество, на котором мы ищем минимум Φ. Для нахождения минимума функ-
ционала составляем систему из его частных производных:

∂Φ
∂Uj

= 0,
∂Φ
∂Vl

= 0,
∂Φ
∂pd+1

= 0,

и находим ее решения на множестве (21). Если кратные корни отсутствуют, то находим αj
и ωl :

αj = − lnUj
h

, ωl =
1
h

arccos
(
−Vl

2

)
.

Наличие же кратных корней означает, что числа n и m изначально выбраны неверно — их
надо уменьшать.

Наконец, постоянные коэффициенты Aj , Bl, Cl, E определяем методом наименьших
квадратов, используя входные данные. Для этого минимизируем функционал

H(Aj , Bl, Cl, E) =
N∑
k=0

(y(kh)− fk)2 ,

где функция y(t) имеет вид (1) с неопределенными коэффициентами.
Теперь рассмотрим случай аппроксимации дискретной функции с помощью

экспоненциально-гармонической суммы вида (7):

y(t) =
n∑
j=1

e−αjt (Aj cosβjt+Bj sinβjt) +
m∑
l=1

(Cl cosωlt+Dl sinωlt) + E.

Выберем значения n и m так, чтобы

N > 2(2n+ 2m) = 2r.

Схема действий такая же, как и в предыдущем случае — рекуррентное соотношение (9)
заменяется функционалом

Φ(p1, p2, . . . , pr+1) =
N−d∑
k=0

(fk+r + p1fk+r−1 + . . .+ prfk + pr+1)2 . (22)

Определяется вектор ~p = (p1, p2, . . . , pr+1) ∈ Rr+1, который минимизирует этот функцио-
нал. Далее, по вектору ~p строится многочлен Pr(z), находятся его корни, затем определяют-
ся показатели экспонент и частоты тригонометрических функций, и, наконец, по входным
данным (используя метод наименьших квадратов) восстанавливаются постоянные коэффи-
циенты в y(t).

Но при этом опять возникает проблема — нет никаких гарантий, что корни многочлена
Pr(z) будут иметь нужный нам вид (11)-(12). Поэтому будем искать корни Pr(z) сразу в
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нужном виде. Для этого выразим коэффициенты pk многочлена Pr(z) через функции от его
корней и запишем функционал Φ с помощью этих функций. Потом будем искать минимум
функционала на множестве, которое гарантирует нужный вид корней.

Рассмотрим пример. Пусть n = 1 и m = 1 (r = 4). Функция (7) будет иметь вид

y(t) = e−αt (A cosβt+B sinβt) + C cosωt+D sinωt+ E.

Корнями ассоциированного многочлена P4(z) будут числа

z1 = e−(α+iβ)h, z2 = e−(α−iβ)h, z3 = eiωh, z4 = e−iωh.

Отсюда:

P4(z) = z4 + p1z
3 + p2z

2 + p3z + p4 =

=
(
z − e−(α+iβ)h

)(
z − e−(α−iβ)h

) (
z − eiωh

) (
z − e−iωh

)
=

=
(
z2 − 2ze−αh cosβh+ e−2αh

) (
z2 − 2z cosωh+ 1

)
.

Сделаем замену:
a = −2e−αh cosβh, b = e−2αjh, V = −2 cosωh.

Получаем

P4(z) = (z2 + az + b)(z2 + V z + 1) =

= z4 + (a+ V )z3 + (1 + b+ aV )z2 + (a+ V b)z + b.

Следовательно,

p1 = a+ V,

p2 = 1 + b+ aV,

p3 = a+ V b,

p4 = b.

Минимизируемый функционал будет иметь вид

Φ(a, b, V, p5) =
N−4∑
k=0

(fk+4 + (a+ V )fk+3 + (1 + b+ aV )fk+2 + (a+ V b)fk+1 + bfk + p5)2 .

Теперь найдем зависимость между коэффициентами многочлена Pr(z) и αj , βj , ωl, в об-
щем случае. Используя (11) и (12), получаем

Pr(z) =
n∏
j=1

(
z − e−(αj−iβj)h

)
·
(
z − e−(αj+iβj)h

)
·
m∏
l=1

(
(z − eiωlh)(z − e−iωlh)

)
=

=
n∏
j=1

(
z2 − 2ze−αjh cosβjh+ e−2αjh

)
·
m∏
l=1

(z2 − 2z cosωlh+ 1).

Введем обозначения

aj = −2e−αjh cosβ1h, bj = e−2αjh, Vl = −2 cosωlh. (23)
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Получаем

Pr(z) =
n∏
j=1

(
z2 + ajz + bj

)
·
m∏
l=1

(z2 + Vlz + 1).

Рассмотрим отдельно многочлены

P̂2n(z) =
n∏
j=1

(
z2 + ajz + bj

)
и P̃2m(z) =

m∏
l=1

(z2 + Vlz + 1).

Многочлен P̃2m(z) уже рассмотрен подробно выше. Исследуем P̂2n(z). Раскроем скобки
и сгруппируем по степеням z. Получаем, что

P̂2n(z) = z2n + Ŝ1z
2n−1 + Ŝ2z

2n−2 + . . .+ Ŝ2n,

где
Ŝk =

∑′
c
(j1)
1 c

(j2)
2 c

(j3)
3 · . . . · c(jn)

n , 1 6 k 6 2n, (24)

и

c
(ji)
i =


1, ji = 2
ai, ji = 1
bi, ji = 0.

(25)

Суммирование в формуле (24) происходит по всем возможным комбинациям индексов
j1, j2, . . . , jn, таким, что любое ji равно 0, 1 или 2 и сумма j1 + j2 + . . .+ jn = k.

Теперь, перемножим многочлены P̂2n(z) и P̃2m(z). После раскрытия скобок и приведения
подобных получим, что в многочлене

Pr(z) = zr + p1z
r−1 + p2z

r−2 + . . .+ pr

коэффициенты имеют вид (Ŝ0 = 1, Ŝj = 0, если j < 0 или j > 2n):

pk =
∑
j>0

qk−jŜj , k = 1, 2, . . . , r. (26)

Таким образом, коэффициенты многочлена Pr(z) выражаются через числа αj , βj , ωl по фор-
мулам (18,19,23-26), что и требовалось получить.

Минимизируемый функционал Φ будем считать зависящим от 2n + m + 1 переменных
a1, b1, . . . , an, bn, V1, . . . , Vm, pr+1 Ограничения на них таковы (см. (23)):

−2 6 aj 6 2, 0 < bj < 1, −2 6 Vl 6 2. (27)

Это задает множество, на котором мы ищем минимум Φ. Для нахождения минимума функ-
ционала составляем систему из его частных производных

∂Φ
∂aj

= 0,
∂Φ
∂bj

= 0,
∂Φ
∂Vl

= 0,
∂Φ
∂pr+1

= 0

и находим ее решения на множестве (25). При этом надо следить за тем, чтобы не было
кратных корней. Затем находим αj , βj и ωl :

αj = − 1
2h

ln bj , βj =
1
h

arccos
(
−aj

2
eαjh

)
, ωl =

1
h

arccos
(
−Vl

2

)
.
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Наконец, постоянные коэффициенты Aj , Bj , Cl, Dl, E определяем методом наименьших
квадратов, используя входные данные. Для этого минимизируем функционал

H(Aj , Bj , Cl, Dl, E) =
N∑
k=0

(y(kh)− fk)2 ,

где функция y(t) имеет вид (7) с неопределенными коэффициентами.

Работа выполнена при поддержке грантов СФУ по НМ №45.2007 и №54.2007.
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The paper deal with a modification of Prony’s algorithm. We approximate a discrete function by an
exponential-harmonic function.
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