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Àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà � òèï çàâèñèìîñòåé ìåæäó äàííûìè, êîòîðûå îòðàæà-
þò, êàêèå ïðèçíàêè èëè ñîáûòèÿ âñòðå÷àþòñÿ ñîâìåñòíî è íàñêîëüêî ÷àñòî ýòî
ïðîèñõîäèò. Ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ òåõ ïðè-
ëîæåíèé, ãäå òðåáóåòñÿ âûñîêàÿ ñòåïåíü óâåðåííîñòè â óñòàíîâëåííûõ çàâèñèìî-
ñòÿõ ìåæäó äàííûìè, íàïðèìåð, â èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè, àíàëèçå êîì-
ïüþòåðíûõ ñåòåé è ìåäèöèíå. ×ðåçìåðíî áîëüøîå ÷èñëî âûÿâëåííûõ ïðàâèë ñó-
ùåñòâåííî óñëîæíÿåò èõ ýêñïåðòèçó è ïðèìåíåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû
ïðåäëîæåí àëãîðèòì MClose, ðàñøèðÿþùèé âîçìîæíîñòè èçâåñòíîãî àëãîðèòìà
Close. Àëãîðèòì Close ôîðìèðóåò ìèíèìàêñíûé áàçèñ, â êîòîðîì êàæäîå ñòðîãîå
àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî èìååò ìèíèìàëüíóþ ïîñûëêó è ìàêñèìàëüíîå ñëåäñòâèå.
Îäíàêî â ìèíèìàêñíîì áàçèñå îñòàþòñÿ èçáûòî÷íûå ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðà-
âèëà. Àëãîðèòì MClose â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàêñíîãî áàçèñà ðàñïîçíàåò
èçáûòî÷íûå ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà è óñòðàíÿåò èõ. Ïðåäëîæåííûé àë-
ãîðèòì îñíîâàí íà ñâîéñòâàõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Äîêàçàíû âûâîäèìîñòè, àð-
ãóìåíòèðóþùèå êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà MClose.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà, çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ñòðîãèå àññî-

öèàòèâíûå ïðàâèëà, íåèçáûòî÷íîñòü, ìèíèìàêñíûé áàçèñ.

Ââåäåíèå

Ïðè ïîèñêå àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë àíàëèçèðóåìîå ìíîæåñòâî äàííûõ îáû÷íî îïè-
ñûâàåòñÿ áèíàðíûì êîíòåêñòîì � ìàòðèöåé, ñòðîêè êîòîðîé îòâå÷àþò îáúåêòàì ïðåä-
ìåòíîé îáëàñòè, à ñòîëáöû � ïðèçíàêàì ýòèõ îáúåêòîâ. Åäèíè÷íîå çíà÷åíèå ýëåìåíòà
ìàòðèöû òðàêòóåòñÿ êàê íàëè÷èå ó îáúåêòà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèçíàêà, à íóëåâîå �
êàê åãî îòñóòñòâèå. Áèíàðíîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïîèñêà àññîöèàòèâíûõ
ïðàâèë áàçèðóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî íà àíàëèçå ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé è òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé [3, 4, 7]. Àíàëèç ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé, êàê ïðèêëàäíàÿ âåòâü àëãåáðàè÷åñêîé
òåîðèè ðåøåòîê, ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì îïèñàíèÿ ìåòîäîâ ïî-
èñêà àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë [2, 5, 10].

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ïîèñêå àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë � ýòî îãðîìíîå ÷èñëî ïðàâèë,
âîçíèêàþùèõ ïðè àíàëèçå áîëüøèõ êîíòåêñòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëü-
çóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåðû çíà÷èìîñòè ïðàâèë. Ñ èõ ïîìîùüþ ïðàâèëà ôèëüòðóþòñÿ è
äëÿ àíàëèçà ïðåäúÿâëÿþòñÿ òîëüêî òå, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ìåð ïðåâûøàþò çàäàí-
íûå ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ. Ïîäîáíàÿ ôèëüòðàöèÿ, êîíå÷íî, óìåíüøàåò ÷èñëî ïðàâèë, íî
íå ðåøàåò ïðîáëåìó ðàçìåðíîñòè ïîëíîñòüþ. ×àñòî ïîñëå ôèëüòðàöèè âñå ðàâíî îñòà-
åòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïðàâèë, ïðè ýòîì ìíîãèå èç íèõ èçáûòî÷íûå. Àññîöèàòèâíîå
ïðàâèëî ñ÷èòàåòñÿ èçáûòî÷íûì, åñëè åãî óäàëåíèå èç ìíîæåñòâà ïðàâèë íå ïðèâîäèò ê
ïîòåðå èíôîðìàöèè î ñâÿçÿõ ìåæäó äàííûìè â ðàññìàòðèâàåìîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè.



2 Â.Â. Áûêîâà, À. Â. Êàòàåâà

Ìíîæåñòâî àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë, íå ñîäåðæàùåå èçáûòî÷íûõ (â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå) ïðàâèë, ïðèíÿòî íàçûâàòü áàçèñîì. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ôîðìàëüíûå îïðåäå-
ëåíèÿ èçáûòî÷íûõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë è ìåòîäû èõ óñòðàíåíèÿ [14]. Íàèáîëåå ðàç-
âèòû ìåòîäû óñòðàíåíèÿ èçáûòî÷íîñòè äëÿ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë. Äëÿ òàêèõ
àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë èìååòñÿ ïëîòíàÿ ïàðàëëåëü ñ ôóíêöèîíàëüíûìè çàâèñèìîñòÿ-
ìè èç òåîðèè ðåëÿöèîííûõ áàç äàííûõ [6]. Ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà èìåþò
äîñòîâåðíîñòü, ðàâíóþ åäèíèöå, è ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé, ãäå òðå-
áóåòñÿ âûñîêàÿ ñòåïåíü óâåðåííîñòè â óñòàíîâëåííûõ çàâèñèìîñòÿõ ìåæäó äàííûìè,
íàïðèìåð, â èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè, àíàëèçå êîìïüþòåðíûõ ñåòåé è ìåäèöèíå
[1, 8, 11].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòåí ðÿä àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñòðîèòü ðàçëè÷íûå áà-
çèñû äëÿ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë. Íàèáîëåå çíà÷èìûìè áàçèñàìè ÿâëÿþòñÿ êà-
íîíè÷åñêèé è ìèíèìàêñíûé. Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ (èëè áàçèñ Äþêåíà-Ãèãà), ñîñòîèò èç
ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë, ðåêóððåíòíî îïèñûâàåìûõ â òåð-
ìèíàõ ïñåâäîñîäåðæàíèé [9]. Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ìàòåìàòè÷åñêè ãëóáîêî èññëåäîâàí,
îäíàêî âñå ïðåäëîæåííûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àëãîðèòìû åãî ïîñòðîåíèÿ â áîëüøåé
ñòåïåíè ïðåäñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé, ÷åì ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ [15]. Ìèíèìàêñíûé
áàçèñ ñîñòîèò èç ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë, èìåþùèõ ìèíèìàëüíóþ ïîñûëêó è
ìàêñèìàëüíîå ñëåäñòâèå [13]. Äëÿ ìèíèìàêñíîãî áàçèñà èìåþòñÿ õîðîøî àïðîáèðîâàí-
íûå àëãîðèòìû, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ àëãîðèòì Close [14, 16]. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè,
÷òî â ïîñòðîåííûõ êàíîíè÷åñêèõ è ìèíèìàêñíûõ áàçèñàõ îñòàåòñÿ íåêîòîðàÿ èçáû-
òî÷íîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü óñòðàíåíà íà îñíîâå âûâîäèìîñòåé, ïîäîáíûõ àêñèî-
ìàì Àìñòðîíãà, èçâåñòíûì â òåîðèè ðåëÿöèîííûõ áàç äàííûõ äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
çàâèñèìîñòåé.

Â äàííîé ñòàòüå äëÿ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë ïðåäëîæåí àëãîðèòì MClose,
ðàñøèðÿþùèé âîçìîæíîñòè àëãîðèòìà Close. Àëãîðèòì MClose ïîçâîëÿåò â ïðîöåññå
ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàêñíîãî áàçèñà óñòðàíÿòü èçáûòî÷íîñòü ñ ñîõðàíåíèåì ïîääåðæêè
è äîñòîâåðíîñòè áåç äîïîëíèòåëüíîãî îáðàùåíèÿ ê èñõîäíîìó áèíàðíîìó êîíòåêñòó.
Äîêàçàíû âûâîäèìîñòè, îáîñíîâûâàþùèå êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà MClose. Äîêàçà-
òåëüñòâî ýòèõ âûâîäèìîñòåé � îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè.

1. Îñíîâíûå òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ àíàëèçà ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé

Ïðèâåäåì òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ, òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìûå â àíàëèçå ôîðìàëü-
íûõ ïîíÿòèé [2, 5, 10].

Ïóñòü äëÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè îïðåäåëåíû äâà íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà G
è M îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ ñîîòâåòñòâåííî (îò íåìåöêèõ ñëîâ Gegenst�ande � îáúåêò,
Merkmale � ïðèçíàê). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå îáúåêòû â G è ïðèçíàêè â M ðàçëè÷-
íû. Ïóñòü çàäàíî îòíîøåíèå I ⊆ G × M èíöèäåíòíîñòè ìåæäó G è M . Òðîéêó
K = (G,M, I) ïðèíÿòî íàçûâàòü ôîðìàëüíûì êîíòåêñòîì (èëè ïðîñòî êîíòåêñòîì)
ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Ñ÷èòàåì, ÷òî îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè I ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî G è M : ñóùåñòâîâàíèå â I ïàðû (g,m), g ∈ G è m ∈ M îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò
g èìååò ïðèçíàê m è íàîáîðîò, ïðèçíàê m ïðèñóù îáúåêòó g.

Âûáåðåì âK = (G,M, I) äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà g ∈ G èm ∈ M . Îïðåäåëèì
äëÿ íèõ äâà îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ:

ϕ(g) = {m ∈ M | (g,m) ∈ I} ,

ψ(m) = {g ∈ G | (g,m) ∈ I} ,
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ãäå ϕ(g) � ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, ïðèñóùèõ îáúåêòó g, à ψ(m) � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ,
îáëàäàþùèõ ïðèçíàêîì m.

Îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ îáîáùàþòñÿ íà A ⊆ G è B ⊆ M ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(A) = ∩ g ∈A ϕ(g) = {m ∈ M | ∀g ∈ A (g, m) ∈ I} ,

ψ(B) = ∩m∈B ψ(m) = {g ∈ G | ∀m ∈ B (g, m) ∈ I} .

Îòñþäà ϕ(A) � ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, îáùèõ äëÿ âñåõ îáúåêòîâ èç A, à ψ(B) � ìíî-
æåñòâî îáúåêòîâ, êîòîðûå îáëàäàþò âñåìè ïðèçíàêàìè èç B. Îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ îïðå-
äåëåíû òàê, ÷òî åñëè A1, A2 ⊆ G è B1, B2 ⊆ M , òî

ϕ(A1 ∪ A2) = ϕ(A1) ∩ ϕ(A2),

ψ(B1 ∪ B2) = ψ(B1) ∩ ψ(B2).

Öåëåñîîáðàçíî ïîëîæèòü, ÷òî ϕ(∅) = M è ψ(∅) = G: ïóñòîìó ìíîæåñòâó îáú-
åêòîâ ïðèñóùè âñå ïðèçíàêè èç M è êàæäûé îáúåêò ðàññìàòðèâàåìîãî êîíòåêñòà
K = (G,M, I) îáëàäàåò ïóñòûì ìíîæåñòâîì ïðèçíàêîâ. Åñëè äëÿ îòîáðàæåíèé ϕ
è ψ ïðèìåíèòü åäèíîå îáîçíà÷åíèå (·)′, òî ôîðìóëû äëÿ ϕ(A), ψ(B), ϕ(A1 ∪ A2) è
ψ(B1 ∪ B2) çàïèñûâàþòñÿ òàê:

A′ = ∩ g ∈A g
′ = {m ∈ M | ∀g ∈ A (g, m) ∈ I} , (1)

B′ = ∩m∈Bm
′ = {g ∈ G | ∀m ∈ B (g, m) ∈ I} , (2)

(A1 ∪ A2)
′ = A1

′ ∩ A2
′, (3)

(B1 ∪ B2)
′ = B1

′ ∩ B2
′. (4)

Åñëè g ∈ G è m ∈ M , òî îáîçíà÷åíèÿ g′ è m′ òðàäèöèîííî ñëóæàò ñîêðàùåííîé
ôîðìîé çàïèñè ìíîæåñòâ ϕ(g) = {g}′ è ψ(m) = {m}′ ñîîòâåòñòâåííî.

Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé ′ âûòåêàþò ñâîéñòâà, êîòîðûå ôîðìàëüíî ìîæíî âû-
ðàçèòü â âèäå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ âñÿêîãî êîíòåêñòà K = (G, M, I) è ëþáûõ B1, B2 ⊆ M
âåðíû ñâîéñòâà:

� àíòèìîíîòîííîñòü: åñëè B1 ⊆ B2, òî B2
′ ⊆ B1

′;
� ýêñòåíñèâíîñòü: B1 ⊆ B1

′′, ãäå B1
′′ = ((B1)

′)
′ ⊆ M .

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ âñÿêîãî êîíòåêñòà K = (G, M, I) è ëþáûõ A1, A2 ⊆ G
âåðíû ñâîéñòâà:

� àíòèìîíîòîííîñòü: åñëè A1 ⊆ A2, òî A2
′ ⊆ A1

′;
� ýêñòåíñèâíîñòü: A1 ⊆ A1

′′, ãäå A1
′′ = ((A1)

′)
′ ⊆ G.

Â ñèëó óòâåðæäåíèé 1 è 2, îòîáðàæåíèÿ ϕ è ψ ñîñòàâëÿþò ïàðó ñîîòâåòñòâèé Ãà-
ëóà ìåæäó 2G è 2M � ñèñòåìàìè âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâ G è M ñîîòâåòñòâåííî,
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ïî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó âêëþ÷åíèþ [2, 5]. Èçâåñòíî,
÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà ϕ è ψ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà [5]:

ϕ(ψ(ϕ(A))) = ϕ(A), ψ(ϕ(ψ(B))) = ψ(B)

èëè, òî æå ñàìîå, â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

((A′)
′
)
′

= (A′′)
′

= A′, ((B′)
′
)
′

= (B′′)
′

= B′. (5)
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Äâîéíîå ïðèìåíåíèå îòîáðàæåíèÿ ′ îïðåäåëÿåò îïåðàòîð çàìûêàíèÿ íà 2M â àë-
ãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå [2]. Åìó ñâîéñòâåííû

� ðåôëåêñèâíîñòü: äëÿ ëþáîãî B ⊆ M âñåãäàB ⊆ B′′;
� ìîíîòîííîñòü: åñëè B1 ⊆ B2 ⊆ M , òî B1

′′ ⊆ B2
′′ ⊆ M ;

� èäåìïîòåíòíîñòü: äëÿ ëþáîãî B ⊆ M âñåãäà (B′′)′′ = B′′.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 1 è 2.
Åñëè B = B′′, òî ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ B ⊆ M íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñè-

òåëüíî îïåðàòîðà ′′ â êîíòåêñòå K = (G,M, I). Ìíîæåñòâî B′′ = ϕ(ψ(B)) ìîæíî
òðàêòîâàòü êàê íàáîð ïðèçíàêîâ, êîòîðûå âñåãäà ïîÿâëÿþòñÿ â îáúåêòàõ êîíòåêñòà
K = (G,M, I) âìåñòå ñ ïðèçíàêàìè èç B, ïðè÷åì ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëü-
øèì ïî âêëþ÷åíèþ â ïðåäåëàõ K = (G,M, I). Î÷åâèäíî, ÷òî (∅)′′ = ϕ(ψ(∅)) = G′

ãäå G′ � ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, ñâîéñòâåííûõ âñåì îáúåêòàì êîíòåêñòàK = (G,M, I).
Åñëè B′ = ∅, òî âñåãäà B′′ = ϕ(ψ(B)) = ϕ(∅) = M . Åñëè B′ 6= ∅ òî èñõîäÿ
èç (1) � (4) çàìûêàíèå äëÿ B ⊆ M ìîæíî âû÷èñëèòü çà îäèí ïðîñìîòð êîíòåêñòà
K = (G,M, I) ïî ôîðìóëå:

B′′ = ∩ g ∈G {g′ |B ⊆ g′} . (6)

Â àíàëèçå ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé ïàðà ìíîæåñòâ (A,B), A ⊆ G,B ⊆ M , òàêèõ, ÷òî
A′ = B è B′ = A, íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì êîíòåêñòàK = (G,M, I) ñ îáú-
åìîì A è ñîäåðæàíèåì B [10]. Â ôîðìàëüíîì ïîíÿòèè (A,B) ìíîæåñòâà A è B âñåãäà
çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ′′ â ýòîì êîíòåêñòå: A = A′′ è B = B′′. Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëü-
íûõ ïîíÿòèé âîçìîæíî êîíöåïòóàëüíîå (èëè ïîíÿòèéíîå) ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ
ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé [7, 10]. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà òàêæå íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå
â ïîèñêå àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë [13, 14, 16].

2. Àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà è îñíîâíûå ìåðû èõ çíà÷èìîñòè

Àññîöèàòèâíûì ïðàâèëîì íà ìíîæåñòâå ïðèçíàêîâ êîíòåêñòà K = (G,M, I) íàçû-
âàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ìíîæåñòâ r = (X, Y ), X, Y ⊆ M . Ïðèíÿòî àññîöèàòèâíîå
ïðàâèëî r = (X, Y ) çàïèñûâàòü â âèäå X ⇒ Y . Â àññîöèàòèâíîì ïðàâèëå X ⇒ Y
ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþò ïîñûëêîé (èëè ïðè÷èíîé) è çàêëþ÷åíèåì (èëè ñëåäñòâè-
åì) ñîîòâåòñòâåííî [17]. Â àíàëèçå àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë ÷àñòî ïîëàãàþò, ÷òî ïîñûëêà
è çàêëþ÷åíèå � íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Ñ ôîðìàëüíûõ ïîçèöèé ýòè
îãðàíè÷åíèÿ íåñóùåñòâåííû. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäàííîìó êîíòåêñòó K = (G,M, I)
âñÿêîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîä-
äåðæêè δ(X ⇒ Y ) è äîñòîâåðíîñòè γ(X ⇒ Y ) [12]. Ýòè ÷èñëîâûå ôóíêöèè îïðåäåëÿ-
þòñÿ ÷åðåç ïîíÿòèå ïîääåðæêè ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ.

Ïîääåðæêà δ(X) ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ X ⊆ M â êîíòåêñòå K = (G,M, I) �
îòíîøåíèå ÷èñëà îáúåêòîâ, êîòîðûì ïðèñóùè ïðèçíàêè X, ê îáùåìó ÷èñëî îáúåêòîâ,
ïðåäñòàâëåííûõ â ýòîì êîíòåêñòå:

δ(X) = |X ′|/|G|. (7)

Òàêèì îáðàçîì, δ(X) � ÷àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè â êîíòåêñòå K = (G,M, I) îáúåêòîâ,
èìåþùèõ ïðèçíàêè X. Èç ôîðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ⊆ M çíà÷åíèå
δ(X) íåèçìåííî íàõîäèòñÿ â åñòåñòâåííûõ ãðàíèöàõ

0 6 δ(X) 6 1. (8)
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×åì áëèæå çíà÷åíèå δ(X) ê 1, òåì áîëüøåå ÷èñëî îáúåêòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êîíòåê-
ñòà îáëàäàåò âñåìè ïðèçíàêàìè èç X. Â ñèëó àíòèìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ′, ïîä-
äåðæêà ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó àíòèìîíîòîííîñòè: äëÿ
âñÿêîãî êîíòåêñòà K = (G,M, I) è ëþáûõ X, Y ⊆ M ïðè X ⊆ Y âåðíî íåðàâåíñòâî:

δ(Y ) 6 δ(X). (9)

Ñîãëàñíî (9) ïîääåðæêà ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ íå ìîæåò ïðåâûøàòü ïîääåðæêè ëþáîãî
èç åãî ïîäìíîæåñòâ. Òàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X ⊆ M âñåãäà

0 6 δ(M) 6 δ(X) 6 δ(∅) = 1.

Ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ X ⊆ M íàçûâàåòñÿ ÷àñòûì â êîíòåêñòå K = (G,M, I),
åñëè åãî ïîääåðæêà áîëüøå èëè ðàâíà çàäàííîìó ïîðîãîâîìó çíà÷åíèþ δ0 ∈ [0, 1].
Åñëè δ(X) > δ0 è X = X ′′, òî X íàçûâàåòñÿ ÷àñòûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì ïðèçíà-
êîâ â K = (G,M, I). ×àñòûå ìíîæåñòâà è ÷àñòûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ
òðàäèöèîííî ñëóæàò îñíîâîé äëÿ ïîèñêà àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë â çàäàííîì êîíòåêñòå.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â õóäøåì ñëó÷àå ÷èñëî ÷àñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ïðèçíàêîâ
êîíòåêñòà K = (G,M, I) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÷àñòûõ ìíîæåñòâ ïðèçíàêîâ è ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò |M |. Îäíàêî íà ïðàêòèêå îáû÷íî ÷èñëî ÷àñòûõ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÷èñëà ÷àñòûõ ìíîæåñòâ. Ïðèìåðû êîíòåêñòîâ ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûì îòíîñèòåëüíî |M | ÷èñëîì ÷àñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ìîæíî íàéòè â [16].
Èñïîëüçîâàíèå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðè ïîèñêå àññîöèàòèâíûõ ïðà-
âèë âìåñòî ÷àñòûõ ìíîæåñòâ ïðèçíàêîâ ïðèìåíÿòü ÷àñòûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, è
òåì ñàìûì ñîêðàùàòü ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ âñÿêîãî êîíòåêñòà K = (G,M, I) è ëþáîãî ìíîæåñòâà
X ⊆M ïîääåðæêà X ′′ ñîâïàäàåò ñ ïîääåðæêîé ìíîæåñòâà X:

δ(X ′′) = δ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ⊆M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ êîíòåê-
ñòà K = (G,M, I). Òîãäà, èñõîäÿ èç (5) è (7), èìååì ðàâåíñòâî

δ(X ′′) = |(X ′′)′|/|G| = |X ′|/|G| = δ(X).

Îòñþäà, åñëè δ(X) > δ0, òî òàêæå δ(X ′′) > δ0, ò. å. çàìûêàíèå ÷àñòîãî ìíîæåñòâà
ïðèçíàêîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòûì.

Ïîääåðæêîé δ(X ⇒ Y ) àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà X ⇒ Y îòíîñèòåëüíî êîíòåêñòà
K = (G,M, I) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

δ(X ⇒ Y ) = δ(X ∪ Y ) = |(X ∪ Y )′|/|G|, (10)

óêàçûâàþùàÿ, êàêàÿ äîëÿ îáúåêòîâ ýòîãî êîíòåêñòà èìååò ïðèçíàêè X ∪ Y . Äî-
ñòîâåðíîñòü γ(X ⇒ Y ) àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà X ⇒ Y îòíîñèòåëüíî êîíòåêñòà
K = (G,M, I) îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ÷èñëà îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ âñåìè ïðè-
çíàêàìè èç X ∪ Y , ê ÷èñëó îáúåêòîâ, êîòîðûì ñâîéñòâåííû òîëüêî ïðèçíàêè X:

γ(X ⇒ Y ) = |(X ∪ Y )′|/|X ′|.

Äîñòîâåðíîñòü àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà ÷åðåç ôóíêöèþ ïîääåðæêè âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé:

γ(X ⇒ Y ) = δ(X ⇒ Y )/δ(X) = δ(X ∪ Y )/δ(X). (11)
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Çàìåòèì, ÷òî äîñòîâåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11) òîëüêî äëÿ òåõ àññîöèàòèâ-
íûõ ïðàâèë X ⇒ Y , äëÿ êîòîðûõ δ(X) 6= 0. Åñëè δ(X) = 0 (â êîíòåêñòå íåò íè îäíîãî
îáúåêòà, îáëàäàþùåãî ïðèçíàêàìè X), òî ñîãëàñíî (8) è (9) òàêæå δ(X ∪ Y ) = 0.
Â ýòîì îñîáîì ñëó÷àå ïîëàãàþò γ(X ⇒ Y ) = 1. Èñõîäÿ èç (7)� (11), äîñòîâåðíîñòü
àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà X ⇒ Y ïðè ïðîèçâîëüíûõ X, Y ⊆ M âñåãäà íàõîäèòñÿ â
ãðàíèöàõ

0 6 γ(X ⇒ Y ) 6 1. (12)

×åì áëèæå çíà÷åíèå γ(X ⇒ Y ) ê 1, òåì ñ áîëüøåé óâåðåííîñòüþ ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî ïðèçíàêè Y ïîÿâëÿþòñÿ â îáúåêòàõ ðàññìàòðèâàåìîãî êîíòåêñòà âìåñòå
ñ ïðèçíàêàìè X.

Àññîöèàòèâíîå ïðàâèëîX ⇒ Y íàçûâàåòñÿ ìèíèìàêñíûì â êîíòåêñòåK = (G, M, I),
åñëè äëÿ K = (G, M, I) íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà X∗ ⇒ Y ∗

òàêîãî, ÷òî X∗ ⊆ X è Y ⊆ Y ∗ è

δ(X∗ ⇒ Y ∗) = δ(X ⇒ Y ),

γ(X∗ ⇒ Y ∗) = γ(X ⇒ Y ).

Ïóñòü çàäàíû êîíòåêñòK = (G,M, I) è δ0, γ0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà èç [0, 1]. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òîX ⇒ Y ÿâëÿåòñÿ (δ0, γ0)-àññîöèàòèâíûì ïðàâèëîì âK = (G,M, I), åñëè
âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

δ0 6 δ(X ⇒ Y ) 6 1, (13)

γ0 6 γ(X ⇒ Y ) 6 1. (14)

Âåëè÷èíû δ0 è γ0 èãðàþò ðîëü ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé äëÿ ïîääåðæêè è äîñòîâåðíîñòè
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè δ0 = 0 óñëîâèå (13) îòðàæàåò åñòåñòâåííûå ãðàíèöû ïîääåðæêè.
Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íåò îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ
ïðèçíàêîâ X ∪ Y â K = (G,M, I). Ïðè γ0 = 1 óñëîâèå (14) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
γ(X ⇒ Y ) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü (δ0, 1)-àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî, êîòîðîå
áóäåì íàçûâàòü ñòðîãèì àññîöèàòèâíûì ïðàâèëîì. Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãîå àññîöèà-
òèâíîå ïðàâèëî � ïðàâèëî ñ äîñòîâåðíîñòüþ 1 è ñ ëþáîé íåíóëåâîé ïîääåðæêîé. Çà-
ìåòèì, ÷òî àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà ñ íóëåâîé ïîääåðæêîé è íóëåâîé äîñòîâåðíîñòüþ
íå èìåþò ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè è ïîýòîìó íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

3. Ñâîéñòâà ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë

Èçâåñòåí êðèòåðèé íàëè÷èÿ â êîíòåêñòå ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà [10]. Ïðè-
âåäåì åãî ñ äîêàçàòåëüñòâîì.

Óòâåðæäåíèå 4. Äîñòîâåðíîñòü àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà X ⇒ Y îòíîñèòåëüíî
êîíòåêñòà K = (G,M, I) ðàâíà 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ′ ⊆ Y ′ (èëè Y ⊆ X ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (11) ðàâåíñòâî γ(X ⇒ Y ) = 1 âåðíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà δ(X ∪ Y ) = δ(X), èëè, òî æå ñàìîå, êîãäà (X ∪ Y )′ = X ′.
Â ñèëó (4) èìååì (X ∪ Y )′ = X ′ ∩ Y ′. Ðàâåíñòâî X ′ ∩ Y ′ = X ′ âîçìîæíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà X ′ ⊆ Y ′.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ′ ⊆ Y ′. Ïî óòâåðæäåíèÿì 1 è 2 âñåãäà Y ⊆ Y ′′, à ïðè
X ′ ⊆ Y ′ âåðíî âêëþ÷åíèå Y ′′ ⊆ X ′′. Îòñþäà Y ⊆ X ′′. Ïóñòü Y ⊆ X ′′. Òîãäà â ñèëó
àíòèìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ′ èìååì (X ′′)′ ⊆ Y ′. Ñ ó÷åòîì (5) âåðíî X ′ ⊆ Y ′.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 4 òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ äëÿ X ⇒ X ′′ âî
âñÿêîì êîíòåêñòå K = (G,M, I) è ïðè ëþáîì X ⊆ M . Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
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÷àñòíûå ñëó÷àè óòâåðæäåíèÿ 4, âàæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòðàíåíèÿ èçáûòî÷íîñòè âî
ìíîæåñòâå ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë.

Ñëó÷àé 1: àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà âèäà X ⇒ Y ïðè ëþáûõ Y ⊆ X ⊆ M .
Â ñèëó àíòèìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ′ ïðè Y ⊆ X ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

X ′ ⊆ Y ′. Óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 4 âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó γ(X ⇒ Y ) = 1. Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè â àññîöèàòèâíîì ïðàâèëå çàêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïîñûëêè,
òî òàêîå ïðàâèëî èìååò äîñòîâåðíîñòü 1 â ëþáîì êîíòåêñòå K = (G,M, I) ñ ïîä-
äåðæêîé δ(X). Ïîäîáíûå ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà íå íåñóò â ñåáå èíôîðìàöèè
î ñóùåñòâåííûõ îòíîøåíèÿõ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ïðèçíàêîâ X è Y êðîìå åñòåñòâåí-
íîãî îòíîøåíèÿ ¾öåëîå è ÷àñòü öåëîãî¿. Ïîýòîìó èõ ñëåäóåò ñ÷èòàòü òðèâèàëüíûìè è
íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå. Â ÷àñòíîñòè, àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà âèäà ∅⇒ ∅,M ⇒ Y
è X ⇒ ∅ ïðè ëþáûõ X, Y ⊆ M îòíîñÿòñÿ ê òðèâèàëüíûì ñòðîãèì ïðàâèëàì.

Ñëó÷àé 2: àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà âèäà ∅⇒ Y ïðè ∅ 6= Y ⊆ M .
Äëÿ âñÿêîãî êîíòåêñòà K = (G,M, I) è Y ⊆ M âñåãäà Y ′ ⊆ G. Êðîìå òîãî

ψ(∅) = ∅′ = G è δ(∅) = 1. Ïîýòîìó äëÿ ïðàâèëà ∅ ⇒ Y èìååì

γ(∅ ⇒ Y ) = δ(∅ ∪ Y ) / δ(∅) = δ(Y ).

Èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèÿ 4, ðàâåíñòâî γ(∅ ⇒ Y ) = 1 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∅′ ⊆ Y ′. Ïîñêîëüêó ψ(∅) = ∅′ = G, òî ∅′ ⊆ Y ′ âåðíî ëèøü ïðè G = Y ′.
Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî ∅ ⇒ Y ïðè Y 6= ∅ èìååò ïîääåðæêó
δ(∅) = 1 è îòðàæàåò íàëè÷èå æåñòêîãî îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòåêñò K = (G,M, I):
âñå îáúåêòû, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîì êîíòåêñòå, îáÿçàòåëüíî îáëàäàþò ìíîæåñòâîì
ïðèçíàêîâ Y .

Ðàññìîòðèì ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y . Â ñèëó (11) åãî ïîääåðæêà
âñåãäà ñîâïàäàåò ñ ïîääåðæêîé åãî ïîñûëêè: δ(X ⇒ Y ) = δ(X). Åñëè δ(X) > δ0, òî
òàêæå δ(X ⇒ Y ) > δ0. Åñëè ïîñëå êàêîãî-ëèáî èçìåíåíèÿ ïðàâèëà X ⇒ Y , ðåçóëü-
òèðóþùåå ïðàâèëî èìååò ïîääåðæêó íå ìåíåå δ(X), òî ãîâîðÿò, ÷òî òàêîå èçìåíåíèå
ñîõðàíÿåò ïîääåðæêó èñõîäíîãî ïðàâèëà. Äîêàæåì ñâîéñòâà ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ
ïðàâèë, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èç îäíèõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë âûâåñòè äðóãèå
ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà (ñ ñîõðàíåíèåì èëè áåç ñîõðàíåíèÿ ïîääåðæêè).

Ëåììà 1. Ïóñòü â êîíòåêñòå K = (G,M, I) ìíîæåñòâî X ⊆ M èìååò ïîä-
äåðæêó δ(X) > δ0. Òîãäà äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) ïðè ëþáîì Y ⊆ X âñåãäà
ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y ñ ïîääåðæêîé δ(X) > δ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè Y ⊆ X â ñèëó àíòèìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ′ âñåãäà
X ′ ⊆ Y ′. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 4 àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.
Â ñèëó (11) äëÿ íåãî δ(X ⇒ Y ) = δ(X) > δ0.

Ëåììà 2. Åñëè äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå
ïðàâèëî X ⇒ Y ñ ïîääåðæêîé δ(X), òî ïðè ëþáîì Z ⊆ M äëÿ ýòîãî êîíòåêñòà òàêæå
âåðíî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ∪ Z ⇒ Y ñ ïîääåðæêîé δ(X ∪ Z) 6 δ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 4 è ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè
îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ. Òàê êàê X ⇒ Y ÿâëÿåò ñòðîãèì àññîöèàòèâíûì ïðàâèëîì â
K = (G,M, I), òî Y ⊆ X ′′ è δ(X ∪ Y ) = δ(X). Ïðè X ⊆ X ∪ Z âåðíî
âêëþ÷åíèå X ′′ ⊆ (X ∪ Z)′′. Ñëåäîâàòåëüíî, Y ⊆ (X ∪ Z)′′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
K = (G,M, I) ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ∪ Z ⇒ Y è äëÿ íåãî
δ(X ∪ Z ∪ Y ) = δ(X ∪ Z). Îòñþäà ñ ó÷åòîì àíòèìîíîòîííîñòè ïîääåðæêè èìååì

δ(X ∪ Z) = δ(X ∪ Z ∪ Y ) 6 δ(X ∪ Y ) = δ(X).
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Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2 îòðàæàåò âîçìîæíîñòü ïîïîëíåíèÿ ïîñûëêè äëÿ ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî
ïðàâèëà, íî áåç ãàðàíòèè ñîõðàíåíèÿ ïîääåðæêè. Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü ñëó÷àé, êî-
ãäà ðàñøèðåíèå ïîñûëêè ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà ñîõðàíÿåò ïîääåðæêó ýòîãî
ïðàâèëà.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññîöèà-
òèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y ñ ïîääåðæêîé δ(X), òî ïðè ëþáîì Z ⊆ Y äëÿ ýòîãî êîíòåêñòà
òàêæå ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ∪ Z ⇒ Y ñ ïîääåðæêîé δ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè γ(X ⇒ Y ) = 1, òî ïî ëåììå 2 òàêæå γ(X∪Z ⇒ Y ) = 1.
Çíà÷èò, âåðíû ðàâåíñòâà

δ(X ⇒ Y ) = δ(X ∪ Y ) = δ(X),

δ(X ∪ Z ⇒ Y ) = δ(X ∪ Z ∪ Y ) = δ(X ∪ Z).

Îòñþäà ïðè Z ⊆ Y èìååì

δ(X ∪ Z ⇒ Y ) = δ(X ∪ Z ∪ Y ) = δ(X ∪ Y ) = δ(X).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ëåììà 3. Ïóñòü â êîíòåêñòå K = (G,M, I) ìíîæåñòâî X ⊆ M èìååò ïîääåðæ-
êó δ(X) > δ0. Åñëè äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) ñïðàâåäëèâû ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå
ïðàâèëà X ⇒ Y è X ⇒ Z, òî äëÿ ýòîãî êîíòåêñòà òàêæå ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññî-
öèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y ∪ Z ñ ïîääåðæêîé δ(X) > δ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî âíîâü âîñïîëüçîâàòüñÿ íåîáõî-
äèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñòðîãèõ ïðàâèë, êîòîðûå îïðåäåëåíû â óòâåð-
æäåíèè 4. Ïîñêîëüêó X ⇒ Y è X ⇒ Z ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè àññîöèàòèâíûìè ïðàâè-
ëàìè â K = (G,M, I), òî íåîáõîäèìî âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ Y ⊆ X ′′ è Z ⊆ X ′′.
Çíà÷èò, Y ∪ Z ⊆ X ′′, ÷òî äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíèìîñòè ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðà-
âèëàX ⇒ Y ∪ Z â çàäàííîì êîíòåêñòå. Â äàííîì ñëó÷àå δ(X ⇒ Y ∪ Z) = δ(X) > δ0,
ò. å. ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ñîõðàíÿåò ïîääåðæêó èñõîäíûõ ïðàâèë.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè è ïîïîëíåíèÿ íåâûïîëíèìû äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ (δ0, γ0)-àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë. Îäíàêî, ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, íàçûâàå-
ìîå ïðîåêòèâíîñòüþ, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ (δ0, γ0)-àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë.

Ëåììà 4. Åñëè äëÿ K = (G,M, I) ñïðàâåäëèâî (δ0, γ0)-àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî
X ⇒ Y , òî ïðè ëþáûõ Z ⊆ Y è Y 6= ∅ äëÿ ýòîãî êîíòåêñòà òàêæå âåðíî (δ0, γ0)-
àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Z ⊆ Y è Y 6= ∅, òî Y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå Y = Z ∪ (Y \Z). Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèþ (13) è àíòèìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
ïîääåðæêè èìååì

δ0 6 δ(X ∪ Y ) = δ(X ∪ (Z ∪ (Y \Z))) = δ((X ∪ Z) ∪ (Y \Z)) 6 δ(X ∪ Z). (15)

Çíà÷èò, δ(X ⇒ Z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (13). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëàãàÿ, ÷òî
δ(X) 6= 0, ïîëó÷àåì

γ0 6 γ(X ⇒ Y ) = δ(X ∪ Y ) / δ(X) 6 δ(X ∪ Z) / δ(X) = γ(X ⇒ Z).
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Ñëåäîâàòåëüíî, γ(X ⇒ Z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (14). Ïðè δ(X) = 0 âñåãäà
γ(X ⇒ Y ) = 1 ïðè ëþáîì Y , â òîì ÷èñëå è Z ⊆ Y .

Ïðèìåíèòåëüíî ê ñòðîãèì àññîöèàòèâíûì ïðàâèëàì äàííàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Åñëè äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññî-
öèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y , òî Y ⊆ X ′′. Çíà÷èò, ïðè ëþáûõ Z ⊆ Y è Y 6= ∅ ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå Z ⊆ X ′′. Ñëåäîâàòåëüíî, X ⇒ Z ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì àññîöèàòèâíûì
ïðàâèëîì â K = (G,M, I). Êðîìå òîãî, δ(X ⇒ Y ) = δ(X), δ(X ⇒ Z) = δ(X).
Åñëè δ(X) > δ0, òî δ(X ⇒ Z) > δ0.

Ëåììà 4 îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü âñÿêîãî (δ0, γ0)-àññîöèàòèâíîãî ïðà-
âèëà ìîæíî ¾ðàñùåïèòü¿ äî îòäåëüíîãî ïðèçíàêà, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ïîääåðæêó è
äîñòîâåðíîñòü â çàäàííûõ ãðàíèöàõ. Äëÿ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë ëåììû 3 è 4
êîíñòàòèðóþò ðàâíîöåííîñòü ðàçëè÷íûõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðì çàïèñè ýòèõ ïðàâèë.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäñòàâëåíèå ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà X ⇒ Y ∪ Z
ýêâèâàëåíòíî åãî ïðåäñòàâëåíèþ â âèäå äâóõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë X ⇒ Y
è X ⇒ Z, ïðè ýòîì δ(X ⇒ Y ∪ Z) = δ(X ⇒ Y ) = δ(X ⇒ Z) = δ(X).

Ëåììà 5. Åñëè äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) ñïðàâåäëèâû ñòðîãèå àññîöèàòèâ-
íûå ïðàâèëà X ⇒ Y è Y ⇒ W è δ(X) > δ0, òî êàêèìè áû íè áûëè X, Y,W ⊆ M
äëÿ ýòîãî êîíòåêñòà òàêæå ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ W ñ
ïîääåðæêîé δ(X) > δ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 4. Åñëè äëÿ êîíòåêñòà
K = (G,M, I) âåðíû ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà X ⇒ Y è Y ⇒ W , òî âåðíû
âêëþ÷åíèÿ X ′ ⊆ Y ′ è Y ′ ⊆ W ′. Ñëåäîâàòåëüíî, X ′ ⊆ W ′. Ïî óòâåðæäåíèþ 4 ýòî
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíèìîñòè ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà
X ⇒ W . Äëÿ íåãî δ(X ⇒ W ) = δ(X) > δ0. Òàêèì îáðàçîì, ïîääåðæêà ðåçóëüòèðó-
þùåãî ïðàâèëà X ⇒ W ñîâïàäàåò ñ ïîääåðæêîé ïðàâèëà X ⇒ Y , èãðàþùåãî ðîëü
íà÷àëà òðàíçèòèâíîé öåïî÷êè ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò ëåììó 5 è îïðåäåëÿåò ñâîéñòâî, íàçûâàåìîå ïñåâäî-
òðàíçèòèâíîñòüþ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë.

Ëåììà 6. Åñëè äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) ñïðàâåäëèâû ñòðîãèå àññîöèàòèâ-
íûå ïðàâèëà X ⇒ Y è Y ∪ Z ⇒ W , òî êàêèìè áû íè áûëè X, Y, Z,W ⊆ M äëÿ êîí-
òåêñòà K = (G,M, I) òàêæå ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ∪ Z ⇒ W
ñ ïîääåðæêîé δ(X ∪ Z) 6 δ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I) âåðíû ñòðîãèå àññîöèà-
òèâíûå ïðàâèëà X ⇒ Y è Y ∪ Z ⇒ W , òî X ′ ⊆ Y ′ è (Y ∪ Z)′ ⊆ W ′. Òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî (X ∪ Z)′ ⊆ W ′.

Ïî ëåììå 2 èç ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà X ⇒ Y âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà (X ∪ Z) ⇒ Y . Òîãäà (X ∪ Z)′ ⊆ Y ′. Â ñèëó
àíòèìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ′ âñåãäà (X ∪ Z)′ ⊆ Z ′. Îòñþäà, åñëè (X ∪ Z)′ ⊆ Y ′

è (X ∪ Z)′ ⊆ Z ′, òî âåðíî âêëþ÷åíèå (X ∪ Z)′ ⊆ Y ′ ∩ Z ′. Ïî ôîðìóëå (4) èìååì
(Y ∪ Z)′ = Y ′ ∩ Z ′. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî (Y ∪ Z)′ ⊆ W ′, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

(X ∪ Z)′ ⊆ Y ′ ∩ Z ′ = (Y ∪ Z)′ ⊆ W ′.

Ê ñîæàëåíèþ, ñâîéñòâî ïñåâäîòðàíçèòèâíîñòè íå ãàðàíòèðóåò äëÿ ðåçóëüòèðóþùå-
ãî ïðàâèëà ñîõðàíåíèå ïîääåðæêè. Äëÿ íåãî δ(X ∪ Z ⇒ W ) = δ(X ∪ Z), íî ñîãëàñíî
àíòèìîíîòîííîñòè ïîääåðæêè δ(X ∪ Z) 6 δ(X).

Ëåììû 1 � 6 ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî êîíòåêñòà K = (G,M, I) è ëþáûõ X, Y, Z,W ⊆M ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë:

D1. Ðåôëåêñèâíîñòü: X ⇒ X.
D2. Ïîïîëíåíèå: åñëè X ⇒ Y , òî X ∪ Z ⇒ Y .
D3. Àääèòèâíîñòü: åñëè X ⇒ Y è X ⇒ Z, òî X ⇒ Y ∪ Z.
D4. Ïðîåêòèâíîñòü: åñëè X ⇒ Y è Z ⊆ Y , òî X ⇒ Z.
D5. Òðàíçèòèâíîñòü: åñëè X ⇒ Y è Y ⇒ W , òî X ⇒ W .
D6. Ïñåâäîòðàíçèòèâíîñòü: åñëè X ⇒ Y è Y ∪ Z ⇒ W , òî X ∪ Z ⇒ W .

Óêàçàííûå â òåîðåìå 1 ñâîéñòâà (èëè âûâîäèìîñòè) D1−D6 ïîçâîëÿþò èç íåêîòî-
ðîãî ìíîæåñòâà ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë âûâåñòè ìíîãèå äðóãèå ñòðîãèå àññî-
öèàòèâíûå ïðàâèëà áåç äîïîëíèòåëüíîãî ñêàíèðîâàíèÿ êîíòåêñòà. Âûâîäèìîñòè, ïî-
äîáíûå D1−D6, ñïðàâåäëèâû è äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé, èìåþùèõ ìåñòî â
òåîðèè ðåëÿöèîííûõ áàç äàííûõ, ãäå èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü àêñèîìàìè Àìñòðîíãà. Èç
äîêàçàííûõ âûøå ëåìì ñëåäóåò, ÷òî âûâîäèìîñòè D1, D3, D4, D5 ãàðàíòèðóþò ñîõðà-
íåíèå ïîääåðæêè: ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèå èõ ê ñòðîãèì àññîöèàòèâíûì ïðàâèëàì ñ
ïîääåðæêîé íå ìåíåå ÷åì δ0 âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà ñ òàêèì
æå ïîðîãîì ïîääåðæêè.

4. Àëãîðèòìû Close è MClose

Èçâåñòíî áîëüøîå ÷èñëî àëãîðèòìîâ ïîèñêà àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë. Îñíîâîïîëàãà-
þùèìè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòì Apriori è Close. Àëãîðèòì Apriori îñíîâàí íà ñâîéñòâå àíòè-
ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ïîääåðæêè. Îí èçâëåêàåò èç çàäàííîãî êîíòåêñòà âñå (δ0, γ0)-
àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà ïðè ëþáûõ çàäàííûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ δ0 è γ0 [11]. Àë-
ãîðèòì Close èñïîëüçóåò ñâîéñòâà ÷àñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è èçâëåêàåò òîëüêî
ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà ñ çàäàííûì ïîðîãîì ïîääåðæêè δ0 [14, 16].

Ñóòü êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà Close çàêëþ÷àåòñÿ â ïîøàãîâîì èçâëå÷åíèè ãåíåðà-
òîðîâ è ÷àñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ïðèçíàêîâ [13]. Ìíîæåñòâî ρ ⊆ M íàçûâàåòñÿ
ãåíåðàòîðîì çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ X ⊆ M,X = X ′′, åñëè ρ′′ = X è íå
ñóùåñòâóåò äðóãîãî ìíîæåñòâà τ ⊆ M òàêîãî, ÷òî τ ⊂ ρ è τ ′′ = X. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ãåíåðàòîð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ X � íàèìåíüøåå ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâî
ïðèçíàêîâ, èìåþùåå çàìûêàíèå X. ×èñëî ïðèçíàêîâ, âõîäÿùèõ â ãåíåðàòîð ρ, íàçû-
âàåòñÿ ìîùíîñòüþ ýòîãî ãåíåðàòîðà. Åñëè |ρ| = k, òî ρ ÿâëÿåòñÿ k-ãåíåðàòîðîì.

Íà âõîä àëãîðèòìà Close ïîäàåòñÿ èñõîäíûé êîíòåêñò K = (G,M, I) è ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå δ0. Íà âûõîäå àëãîðèòì Close ôîðìèðóåò ìèíèìàêñíûé áàçèñ è çàïèñûâàåò
åãî âî ìíîæåñòâî AR. Èçíà÷àëüíî AR ñ÷èòàåòñÿ ïóñòûì è k = 1. Íà ïåðâîì øàãå
â êà÷åñòâå k-ãåíåðàòîðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-
ñòâàM . Çàìûêàíèå ρk

′′ äëÿ ãåíåðàòîðà ρk âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (6). Ïîääåðæêà äëÿ
ρk
′′ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (7). Åñëè δ(ρk

′′) > δ0, òî ïî ÷àñòîìó çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó
ρk
′′ ñòðîèòñÿ ìèíèìàêñíîå ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî

ρk ⇒ ρk
′′ \ ρk (16)

è ñîõðàíÿåòñÿ â AR. Ñîãëàñíî (10) è óòâåðæäåíèþ 3 äëÿ íåãî

δ(ρk ⇒ ρk
′′\ρk) = δ(ρk

′′) > δ0, γ(ρk ⇒ ρk
′′\ρk) = 1.

Òîò ôàêò, ÷òî àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî (16) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíûì, ñëåäóåò èç îïðåäå-
ëåíèÿ ãåíåðàòîðà.

Ïîñëå ãåíåðàöèè àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà ïî ρk
′′ ñîçäàþòñÿ êàíäèäàòû â (k + 1)-

ãåíåðàòîðû äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Êàæäûé òàêîé êàíäèäàò ôîðìèðóåòñÿ ïóòåì
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îáúåäèíåíèÿ äâóõ k-ãåíåðàòîðîâ, îáëàäàþùèõ îäèíàêîâûìè ïåðâûìè k− 1 ïðèçíàêà-
ìè. Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà, âëîæåí ëè íàéäåííûé êàíäèäàò â ρk

′′. Åñëè âëîæåí,
òî îí èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ âñåõ (k + 1)-ãåíåðàòîðîâ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Àëãîðèòì Close çàâåðøàåò ðàáîòó, êîãäà
èñ÷åðïàíû âñå ãåíåðàòîðû.

Ìíîæåñòâî àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà Close, îáðàçóåò ìèíèìàêñíûé áàçèñ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë êîíòåêñòà
K = (G,M, I). Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Close äîêàçàíà â ðàáîòå [13]. Ê ñîæàëå-
íèþ, ìèíèìàêñíûé áàçèñ ìîæåò ñîäåðæàòü èçáûòî÷íûå ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâè-
ëà. Àëãîðèòì MClose c ïîìîùüþ âûâîäèìîñòåé D1, D3, D4, D5 ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè
àëãîðèòìà Close. Äàííûé àëãîðèòì â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàêñíîãî áàçèñà ðàñ-
ïîçíàåò èçáûòî÷íûå ñòðîãèå àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà è óñòðàíÿåò èõ.

Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå èçáûòî÷íîãî ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà.
Ïóñòü AR � ìíîæåñòâî ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë, êàæäîå èç êîòîðûõ ñïðàâåäëè-
âî äëÿ êîíòåêñòà K = (G,M, I). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî
X ⇒ Y ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç ìíîæåñòâà AR, åñëè îíî ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç AR ñ
ïîìîùüþ âûâîäèìîñòåé D1, D3, D4, D5. Òîò ôàêò, ÷òî ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî
X ⇒ Y ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç AR, áóäåì îáîçíà÷àòü òàê: AR |= X ⇒ Y .

Ñòðîãîå àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y íàçîâåì èçáûòî÷íûì â AR, åñëè

AR \ {X ⇒ Y } |= X ⇒ Y. (17)

Ìíîæåñòâî ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë íåèçáûòî÷íîå, åñëè îíî íå ñîäåðæèò
èçáûòî÷íûõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç CSB (Concise Strong
Basis) íåèçáûòî÷íîå ìíîæåñòâî ìèíèìàêñíûõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë. Ìíî-
æåñòâî CSB ìîæíî ïîñòðîèòü ïóòåì ãåíåðàöèè ìèíèìàêñíûõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ
ïðàâèë (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Close) è óñòðàíåíèÿ ñðåäè íèõ èçáûòî÷íûõ.

Ðàñïîçíàâàíèå èçáûòî÷íîãî ñòðîãîãî àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà â AR îñíîâàíî íà
ïðîâåðêå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ (17). Àëãîðèòì òàêîé ïðîâåðêè èñïîëüçóåò ïîíÿòèå
çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà AR è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíûì îòíîñèòåëüíî |M | è |AR|. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà X ⊆ M îòíîñèòåëüíî
AR (îáîçíà÷àåòñÿ X+) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïðèçíàêîâ m ∈ M òàêèõ, ÷òî âåð-
íî ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå AR |= X ⇒ m. Çàìåòèì, ÷òî íåèçìåííî X+ ⊆ M . Èç
âûâîäèìîñòåé D1, D3, D4 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ: ëîãè÷åñêîå
ñëåäîâàíèå AR |= X ⇒ Y èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà Y ⊆ X+. Îòñþäà
âñåãäà

AR |= X ⇒ X+, AR |= X ⇒ X+ \X.
×òîáû óáåäèòñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (17), äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü X+ îòíîñèòåëüíî

AR\ {X ⇒ Y } è ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå Y ⊆ X+. Åñëè Y ⊆ X+, òî ñòðîãîå àññîöèà-
òèâíîå ïðàâèëî X ⇒ Y èçáûòî÷íî â AR, èíà÷å îíî íå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ X+ öåëèêîì áàçèðóåòñÿ íà âûâîäèìîñòÿõ D1, D3, D4, D5 è
ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé. Ñíà÷àëà ïîëàãàåòñÿ X+ = X. Äàëåå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñìîòð ïðàâèë èç AR è ïîïîëíåíèå X+ ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó:
åñëè äëÿ ïðàâèëà Y ⇒ Z ∈ AR âåðíî âêëþ÷åíèå Y ⊆ X+, òî ìíîæåñòâî Z äîáàâ-
ëÿåòñÿ ê X+. Ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èçìåíÿåòñÿ X+. Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâà M è AR êîíå÷íûå, òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ X+ êîíå÷åí.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ èçáûòî÷íûõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë íå
òðåáóåò äîñòóïà ê êîíòåêñòó K = (G,M, I) è ïîýòîìó âðåìÿ åãî âûïîëíåíèÿ íåçíà÷è-
òåëüíî ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ïîëó÷åíèÿ ÷àñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ïðèçíàêîâ.
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Òà á ë è ö à 1
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðåìåíòîâ

Xàðàêòåðèñòèêà êîíòåêñòà
K = (G,M, I)

×èñëî èçâëå÷åííûõ ñòðîãèõ
àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë \âðåìÿ, ìñ

|G| |M | σ Apriori Close MClose
20 10 0,38 1797 / 17562 45 / 250 22 / 297
30 10 0,39 2029 / 18347 46 / 374 19 / 412
30 10 0,55 15438 / 187202 69 / 390 20 / 484
50 10 0,53 27769 / 375178 46 / 78 13 / 124
500 10 0,53 27769 /376154 42 / 124 13 / 168
10000 10 0,53 27769 / 378400 42 / 671 13 / 872

Äëÿ òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü äîáàâëåíèå çàâåäîìî èçáûòî÷íîãî ñòðîãîãî àññîöèàòèâíî-
ãî ïðàâèëà â AR íåîáõîäèìî âñÿêèé ðàç ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ρk

′′ âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ. Åñëè ïîñûëêà ρk íàéäåííîãî ïðàâèëà (16) íå ðàâíà ρk

′′, òî íàéòè çàìûêàíèå
ρ+k îòíîñèòåëüíî âû÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà AR. Åñëè ρ+k = ρk

′′, òî ýòî ìèíèìàêñíîå
àññîöèàòèâíîå ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì, èíà÷å îíî âêëþ÷àåòñÿ â AR.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ãåíåðàöèè ìèíèìàêñíûõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë íåîáõî-
äèì äîïîëíèòåëüíûé ïðîñìîòð ðåçóëüòèðóþùåãî ìíîæåñòâà AR ñ öåëüþ îáíàðóæåíèÿ
îñòàâøèõñÿ èçáûòî÷íûõ ïðàâèë. Òàêèå ïðàâèëà âïîëíå âîçìîæíû: îíè íåèçáûòî÷íûå
ïî îòíîøåíèþ ê ðàíåå âûÿâëåííûì ïðàâèëàì, îäíàêî ïîñëå ïîïîëíåíèÿ AR íîâûìè
ïðàâèëàìè ìîãóò îêàçàòüñÿ èçáûòî÷íûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïî ïîñòðîåíèþ ðåçóëüòèðó-
þùåå ìíîæåñòâî AR ñîñòîèò èç ìèíèìàêñíûõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë è ÿâëÿåò-
ñÿ íåèçáûòî÷íûì. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòèâíîå óäàëåíèå èçáûòî÷íûõ ïðàâèë ñäåðæèâàåò
ðîñò ìîùíîñòè AR è ñíèæàåò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà.

Àëãîðèòìû Apriori, Close è MClose ñðàâíèâàëèñü ïî ÷èñëó ñãåíåðèðîâàííûõ ñòðî-
ãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë è âðåìåíè ðàáîòû. Ýêñïåðèìåíòû îñóùåñòâëÿëèñü íà êîì-
ïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel R© CoreTM i5 CPU & 2.30 GHz è ÎÇÓ ðàçìåðîì 4 ÃÁ.
Ýêñïåðèìåíòû âûïîëíÿëèñü íà êîíòåêñòàõ, ñãåíåðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1. Â òàáëèöå 1 äëÿ âñÿêîãî
àíàëèçèðóåìîãî êîíòåêñòà K = (G,M, I) óêàçàíû |G| � ÷èñëî îáúåêòîâ, |M | � ÷èñëî
ïðèçíàêîâ, σ = n/(|G| · |M |) � ïëîòíîñòü êîíòåêñòà, ãäå n çàäàåò ÷èñëî åäèíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè I. Êîíòåêñò èç 10000 îáúåêòîâ áûë ñôîðìèðîâàí
ìíîãîêðàòíûì êîïèðîâàíèåì êîíòåêñòà, ñîñòîÿùåãî èç 500 îáúåêòîâ.

Èç òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî àëãîðèòìû Close è MClose ýôôåêòèâíåå àëãîðèòìà Apriori
êàê ïî ÷èñëó èçâëå÷åííûõ ñòðîãèõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë, òàê è ïî âðåìåíè ðàáîòû.
Àëãîðèòì MClose ïî âðåìåíè ðàáîòû ñîïîñòàâèì ñ àëãîðèòìîì Close. Îäíàêî àëãî-
ðèòì MClose áîëåå ÷åì â äâà ðàçà óìåíüøàåò ìîùíîñòü ìèíèìàêñíîãî áàçèñà, ôîðìè-
ðóåìîãî àëãîðèòìîì Close. Ïåðñïåêòèâíû èññëåäîâàíèÿ, íàïðàâëåííûå íà óñòðàíåíèå
èçáûòî÷íîñòè äëÿ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë ñ ëþáûìè ïîääåðæêàìè è äîñòîâåðíîñòÿìè.
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Bykova V.V., Kataeva A.V. ON THE NON-REDUNDANT REPRESENTATION
OF THE MINIMAX BASIS OF STRONG ASSOCIATIONS. Associative rules are
the type of dependencies between data that reflect which features or events occur together
and how often this happens. Strong associative rules are of interest for those applications
where a high degree of confidence of dependencies is required. For example, they are used
in information security, computer network analysis and medicine. Excessively large num-
ber of identified rules significantly complicates their expert analysis and application. To
reduce the severity of this problem, the MClose algorithm is proposed, which extends the
capabilities of the well-known algorithm Close. The Close algorithm forms a minimax basis
in which each strong associative rule has a minimum premise and a maximal consequence.
However, in the minimax basis there remain non-redundant strong associative rules. The
MClose algorithm in the process of constructing a minimax basis recognizes redundant
strong associative rules and eliminates them. The proposed algorithm is based on the prop-
erties of closed sets. The deductions that prove the correctness of the MClose algorithm
are proved.
Keywords: Galois connection, closed sets, strong association rules, non-redundant, mini-
max basis.
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