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Ïðè èçó÷åíèè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì êðîìå ïîñòóëèðîâàííûõ ïðàâèë âû✲
âîäà îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ è äîïóñòèìûå ïðàâèëà✱ òî åñòü òå✱ îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ ëîãèêè çàìêíóòû✳

➴ñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì✱ ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîìó ïðàâèëó âûâîäà
ðàñïîçíàòü åãî äîïóñòèìîñòü â èçó÷àåìîé ëîãèêå✱ òî ïîñëåäíÿÿ íàçûâàåò✲
ñÿ ðàçðåøèìîé ïî äîïóñòèìîñòè✳ ❮àñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâà✲
íèþ âîïðîñà î ðàçðåøèìîñòè ïî äîïóñòèìîñòè ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè
✃✹✰(

∧

06i62

♦pi →
∨

06i 6=j62

(♦(pi ∧ (pj ∨ ♦pj))) ✭â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àåì

K4 + bw2✮✳
Ïðîáëåìà äîïóñòèìîñòè áûëà ðåøåíà äëÿ ïðåäòàáëè÷íûõ ìîäàëüíûõ

ëîãèê [1]✱ êîíå÷íîñëîéíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê [2]✱ ðàñøèðåíèé ñèñòåìû S4.3
[3]✱ ìîäàëüíîé ëîãèêè S4 è èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè Int [4]✳ ➶ [4]✱ â ÷àñò✲
íîñòè✱ áûë íàéäåí êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ïðàâèë âûâîäà â S4✳ ❰äíèì èç
äîñòîèíñòâ ýòîãî êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü åãî øèðîêîãî îáîáùåíèÿ
íà äðóãèå ðåøåòêè ìîäàëüíûõ ëîãèê✳ Ñõåìà èç [4] áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ
ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû äîïóñòèìîñòè S5, K4, S4.2, S4.2Grz, â ñóïåðèíòóèöè✲
îíèñòñêîé ëîãèêå KC✳

➘ðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû äîïóñòèìîñòè ñîñòîèò â îòûñêàíèè
êîíå÷íîãî áàçèñà äëÿ äîïóñòèìûõ ïðàâèë✳ ➶ ñëó÷àå íàëè÷èÿ òàêîãî áàçèñà
ðåøåíèå óêàçàíîé ïðîáëåìû äëÿ K4 + bw2 ÿâèëîñü ñëåäñòâèå å➻ ôèíèòíîé
àïïðîêñèìèðóåìîñòè✱ äîêàçàííîé✱ íàïðèìåð â [5]✭ñòð✳✷✺✻✮✳ ❮î ó ýòîé ëîãè✲
êè îòñóòñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ äîïóñòèìûõ ïðàâèë✳ Ïîýòîìó àëãîðèòìè÷å✲
ñêèé ïóòü ðåøåíèÿ ïî ñõåìå [4] ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì✳ ➶ ðåçóëüòàòå
èññëåäîâàíèÿ íàéäåí ñåìàíòè÷åñêèé êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ïðàâèë âûâîäà
â èçó÷àåìîé ëîãèêå è íà åãî îñíîâå ïîñòðîåí àëãîðèòì✱ ðàñïîçíàþùèé äîïó✲
ñòèìîñòü ïðàâèë â ýòîé ëîãèêå✳ Òàêèì îáðàçîì ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè ïî
äîïóñòèìîñòè äëÿ ëîãèêè ðåøåíà ïîëîæèòåëüíî✳

✸



✶ ❰ñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìî✲
äàëüíûõ ñèñòåì

✶✳✶ Ñèíòàêñèñ ìîäàëüíûõ ñèñòåì

➚ëôàâèò ìîäàëüíûõ ëîãèê ñîñòîèò èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
P = {p1, p2, . . . }, ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬, ∧, ∨,→,♦,� è ñêîáîê () .

Ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ ôîðìóë✿ ê ïðàâèëàì îáðàçîâàíèÿ ôîðìóë êëàññè✲
÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé äîáàâëÿåòñÿ ïðàâèëî✿ åñëè A ✖ ôîðìóëà✱
òî �A è ♦A ✖ òîæå ôîðìóëû✳ ❒íîæåñòâî âñåõ ìîäàëüíûõ ôîðìóë îáîçíà✲
÷àþò ForM .

Ïðàâèëà âûâîäà✿

R1 :
A, (A→ B)

B
✖ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s,

R2 :
A

�A
✖ ïðàâèëî ➹➻äåëÿ,

R3 :
A (p1, . . . , pn)

A (B1, . . . , Bn)
, ãäå B1, . . . , Bn ∈ ForM .

✃âàçèòàâòîëîãèåé íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà✱ ïîëó÷åííàÿ èç òàâòîëîãèè èñ÷èñëå✲
íèÿ âûñêàçûâàíèé çàìåíîé ïåðåìåííûõ íà íåêîòîðûå ôîðìóëû èç ForM .

➚êñèîìàìè ìîäàëüíîé ñèñòåìûK ÿâëÿþòñÿ âñå êâàçèòàâòîëîãèè è ôîð✲
ìóëû✿

A0✿ � (A ∨ ¬A) ≡ (A ∨ ¬A) ,
A1✿ � (A→ B) → (�A→ �B) .
❒îäàëüíîé ëîãèêîé íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî λ èç ForM , åñëè îíî ñî✲

äåðæèò âñå òåîðåìû èç ëîãèêè K è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðàâèë R1, R2,
R3.

➚êñèîìàìè èçó÷àåìîé ìîäàëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ âñå êâàçèòàâòîëî✲
ãèè✱ ôîðìóëû A0 è A1, à òàêæå✿

A2✿ �A→ ��A.
bw2✿ (

∧

06i62

♦pi →
∨

06i 6=j62

(♦(pi ∧ (pj ∨ ♦pj)))

Ïðàâèëà âûâîäà✿ R1, R2, R3.

✶✳✷ Ñåìàíòèêà ✃ðèïêå äëÿ ìîäàëüíûõ ñèñòåì è ñåìàíòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ

Øêàëîé íàçûâàåòñÿ ïàðà F = 〈W,R〉 , ãäå W ✖ íåïóñòîå ìíîæåñòâî✱ R
✖ áèíàðíîå îòíîøåíèå✱ îïðåäåëåííîå íà W R ⊆ W ×W.

Øêàëà F = 〈W,R〉 íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíîé✱ òðàíçèòèâíîé èëè ñèì✲
ìåòðè÷íîé✱ åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå R.

❒îäåëüþ íàçûâàåòñÿ òðîéêà M = 〈W,R, V 〉 , ãäå V ✖ îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ âî ìíîæåñòâî âñåõ ïîä✲
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà W, òî åñòü P → 2M . V íàçûâàþò îçíà÷èâàíèåì✳

✹



➮ñòèííîñòü ôîðìóëû íà ýëåìåíòå ✭â òî÷êå✮ a ∈ M îïðåäåëÿåòñÿ èí✲
äóêòèâíî✿

a |=V pi ⇔ a ∈ V (pi) ,
a |=V (A&B) ⇔ a |=V A è a |=V B,
a |=V (A ∨B) ⇔ a |=V A èëè a |=V B,

a |=V (A→ B) ⇔ èëè a 6|=V A, èëè a |=V B,
a |=V ¬A⇔ a 6|=V A,
a |=V �A⇔ ∀b ∈ W (aRb⇒ b |=V A) .
Ôîðìóëà A èñòèííà â ìîäåëè M, åñëè ∀a ∈ M (a |=V A) . ❰áîçíà÷åíèå

M |= A.
Ôîðìóëà A èñòèííà íà øêàëå F = 〈W,R〉 , åñëè îíà èñòèííà â ìîäåëè

〈W,R, V 〉 ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíè V. ❰áîçíà÷åíèå F |= A.

Øêàëà íàçûâàåòñÿ àäåêâàòíîé äëÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè λ, åñëè äëÿ ëþáîé
ôîðìóëû A, äîêàçóåìîé â λ (A ∈ λ) , ñëåäóåò F |= A.

✃ëàññ øêàë K íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ ëîãèêè λ, åñëè ôîð✲
ìóëà A äîêàçóåìà â λ òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà îíà èñòèííà íà âñåõ øêàëàõ
èç K.

❒îäàëüíàÿ ëîãèêà λ íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî àïðîêñèìèðóåìîé✱ åñëè ñó✲
ùåñòâóåò êëàññ êîíå÷íûõ øêàë✱ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé äëÿ λ.

❒îäåëü M íàçûâàåòñÿ ♥✲õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ëîãèêè λ, åñëè äëÿ
ëþáîé ôîðìóëû A = A(p1, . . . , pn) âûïîëíÿåòñÿ✿ A ∈ λ⇔ M |= A.

❰çíà÷èâàíèå V â ìîäåëè M íàçûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì✱ åñëè äëÿ ëþáîé
ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé pi íàéäåòñÿ ôîðìóëà Ai òàêàÿ✱ ÷òî
V (pi) = {a | a ∈ W, a |=V Ai} .

❒íîæåñòâî X ⊂ W íàçûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì✱ åñëè✿

∃Ai (X = {a | a ∈ W, a |=V Ai}) .

Ýëåìåíò a ∈ W íàçûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì✱ åñëè ìíîæåñòâî X = {a} ôîðìóëü✲
íî✳

➴ñëè F = 〈W,R〉 è F ′ = 〈W ′, R′〉 ✖ øêàëû è W ′ ⊆ W,R′ = R ↾ W ′✱ òî
F ′ íàçûâàåòñÿ ïîäøêàëîé øêàëû F.

➴ñëè M = 〈W,R, V 〉 è M′ = 〈W ′, R′, V ′〉 ✖ ìîäåëè✱ ïîäøêàëà øêàëû
F = 〈W,R〉 ✖ F ′ = 〈W ′, R′〉 è V ′ = V ↾ W ′, òî ãîâîðÿò✱ ÷òî M′ ✖ ïîäìîäåëü
ìîäåëè M.

➴ñëè F ′ ïîäøêàëà øêàëû F ✭M′ ïîäìîäåëü ìîäåëè M✮✱ òî F ′ íàçûâà✲
åòñÿ îòêðûòîé ïîäøêàëîé øêàëû F ✭M′ îòêðûòîé ïîäìîäåëüþ ìîäåëè M✮✱
åñëè (∀a ∈ W )(∀b ∈ W ′)(bRa⇒ a ∈ W ′).

Ñãóñòêîì øêàëû F íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî C ⊆ W ñî ñâîéñòâàìè✿

✶✳ (∀a, b ∈ C)(aRb&bRa);

✷✳ (∀a ∈ C, b ∈ W )((aRb&bRa) ⇒ b ∈ C);

✺



✸✳ C = {a}✱ ãäå a ✖ èððåôëåêñèâíûé ýëåìåíò✳

➹îâîðÿò✱÷òî ìíîæåñòâî ñãóñòêîâ îáðàçóåò àíòèöåïü✱ åñëè ñãóñòêè ýòîãî
ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî R.

❰òîáðàæåíèå ϕ øêàëû F = 〈W,R〉 â øêàëó F ′ = 〈W ′, R′〉 íàçûâàåòñÿ
p✲ìîðôèçìîì✱ åñëè✿

✶✳ (∀a, b ∈ W ) (aRb⇒ ϕ(a)R′ϕ(b)) ;

✷✳ (∀a, b ∈ W ) (ϕ(a)R′ϕ(b)) ⇒ (∃c ∈ W ) (aRc&ϕ(c) = ϕ(b)) .

➶åðõíèì êîíóñîì ýëåìåíòà a â òðàíçèòèâíîé ìîäåëè 〈W,R, V 〉 íàçûâà✲
þò ìíîæåñòâî

aR6 = {b | (b ∈ W )&(aRb)}.

❒îäåëü M1 = 〈W1, R1, V1〉 íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé ïîäìîäåëüþ ìîäåëè M2 =
〈W2, R2, V2〉 , åñëè✿

✶✳ 〈W1, R1〉 îòêðûòàÿ ïîäøêàëà øêàëû 〈W2, R2〉 ;

✷✳ Dom (V1) = Dom (V2) è (∀pi ∈ Dom (V1)) (V1 (pi) = V2 (pi) ∩W1) .

➬äåñü Dom (V ) ✖ ìíîæåñòâî îçíà÷èâàåìûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
P = {p1, p2, ...} .

Øêàëà 〈W1, R1〉 íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé ïîäøêàëîé øêàëû 〈W2, R2〉 , åñëè
W1 ⊆ W2, R1 = R2 ∩W

2
1 è áîëåå òîãî (∀a ∈ W1) (∀b ∈ W2) (aR1b⇒ b ∈ W1) .

❰òîáðàæåíèå ϕ øêàëû 〈W1, R1〉 â øêàëó 〈W2, R2〉 íàçûâàåòñÿ p✕ìîð✲
ôèçìîì✱ åñëè✿

✶✳ (∀a, b ∈ W1) (aR1b⇒ ϕ(a)R2ϕ(b));

✷✳ (∀a, b ∈ W1)(ϕ(a)R2ϕ(b) ⇒ (∃c ∈ Wc)(aR1c&(ϕ(c) = ϕ(b))).

❰òîáðàæåíèå ϕ øêàëû 〈W1, R1, V1〉 â øêàëó 〈W2, R2, V2〉 íàçûâàåòñÿ p✕
ìîðôèçìîì✱ åñëè✿

✶✳ ϕ åñòü p✕ìîðôèçì øêàëû 〈W1, R1〉 â øêàëó 〈W2, R2〉 ;

✷✳ Dom (V1) = Dom (V2) ;

✸✳ (∀pi ∈ Dom (V1)) (∀a ∈ W1) (a |=V1 pi ⇔ ϕ (a) |=V2 pi) .

✶✳✸ Ïðàâèëà âûâîäà â ìîäàëüíûõ ñèñòåìàõ

Ïðàâèëî âûâîäà✿

R :
A1 (p1, . . . , pn) , . . . , Am (p1, . . . , pn)

B (p1, . . . , pn)

✻



íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì â ëîãèêå λ, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà ôîðìóë c1, ..., cn
èç òîãî✱ ÷òîA1 (c1, . . . , cn) ∈ λ, . . . , Am (c1, . . . , cn) ∈ λ, ñëåäóåòB (c1, . . . , cn) ∈
∈ λ. ❰áîçíà÷åíèå R ∈ Ad (λ) .

➴ñëè â ëîãèêå λ : (A&B) ∈ λ⇔ (A ∈ λ è B ∈ λ, ) òî

A1, . . . , An

B
∈ Ad(λ) ⇔

A1& . . .&An

B
∈ Ad(λ).

➶ òàêèõ ëîãèêàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíîïîñûëî÷íûå ïðàâè✲

ëà âûâîäà âèäà✿
A (p1, . . . , pn)

B (p1, . . . , pn)
✳ Ïðàâèëî

A (p1, . . . , pn)

B (p1, . . . , pn)
èñòèííî â ìîäåëè

M = 〈W,R, V 〉 , åñëè èç òîãî✱ ÷òî F |= A(p1, ..., pn), ñëåäóåò F |= B(p1, ..., pn),
ãäå F = 〈W,R〉 .

Ïðàâèëî âûâîäà (∗) èñòèííî â ìîäåëè M = 〈W,R, V 〉 , åñëè èç òîãî✱ ÷òî
F |= A (p1, . . . , pn) ñëåäóåò F |= B (p1, . . . , pn) , ãäå F = 〈W,R〉 .

✼



✷ ➪àçîâûå êîíñòðóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ äîïóñòèìîñòè

✷✳✶ N✲õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ëîãèêè K4 + bw2

➹ëóáèíîé α ýëåìåíòà a â ìîäåëè M íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ñãóñòêîâ â öåïÿõ ñãóñòêîâ✱ íà÷èíàþùèõñÿ ñî ñãóñòêà✱ ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò
a✳ ❒íîæåñòâî ýëåìåíòîâ ìîäåëè M ãëóáèíû i íàçûâàåòñÿ i✲òûì ñëîåì ìîäå✲
ëè M è îáîçíà÷àåòñÿ Sli(M)✳ N ✲õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ K4 + bw2

áóäåò ïðåäîñòàâëÿòü èç ñåáÿ ïðÿìîå îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ïîä✲
ìîäåëåé M∞ = M∞

1

⊔

· · ·
⊔

M∞
t ✳ N ✲õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäìîäåëü M∞

j ✱
1 6 j 6 t ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîñëîéíûõ ïîäìî✲
äåëåé M1

j ,M
2
j ,M

3
j , . . . ✱ ãäå M

k+1
j ïîëó÷àåòñÿ èç Mk

j äîñòðàèâàíèåì (k + 1)✲
ãî ñëîÿ✳ Ïðè ýòîì ýëåìåíòàìè (k + 1)✲ãî ñëîÿ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êî✲íàêðûòèÿ
âñåâîçìîæíûõ àíòèöåïåé èç ìîäåëè Mk

j ✱ ñîäåðæàùèõ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
ýëåìåíò èç Slk(Mk

j )✳ Òàêèì îáðàçîì✱

M∞
j =

∞
⋃

k=1

Mk
j .

❮àïîìíèì✱ ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ Fr äëÿ ëîãèêè K4 + bw2 ñî✲
ñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ êîðíåâûõ øêàë✱ øèðèíà êîòîðûõ íå ïðå✲
âîñõîäèò 2✳ Ïî ýòîé ïðè÷èíå êàæäàÿ èç ïîäìîäåëåé M∞

1 ,M
∞
2 ,M

∞
3 . . . èìå✲

åò ëèáî îäèí íàèáîëüøèé ýëåìåíò✱ ëèáî äâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà✳ ➶ n✲
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè êàæäûé ýëåìåíò â ëþáîì ñãóñòêå✱ âûðîæäåííîì
èëè íåâûðîæäåííîì✱ èìååò åäèíñòâåííîå è óíèêàëüíîå îçíà÷èâàíèå✳ Ýòè îá✲
ñòîÿòåëüñòâà äàþò íàì âîçìîæíîñòü òî÷íî îïðåäåëèòü ÷èñëî t ïðÿìûõ ñëà✲
ãàåìûõ ìîäåëè M∞✳

❒û ïîëàãàåì✱ ÷òî îçíà÷èâàþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå èç ìíî✲
æåñòâà P = {p1, . . . , pn}✳ ✳ Òîãäà âñåâîçìîæíûõ íåâûðîæäåííûõ ñãóñòêîâ
ýëåìåíòîâ ñ óíèêàëüíûì îçíà÷èâàíèåì ìîæåò áûòü 22

n

✱ à âñåâîçìîæíûõ âû✲
ðîæäåííûõ ñãóñòêîâ òîëüêî 2n ✳ ➮òîãî âñåãî r = 22

n

+ 2n ñãóñòêîâ✳ Òîãäà
î÷åâèäíî t = C2

r + r✳
➬àäàäèì íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ ïîäìîäåëåé M∞

j ✱ 1 6 j 6 t✳ Ïî ñõåìå
ïîñòðîåíèÿ M∞

j êàæäûé ýëåìåíò a ∈ Sli(M
∞
j ) îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (j, i,A, X, x)✱ ãäå a ∈ M∞
j ✱ è ÿâëÿåòñÿ êîíàêðûòèåì

íåêîòîðîé àíòèöåïè A èç Mi−1
j ✱ ãäå x ✖ ñîáñòâåííîå îçíà÷èâàíèå ýëåìåíòà

a✳ ➴ñòåñòâåííî áóäåò îòîæäåñòâëÿòü êàæäûé ýëåìåíò èç a ∈ M∞(K4 + bw2)
ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (j, i,A, X, x)✳

Ôîðìàëüíî ïîäìîäåëü M∞
j = 〈W∞

j , R
∞
j , V

∞
j 〉 îïðåäåëÿåì èíäóêòèâíî✳

Ñíà÷àëî ñòðîèì îäíîñëîéíóþ ïîäìîäåëü M1
j = 〈W 1

j , R
1
j , V

1
j 〉✳

W 1
j : W 1

j = {S1, S2}✱ ãäå S1, S2 ✖ ïðîèçâîëüíûå ñãóñòêè èç ìíî✲
æåñòâà O1

⋃

O2 ✭åñëè îíè ñîâïàäàþò✱ òî ñ÷èòàåì✱ ÷òî ýòî îäèí ñãóñòîê✮✱ ïðè
ýòîì

✽



O1 =
⋃

X⊆2P
OX ✱

OX = {(j, 1,∅, X, x) | x ∈ X}✱ òî åñòü
O1✱ ✖ ýòî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñãóñòêîâ ðåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ✱
O2 =

⋃

x∈2P
Ox✱

Ox = {(j, 1,∅,∅, x) | x ∈ 2P}✱ òî åñòü
O2✱ ✖ ìíîæåñòâî âñåõ èððåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ ✭âûðîæäåííûõ ñãóñò✲

êîâ✮❀
R1
j : (j, 1,∅, X, x)R1

j(j, 1,∅, Y, y) ⇔ X = Y, ïðè ýòîì R1
j ✖ îòíîøå✲

íèå ýêâèâàëåíòíî❝òè❀
V 1
j : V 1

j (pi) = {(j, 1,∅, X, x) | pj ∈ x} ∪ {(j, 1,∅,∅, x) | pi ∈ x}✳
Ïðåäîëîæèì✱ ÷òî óæå ïîñòðîåíà ïîäìîäåëü Mk

j = 〈W k
j , R

k
j , V

k
j 〉. Ïî✲

ñòðîèì Mk+1
j = 〈W k+1

j , Rk+1
j , V k+1

j 〉.
✃àæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Slk+1(M

∞
j ) ÿâëÿåòñÿ êî✲íàêðûòèåì âñåâîçìîæ✲

íûõ àíòèöåïåé ñãóñòêîâ✳ ➘ëÿ êàæäîãî âàðèàíòà àíòèöåïåé ïîñòðîèì ñâîè
ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç Slk+1(M

∞
j ).

✶✳ Ïóñòü àíòèöåïü A èç Mk
j ñîñòîèò èç âûðîæäåííîãî ñãóñòêà èç Slk(M

k
j )✱

èððåôëåêñèâíîãî ýëåìåíòà a✳ ✭ñì✳Ðèñ ✶✮ Òîãäà îïðåäåëèì ìíîæåñòâî✿
M 1

j =
⋃

a

{(j, k + 1, {a}, X, x) | X ⊆ 2P , x ∈ X èëè

X = ∅, x ∈ 2P}✳

✷✳ Ïóñòü àíòèöåïü A ñîñòîèò èç íåâûðîæäåííîãî ñãóñòêà S ∈ Slk(M
∞
j )✳

Òîãäà
M 2

j =
⋃

X⊆2P
{(j, k + 1, {S}, X, x) | X 6= ∅, X 6⊆

⋃

b∈S

V k
j (b)✱

x ∈ 2P} ∪
⋃

x∈P

(j, k + 1, {S},∅, x)✳

✸✳ Ïóñòü àíòèöåïü A èç Mk
j ñîñòîèò èç äâóõ ñãóñòêîâ A = {S1, S2} è ïóñòü

S1 ñ k✲òîãî ñëîÿ✱ à S2 ñ i✲ãî✱ 1 6 i 6 k ✭ñì✳ Ðèñ ✷✮✳ Ïîëàãàåì M 3
j =

{(j, k + 1,A, X, x) | X ⊆ 2P , x ∈ X èëè X = ∅, x ∈ 2P}✳

❰êîí÷àòåëüíî Slk+1(M
∞
j ) =M 1

j ∪M
2
j ∪M

3
j ✳

Òîãäà ïîäìîäåëü Mk+1
j = 〈W k+1

j , Rk+1
j , V k+1

j 〉 îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì✿

W k+1
j : W k+1

j = W k
j ∪ Slk+1(M

∞
j )✳

Rk+1
j : Rk+1

j = Rk
j ∪R

′✱ ãäå îòíîøåíèå R′ :

✶✳ ➴ñëè a ∈ Slk(M
∞
j ) è a ∈ Irr✱ à ýëåìåíòû b1 = (j, k + 1, a,X, x) è

b2 = (j, k + 1, a, Y, y) òàêîâû✱ ÷òî X 6= ∅ è Y 6= ∅✱ òî b1R′b2 ⇔ X = Y ✱ è
R′ ✖ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè✳
✃ðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî b = (j, k + 1, a,X, x) =⇒ bR′a✳

✾



✷✳ ➴ñëè S ✖ ñãóñòîê èç Slk(Mk
j )✱ à c1 = (j, k + 1, S,X, x) è

c2 = (j, k + 1, S, Y, y)✱ òî c1R′c2 ⇔ X = Y è R′ ✖ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò✲
íîñòè✳
✃ðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî a ∈ S è ëþáîãî c = (j, k + 1, S,X, x) =⇒ cR′a

✸✳ ➴ñëè A = {S1, S2} ✖ àíòèöåïü ñãóñòêîâ è îäèí èç ñãóñòêîâ âçÿò èç
Slk(M

k
j )✱ d1 = (j, k + 1,A, X, x) è d2 = (j, k + 1,A, Y, y)✱ òî

d1R
′d2 ⇔ X = Y è R′ ✖ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè✳

✃ðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî a1 ∈ S1✱ a2 ∈ S2 è ëþáîãî d = (j, k+1,A, X, x) =⇒
=⇒ dR′ai, i ∈ {1, 2}✳

V k+1
j : V k+1

j (pi) = {(j, k + 1, a,X, x) | pi ∈ x} ∪ {(j, k + 1, S,X, x) | pi ∈ x}∪

∪{(j, k + 1,A, X, x) | pi ∈ x} äëÿ âñåõ àíòèöåïåé âèäà a, S,A✳
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà✿

Òåîðåìà ✷✳✶✳ ✶✳ ❒îäåëü M∞ ÿâëÿåòñÿ n✲õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ëîãèêè
K4 + bw2❀

✷✳ ✃àæäûé ýëåìåíò ìîäåëè M∞ ✖ ôîðìóëüíûé✳

➘îêàçàòåëüñòâî✿
❮åîáõîäèìîñòü✿ Ïîêàæåì✱ ÷òî ïîñòðîåííàÿ íàìè ìîäåëü M∞ àäåêâàòíà
ëîãèêå K4 + bw2 ✱ ò✳å✳

∀α = α(p1 . . . pn) α ∈ K4 + bw2 ⇒M∞  α.

➘îêàçàòåëüñòâî ââåä➻ì êîíòðïîçèöèåé✳
Ïóñòü M∞

1 α ✳ Ýòî çíà÷èò✱ ÷òî íàéä➻òñÿ ýëåìåíò a èç Mj ïðè íåêî✲
òîðîì j òàêîì✱ ÷òî a 1 α✳ ❮î ýëåìåíò a ïîðîæäàåò îòêðûòóþ ïîäìîäåëü M ′

â Mj è M ′
1 α✳ Ïîäìîäåëü M ′ ✖ êîíå÷íàÿ✱ êîðíåâàÿ✱ òðàíçèòèâíàÿ è øè✲

ðèíû 6 2✳ ➴➻ øêàëà ïîïàäàåò â êëàññ Fr õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ øêàë ëîãèêè
K4 + bw2✳ Ïî ýòîé ïðè÷èíå α 6∈ K4 + bw2✳ Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî✳
➘îñòàòî÷íîñòü✳ ➘îêàçàòåëüñòâî ââ➻äåì òàêæå êîíòðïîçèöèåé✳ Ïóñòü α 6∈
K4 + bw2✳ Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ôðåéìà F ∈ Fr ïðè íåêîòîðîì îçíà÷èâà✲
íèè V ✳ Òàêèì îáðàçîì N(F ) 1 α✱ ãäå N(F ) ✖ ìîäåëü✱ ïîðîæä➻ííàÿ ýòèì
ôðåéìîì ñ îçíà÷èâàíèåì V ✳ Ïðåîáðàçóåì N(F )✳

✶✳ Ñæàòèåì ϕ1 ñãóñòêà C ∈ N íàçîâ➻ì ñëèÿíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a1 ñ îçíà✲
÷èâàíèåì V (a1) ñ äðóãèì ýëåìåíòîì a2 ñ òàêèì æå îçíà÷èâàíèåì V (a2) =
V (a1)✳ Ïîëó÷èì ñãóñòîê C ′✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåò✲
ñÿ p✲ìîðôèçìîì✿ N(F )

ϕ1

→ N1✳ Ïðîèçâåä➻ì ñæàòèå âñåõ ñãóñòêîâ ìîäåëè
N(F ) äî íåñæèìàåìûõ✱ ïîëó÷èì ìîäåëü N1✳

✷✳ ➹îðèçîíòàëüíûì ñæàòèåì ϕ2 ìîäåëè N1 íàçîâ➻ì ñëèÿíèå ëþáûõ äâóõ
ñãóñòêîâ C1 è C2 ñ îäèíàêîâûì îçíà÷èâàíèåì ýëåìåíòîâ✱ ò✳å✳ V1(C1) =
= V2(C2) ⊆ 2P ÿâëÿþùèõñÿ êî✲íàêðûòèåì îäíîé è òîé æå àíòèöåïè èëè

✶✵



ìàêñèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè â îäíîé è òîé æå ïîäìîäåëèM∞
j ✳ Òàêîå ñæà✲

òèå ïðîèçâîäèì ïî ñëîÿì ñâåðõó âíèç✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâà✲
íèå ϕ2 ìîäåëè N1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ p✲ìîðôèçìîì✿ N1

ϕ2

→ N2✳ Ïîëó÷åííóþ
ìîäåëü îáîçíà÷èì N2✳

✸✳ ➶åðòèêàëüíûì ñæàòèåì ϕ3 ìîäåëè N2 íàçîâ➻ì ñëèÿíèåì ëþáîãî íåâû✲
ðîæäåííîãî ñãóñòêà C1 ñ íåâûðîæäåííûì ñãóñòêîì C2✱ åñëè✿

✭❛✮ C1 ✖ åñòü êî✲íàêðûòèå C2 è

✭❜✮ V2(C1) ⊆ V2(C2)✳

Ñíîâà ϕ3✱ ✖ ýòî p✲ìîðôèçì✿ N2
ϕ3

→ N3✳ Ïîëó÷èì ìîäåëü N3✳

➶ ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ p✲ìîðôèçìà ϕ = ϕ1◦ϕ2◦ϕ3 ìû ïîëó÷èì íåñæèìàåìóþ
ìîäåëü N3 = 〈W3, R3, V3〉✳ Ïî ñâîéñòâó p✲ìîðôèçìîâ✿ N3 1 α✳

Ñëåäóþùèì øàãîì ïîñòðîèì èçîìîðôíîå âëîæåíèå ψ ìîäåëèN3 âM∞✳
➶ëîæåíèå ïðîèçâîäèì ïîñëîéíî ñ 1✲ãî äî ïîñëåäíåãî✳

➶ ìîäåëè M∞ èìååòñÿ ïîäìîäåëü M∞
j ñ ìàêñèìàëüíûìè ñãóñòêàìè C1

è C2 ✭èëè îäíèì ñãóñòêîì C✮✱ ÷üè îçíà÷èâàíèÿ ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ
îçíà÷èâàíèÿìè ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ C1✱ C2 ∈ N3✱ ò✳å V ∞(C1) = V3(C1) è
V ∞(C2) = V3(C2) ✭èëè òîëüêî C1✮✳ Òîãäà ∀a ∈ Ci ψ(a) = (j, 1,∅, V ∞(Ci), V3(a))✱
ãäå V3(a) ∈ V ∞(Ci)✱ i ∈ 1, 2✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ìû ïðîèçâåëè âëîæåíèÿ äëÿ k ïåðâûõ ñëî➻â ìîäåëè
N3✳ ❰ïðåäåëèì âëîæåíèå äëÿ k + 1✲ãî ñëîÿ✳

Ïóñòü ñãóñòîê C ëåæèò â k+1 ñëîå ìîäåëè N3 è ÿâëÿåòñÿ êî✲íàêðûòèåì
àíòèöåïè A = {C3, C4}✳ Ïîñêîëüêó âëîæåíèå ñãóñòêîâ èç A óæå ïðîèçâåäåíî✱
òî äëÿ ∀b ∈ C ψ(b) = (j, k + 1, ψ(A), V ∞(C), V3(b))✱ ãäå V3(C) = V ∞(C)✱ à
V3(a) ∈ V ∞(C)✳

➶ ðåçóëüòàòå ïîñòðîåííîãî âëîæåíèÿ ìû ïîëó÷èëè ïîäìîäåëüN ìîäåëè
M∞✱ èçîìîðôíóþ N3✳ Ïðè ýòîì N 1 α✳ Òîãäà è M∞

1 α✱ ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü✳

Ýëåìåíò a n✲õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè M∞ = 〈W∞, R∞, V ∞〉 íàçû✲
âàåòñÿ ôîðìóëüíûì✱ åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà α(p1, . . . , pn) òàêàÿ✱ ÷òî a 

α(p1, . . . , pn).
➶ ðàáîòå ❬✶❪ Ðûáàêîâà ïîêàçàíî✱ ÷òî êàæäûé ýëåìåíò n✲õàðàêòåðèñ✲

òè÷åñêîé ìîäåëè M∞(K4 + bw2) ✖ ôîðìóëüíûé✳ Ôîðìóëà α äëÿ ýëåìåíòà
a ñòðîèòñÿ ðåãóëÿðíûì ñïîñîáîì èç ôîðìóë✱ ïîñòðîåííûõ ðàíåå äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ ïîäìîäåëè✱ ïîðîæäåííîé a✳ Ïîñêîëüêó ïîñòðîåííàÿ íàìè ìîäåëü
M∞(K4 + bw2) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïîäìîäåëüþ M∞(K4)✱ òî è êàæäûé ýëå✲
ìåíò a ∈ M∞(K4+ bw2) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëüíûì✳ ➘îêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ✷✳✶
çàâåðøåíî✳

✶✶



✸ ➚ëãîðèòìè÷åñêèé êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè

❐þáîå ïðàâèëî âûâîäà â ìîäàëüíîé ñèñòåìå K4 + bw2 ýêâèâàëåíòíî
îäíîïîñûëî÷íîìó✳ ❮å íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé✱ áóäåì â äàëüíåéøåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðàâèëà ñ îäíîé ïîñûëêîé✳

➮çâåñòíî ✭❬✷✱ ✹❪✮✱ ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîïîñûëî÷íîãî ïðàâèëà A/B
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå åìó ïðàâèëî â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå✱ ò✳å✳ ïðàâèëî
âèäà✿

r =

∨

16j6n

ϕj

¬♦p0
,

ãäå
ϕj :=

∧

06i6m

p
k(i,j,1)
i ∧

∧

06i6m

(♦pi)
k(i,j,2)

è k(i, j, 1), k(i, j, 2) ∈ {0, 1}, t0 = t, t1 = ¬t✳
❰áîçíà÷èì D(r) ✖ ìíîæåñòâî âñåõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîñûëêè

ïðàâèëà r✱ ò✳å✳ D(r) = {ϕ1, . . . , ϕl}.
➬àôèêñèðóåì è ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ✿

Φ1(ϕj) = {pi | 0 6 i 6 m, k(i, j, 1) = 0}❀
Φ2(ϕj) = {pi | 0 6 i 6 m, k(i, j, 1) = 0}✳

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ìîäåëü MX = 〈X,R, V 〉 , ãäå X ✖ ïîäìíîæå✲
ñòâî èç D(r). ❰òíîøåíèå äîñòèæèìîñòè R è îçíà÷èâàíèå îïðåäåëèì ñëåäóþ✲
ùèì îáðàçîì✿
∀ϕj, ϕk ∈ X(ϕjRϕk ⇔ Φ1(ϕk) ∪ Φ2(ϕk) ⊆ Φ2(ϕj));
∀ϕj ∈ X(ϕj ∈ V (pi) ⇔ pi ∈ Φ1(ϕj)).
➬àìå÷àíèå✿

✶✳ Òàê îïðåäåëåííîå R áóäåò òðàíçèòèâíûì✳ ➘åéñòâèòåëüíî✱ ïóñòü ϕiRϕj è
ϕjRϕk. Ýòî çíà÷èò✱ ÷òî Φ1(ϕj) ∪ Φ2(ϕj) ⊆ Φ2(ϕi) è Φ1(ϕk) ∪ Φ2(ϕk) ⊆
⊆ Φ2(ϕj)✳ ❰òñþäà Φ1(ϕj)∪(Φ1(ϕk)∪Φ2(ϕk)) ⊆ Φ2(ϕi) è✱ íàêîíåö✱ Φ1(ϕk)∪
Φ2(ϕk) ⊆ Φ2(ϕi)✱ ò✳å✳ ϕiRϕk.

✷✳ Ðåôëåêñèâíûì áóäåò ýëåìåíò ϕj òàêîé✱ ÷òî Φ1(ϕj)∪Φ2(ϕj) ⊆ Φ2(ϕj)✱ ò✳å✳
Φ1(ϕj) ⊆ Φ2(ϕj)✳

✸✳ ➘âà ðåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòà ϕj è ϕk âõîäÿò â îäèí ñãóñòîê òîãäà è òîëüêî
òîãäà✱ êîãäà Φ2(ϕj) = Φ2(ϕk), ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ R✳

Òåîðåìà ✸✳✶✳ ➴ñëè ïðàâèëî rf èìååò ðåäóöèðîâàííóþ ôîðìó è íå ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì â K4 + bw2✱ òî ìîäåëü MX èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà✿

✶✳ MX ìîæåò èìåòü ðåôëåêñèâíûå è èððåôëåêñèâíûå ýëåìåíòû❀

✷✳ ➶ MX èìååòñÿ ϕj òàêîå✱ ÷òî p0 ∈ Φ2(ϕj)❀

✶✷



✸✳ ➶ MX åñòü ýëåìåíòû ϕj òàêèå✱ ÷òî Φ2(ϕj) = ∅ è åñòü ñãóñòêè C =

{ϕ1, . . . , ϕm} òàêèå✱ ÷òî Φ2(ϕj) =
m
⋃

i=1

Φ1(ϕi) äëÿ ∀i, 1 6 i 6 m❀

✹✳ ➘ëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî ñãóñòêà C ìîäåëè MX ✱ ëþáîãî ýëåìåíòà ϕj
è ëþáîãî pi ∈ Φ2(ϕj)\Φ1(ϕj) ñóùåñòâóåò ϕk ∈ C òàêîå✱ ÷òî pi ∈ Φ1(ϕk)❀

✺✳ ➘ëÿ ëþáîãî ϕj ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ϕj |=V ϕj❀

✻✳ Øèðèíà øêàëû ìîäåëè MX íå ïðåâîñõîäèò ✷❀

✼✳ ➘ëÿ ëþáîé àíòèöåïè ∇ â ìîäåëè MX ñóùåñòâóþò✿

✭❛✮ ϕ∗
∇ ∈ MX òàêîé✱ ÷òî Φ2(ϕ

∗
∇) = Φ1(ϕ

∗
∇) ∪ (

⋃

ϕ∈∇

Φ2(ϕ));

✭❜✮ ϕ∇ ∈ MX òàêîé✱ ÷òî Φ2(ϕ∇) =
⋃

ϕ∈∇

(Φ1(ϕ) ∪ Φ2(ϕ))✳

Ïóñòü ïðàâèëî r íå äîïóñòèìî â K4 + bw2✳ Ïî Òåîðåìå ✷✳✶ ñóùåñòâóåò
îçíà÷èâàíèå S ïåðåìåííûõ èç r íà øêàëå ìîäåëè M∞✱ ïðè êîòîðîì ïîñûëêà
ïðàâèëà r èñòèííà âñþäó✱ à çàêëþ÷åíèå ëîæíî✱ òî åñòü

n
⋃

j=1

S(ϕj(p0, . . . , pm)) = W∞, S(¬♦p0) 6= W∞

èëè èíà÷å
n
⋃

j=1

ϕj(S(p0), . . . , S(pm)) = W∞, ♦S(p0) 6= ∅. ✭✸✳✶✮

➶ êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà X èç D(r) áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîäìíîæå✲
ñòâà ýëåìåíòîâ ϕj, ïðèíèìàþùèõ â ✭✸✳✶✮ íåïóñòûå çíà÷åíèÿ✳

Óòâåðæäåíèå ✸✳✶✳ ➴ñëè Č ✖ ïðîèçâîëüíûé ñãóñòîê èç M∞✱ òî ëèáî
Č ∈ S(C), ëèáî Č ∩ S(C) = ∅✱ ãäå C ✖ íåêîòîðûé ñãóñòîê èç X✳

➘îêàçàòåëüñòâî✿
Ïóñòü (a, b) ∈ R∞, a ∈ S(ϕj), b ∈ S(ϕk)✳ ➮íûìè ñëîâàìè✿ a |=S ϕj è

b |=S ϕk✳ ➘ëÿ ëþáîãî pi ∈ Φ1(ϕk) èç òîãî✱ ÷òî b |=S pi ñëåäóåò a |=S ♦pi è
Φ1(ϕk) ⊆ Φ2(ϕj)✳

➘ëÿ ëþáîãî pi ∈ Φ2(ϕk) èç òîãî✱ ÷òî b |=S ♦pi ñëåäóåò a |=S ♦pi è â
âèäó òðàíçèòèâíîñòè R∞ Φ2(ϕk) ⊆ Φ2ϕj)✳ Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî
Φ1(ϕk) ∪ Φ2(ϕk) ⊆ Φ2(ϕj)✱ òî åñòü (ϕj, ϕk) ∈ R.

➴ñëè òåïåðü ýëåìåíòû a è b èç îäíîãî ñãóñòêà Č ∈ M∞, òî
(a, b) ∈ R∞ ⇒ (ϕj, ϕk) ∈ R è (b, a) ∈ R∞ ⇒ (ϕk, ϕj) ∈ R, òî åñòü ϕj è ϕk
òîæå èç îäíîãî ñãóñòêà C è Č ⊆ S(C)✳ Óòâåðæäåíèå ✸✳✶ äîêàçàíî✳

Óòâåðæäåíèå ✸✳✷✳ ➴ñëè a ∈ S(ϕj) è (a, a) ∈ R∞✱ òî (ϕj, ϕj) ∈ R.

✶✸



➘îêàçàòåëüñòâî✿
➘åéñòâèòåëüíî✱ a ∈ S(ϕj) ⇒ a |=S ϕj è ïóñòü k(i, j, 1) = 0, òî åñòü

a |=S pi, (pi ∈ Φ1(ϕj)) ➮ç ðåôëåêñèâíîñòè ýëåìåíòà a ñëåäóåò a |=S ♦pi✱
(pi ∈ Φ2(ϕj))✳ Ýòî çíà÷èò Φ1(ϕj) ⊆ Φ2(ϕj), òî åñòü ýëåìåíò ϕj ðåôëåêñèâåí â
〈X,R, V 〉✳ Óòâåðæäåíèå ✸✳✷ äîêàçàíî✳
❈ëåäñòâèå✿ ➴ñëè ϕj ✖ èððåôëåêñèâíûé✱ òî S(ϕj) íå ñîäåðæèò ðåôëåêñèâ✲
íûõ ýëåìåíòîâ èç M∞.

➘åéñòâèòåëüíî✱ åñëè (ϕj, ϕj) 6∈ R, íî ∃a ∈ S(ϕj) òàêîé✱ ÷òî
(a, a) ∈ R∞✱ òî ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ ✸✳✷ ⇒ (ϕj, ϕj) ∈ R✳ Ïðîòèâîðå÷èå✳

➘ëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñãóñòêà C èç X îáîçíà÷èì m(C) ✖ ìíîæåñòâî ìàê✲
ñèìàëüíûõ ñãóñòêîâ è ìàêñèìàëüíûõ èððåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ èç S(C) :
m(C) = {Č1, . . . , Čt, a1, . . . , au}.

❰ïðåäåëèì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî H â C✿
H(C) = {ϕl | ϕl ∈ C, (∃Č ∈ m(C))(S(ϕl) ∩ Č 6= ∅)
èëè (∃a ∈ m(C))(a ∈ S(ϕl))}✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî H({ϕ}) = {ϕ} äëÿ ëþáîãî
îäíîýëåìåíòíîãî ñãóñòêà {ϕ}.

❰ïðåäåëèì Xirr êàê ìíîæåñòâî âñåõ èððåôëåêñèâíûõ ýëåìåíòîâ èç X✿

∀pi (pi ∈ Φ1 (ϕl) ⇒ (∃ϕp) (ϕp ∈ C&pi ∈ Φ1 (ϕp)&Φ2 (ϕl) = Φ2 (ϕp))) .

Ïîëàãàåì X = (
⋃

C∈X

H(C)) ∪ Xirr ✭âñå îäíîýëåìåíòíûå ñãóñòêè èç X

âõîäÿò â X✮✳
➶ûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ ✶✳
➮ç Óòâåðæäåíèÿ ✸✳✶ è ✸✳✷ ñëåäóåò✱÷òî íà ñãóñòêàõ èç M∞ èñòèííû ýëå✲

ìåíòû èç ñãóñòêîâ ìíîæåñòâà X. Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî â X èìåþòñÿ ðåôëåêñèâ✲
íûå ýëåìåíòû✳

Ðàññìîòðèì ëþáîé èððåôëåêñèâíûé ýëåìåíò a ✶✲ãî ñëîÿ ìîäåëè M∞ è
ïóñòü a |=S pl, 0 6 l 6 m✳ ➘ëÿ a íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî pi òàêîãî✱ ÷òî
a |=V∞ ♦pi. ❮î a ∈ S(ϕα) äëÿ íåêîòîðîãî ϕα✱ ò✳å✳ a |=S ϕα. Òîãäà Φ2 (ϕα) = ∅✳
Ýòî çíà÷èò✱ ÷òî ϕα ✖ èððåôëåêñèâíûé ýëåìåíò èç X.

➶ûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ ✷✳
➮ç ✭✸✳✶✮✿S(¬♦p0) = W∞ \ S(♦p0) 6= W∞. ❰òñþäà S(♦p0) 6= ∅✳ Òîãäà

íàéä➻òñÿ a ∈ S(♦p0) òàêîé✱ ÷òî a |=S ♦p0✳ Ñ äðóãîé ñòîðîíû ∃ϕβ ∈ M ñ
óñëîâèåì a ∈ S(ϕβ)✱ ÷òî îçíà÷àåò a |=S S(ϕβ)✳ ➮ç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò✱
÷òî p0 ∈ Φ2 (ϕβ) , ÷òî è òðåáîâàëîñü✳
➬àìå÷àíèå✿ ➶ äàëüíåéøåì ïîëàãàåì✱ ÷òî ïîäìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç ýëå✲
ìåíòîâ ϕj✱ ëåæàùèõ â âåðõíåì êîíóñå ϕR6β ✳

➶ûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ ✸✳
Ïóñòü a ✖ èððåôëåêñèâíûé ýëåìåíò ïåðâîãî ñëîÿ ìîäåëè M∞ è

a ∈ S(ϕj) äëÿ íåêîòîðîãî ϕj✳ Ïóñòü pi ∈ Φ2(ϕj) 6= ∅✳ Òîãäà a  ♦pi✱ ÷òî
äëÿ ýëåìåíòà a íåâîçìîæíî✱ çíà÷èò âñ➻✲òàêè Φ2(ϕj) = ∅✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî ýòî
óñëîâèå îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíûé âûðîæäåííûé ñãóñòîê â 〈X,R, V 〉✳

✶✹



Ðàññìîòðèì òåïåðü íåâûðîæäåííûé ñãóñòîê Č ñ ïåðâîãî ñëîÿ ìîäåëè
M∞✳ Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ✸✳✶ Č öåëèêîì ëåæèò â S(C)✱ ãäå C = {ϕ1, . . .
. . . , ϕm} åñòü íåêîòîðûé ñãóñòîê èç 〈X,R, V 〉 è öåëèêîì â S(ϕj) äëÿ íåêîòî✲
ðîãî j✳ Ïî ïðè÷èíå ìàêñèìàëüíîñòè Č✿ {pi | ∀a ∈ Č, a V∞ ♦pi} =
=

⋃

a∈S(C)

{pi | a V∞ pi}✳ Ïåðâîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ Φ2(ϕj)✱ à âòîðîå

ñ
m
⋃

i=1

Φ1(ϕi)✳ ❰òñþäà ñëåäóåò ✿ Φ2(ϕj) =
m
⋃

i=1

Φ1(ϕi)✳ Óêàçàííîå óñëîâèå îïðåäå✲

ëÿåò ìàêñèìàëüíûé íåâûðîæäåííûé ñãóñòîê C â ìîäåëè 〈X,R, V 〉✳
➶ûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ ✹✳
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé ñãóñòîê C èç MX ✱ ïðîèç✲

âîëüíûé ýëåìåíò ϕj ∈ C è ∀pi ∈ Φ2(ϕj) \ Φ1(ϕj).
Ïóñòü Č ✖ êàêîé✲íèáóäü ìàêñèìàëüíûé â M∞ ñãóñòîê èç S(ϕj). Ïóñòü

a ∈ Č è a |=S ♦pi.
Ñãóñòîê Č íå ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì✱ òî åñòü ïðîñòî èððåôëåêñèâ✲

íûì ýëåìåíòîì✳ Òîãäà ∃b ∈ Č òàêîé✱ ÷òî (a, b) ∈ R∞ è b |=S pi.

Ïóñòü b ∈ S(ϕk)✳ Ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ ✸✳✶ â S(ϕk) ñîäåðæèòñÿ è
âåñü ñãóñòîê Č✳ ➶ ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè Č ϕk ∈ X✳ Ïîêàæåì✱ ÷òî ϕk ∈ C.
Ïîñêîëüêó a, b ∈ Č, òî è ϕj, ϕk ∈ C ′, ãäå C ′ ∈ Y. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò✱ ÷òî
Φ2(ϕj) = Φ2(ϕk). ❮î ýòî æå îçíà÷àåò òàêæå✱ ÷òî ϕk ∈ C.

➶ûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ ✺✳
Ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷èâàíèÿ V íà ϕj èñòèííà íåìîäàëüíàÿ ÷àñòü âñåõ

êîíúþíêòîâ ϕj. Ðàññìîòðèì ìîäàëüíóþ ÷àñòü✳
Ïóñòü ♦pi ✖ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ϕj. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò ýëå✲

ìåíò a ∈ S(ϕj) òàêîé✱ ÷òî a |=S ♦pi. Òîãäà íàéä➻òñÿ b òàêîå✱ ÷òî
(a, b) ∈ R∞ è b |=S pi. Ïðè ýòîì b ∈ S(ϕj) äëÿ íåêîòîðîãî ϕk. Òîãäà êî✲
íå÷íî ϕk |=V pi. ➪îëåå òîãî (ϕj, ϕk) ∈ R.

➘åéñòâèòåëüíî✱ åñëè pt ∈ Φ1(ϕk) ∪ Φ2(ϕk)✱ òîãäà b |=S ♦pt èëè b |=S pt.
Ñëåäîâàòåëüíî✱ a |=S ♦pt, ÷òî îçíà÷àåò pt ∈ Φ2 (ϕj) . Òàêèì îáðàçîì✱ ϕjRϕk
è ϕj |=V ♦pi.

❰áðàòíî✱ ïóñòü ϕj |=V ♦pi. Ýòî çíà÷èò✱ ÷òî íàéä➻òñÿ ϕk ∈ X òàêîå✱ ÷òî
ϕj |=V pi è (ϕj, ϕk) ∈ R. Òîãäà pi ∈ Φ1(ϕk) è òàê êàê Φ1(ϕk) ∪ Φ2(ϕk) ⊆
⊆ Φ2(ϕj), òî pi ∈ Φ2(ϕj). Ýòî çíà÷èò✱ ÷òî ♦pi ✖ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ϕj.

➶ûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ ✻✳
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ϕx ∈ M✳ ➴ñëè ϕx ✖ ìàêñèìàëü✲

íûé✱ òî óñëîâèå íàêðûòèÿ âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì✳ ➘îïóñòèì ϕx
✖ íå ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò✱ è ïóñòü èìåþòñÿ ýëåìåíòû ϕy è ϕz òàêèå✱ ÷òî
(ϕx, ϕy) ∈ R è (ϕx, ϕz) ∈ R✳ ❮à ϕx, ϕy è ϕz ìîæíî ïîñìîòðåòü✱ êàê íà ýëå✲
ìåíòû x, y, z èç M∞ ñîîòâåòñòâåííî✳ ❮î äëÿ y è z â ìîäåëè M∞ ñóùåñòâóåò
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò u òàêîé✱ ÷òî (y, u) ∈ R∞ (z, u) ∈ R∞✳

Ïðè ýòîì u ∈ S(ϕu) äëÿ íåêîòîðîãî ϕu ∈ M✳

✶✺



Ïîëó÷àåì✱ ÷òî (ϕy, ϕu) ∈ R è (ϕz, ϕu) ∈ R✳ Òàêèì îáðàçîì ñâîéñòâî íà✲
êðûòèÿ â ìîäåëèM âûïîëíÿåòñÿ✳ Ïîêàæåì✱ ÷òî ϕu ✖ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò
â M✳

Ïóñòü u ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ñãóñòêó C ∈ M∞✳

✶✳ ➴ñëè C ✖ âûðîæäåííûé✱ òî u ✖ èððåôëåêñèâíûé ýëåìåíò è ϕu = u✳
Òîãäà Φ2(ϕu) = ∅, òî åñòü ýëåìåíò ϕu ✖ ìàêñèìàëüíûé â M✳

✷✳ Ïóñòü C ✖ íåâûðîæäåííûé è ϕu ∈ C ⊆ M∞. Ïîñêîëüêó C ✖ ìàêñèìàëü✲
íûé ñãóñòîê✱ òî Φ2(ϕu) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îçíà÷èâàíèÿìè ýëåìåíòîâ èç
C✳ Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ ïóñòü ϕu ∈ C, ãäå C ✖ íåêîòîðûé ñãóñòîê ìîäåëè
M.

Òîãäà ∀ϕ ∈ C(Φ2(ϕ) = Φ2(ϕu))✳ Ïðåäïîëîæèì òåïåðü✱ ÷òî èç ñãóñòêà C äîñòè✲
æèì ìàêñèìàëüíûé ñãóñòîê C ′ è ∃p∗ 6∈

⋃

ϕ∈C

Φ1(ϕ) è p∗ ∈ Φ1(ϕk)✱ ãäå ϕk ∈ C ′✳

➶ ýòîì ñëó÷àå (ϕu, ϕk) ∈ R è ïî îïðåäåëåíèþ Φ1(ϕk) ∪ Φ2(ϕk) ⊆
⊆ Φ2(ϕu). Òîãäà Φ1(ϕk) ⊆ Φ2(ϕu) è p∗ ïîïàäàåò â îçíà÷èâàíèå íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà a èç ñãóñòêà C✳

➮ç ìàêñèìàëüíîñòè ñãóñòêà C â S (C) ñëåäóåò✱ ÷òî íàéä➻òñÿ ϕl ∈ C
òàêîå✱ ÷òî a |=S ϕl è a |=S p

∗✳
❰òñþäà p∗ ∈ Φ1(ϕl) ⊆

⋃

ϕ∈C

Φ1(ϕ)✳ Ïðîòèâîðå÷èå✳ Òàêèì îáðàçîì äîêà✲

çàíî✱ ÷òî C ✖ ìàêñèìàëüíûé ñãóñòîê â ìîäåëè M, ÷òî è òðåáîâàëîñü✳
➶ûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ ✼✳
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ àíòèöåïü ∇. ➴ñëè ∇ = ∅✱ òî â êà÷åñòâå ϕ∗

∇

âîçüì➻ì ϕs ñ óñëîâèåì Φ1(ϕs) = Φ2(ϕs), à â êà÷åñòâå ϕ∇ ✖ ýëåìåíò ϕt ñ
óñëîâèåì Φ2(ϕt) = ∅✳

Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ýëåìåíòîâ ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî âûøå óñëî✲
âèÿ ✸✳

Ïóñòü ∇ ✖ îäíîñãóñòêîâàÿ✳ Òîãäà â êà÷åñòâå ϕ∗
∇ = ϕ∇ ìîæíî âûáðàòü

ëþáîé ýëåìåíò ϕα ∈ ∇, òàê êàê äëÿ ∀ϕj ∈ ∇Φ2(ϕj) = Φ2(ϕα) è Φ1(ϕα) ⊆
⊆ Φ2(ϕα) ñëåäóåò

Φ2(ϕ
∗
∇) = Φ2(ϕα) = Φ1(ϕα) ∪

⋃

ϕj∈∇

Φ2(ϕj) =
⋃

ϕj∈∇

Φ2(ϕj) = Φ2(ϕ∇).

Ïóñòü òåïåðü ∇ ñîñòîèò èç ñãóñòêîâ C1, . . . , Cq è èððåôëåêñèâíûõ ýëå✲
ìåíòîâ ϕj1, . . . , ϕju. ➶ûáåðåì â êàæäîì m(Ci), 1 6 i 6 q ïî ñãóñòêó Či, è â
êàæäîì m(ϕjk), 1 6 k 6 u ïî èððåôëåêñèâíîìó ýëåìåíòó ajk ✳ Ïîëó÷èì àíòè✲
öåïü ∇̌ =

{

Č1, . . . , Čq, aj1, . . . , aju
}

èçM∞.Ïî ïîñòðîåíèþ n✲õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ìîäåëè ñóùåñòâóåò îäíîýëåìåíòíûé ñãóñòîê {b}, ïîêðûâàþùèé ∇.

Òåîðåìà ✸✳✷✳ ➴ñëè r ✖ ïðàâèëî â ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå è ñóùåñòâóåò ïîä✲
ìíîæåñòâî X èç D(r), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ ✭✶✮✲✭✻✮ èç Òåîðå✲
ìû ✸✳✶✱ òî r íå äîïóñòèìî â ëîãèêå K4 + bw2✳

✶✻



Ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ ✭✶✮✲✭✼✮ èç Òåîðåìû ✸✳✶ äëÿ X ⊆ D(r)
è ‖X‖ = m. ❰ñíîâûâàÿñü íà Òåîðåìå ✸✳✶ ìîæåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî
M = 〈X,R, V 〉 ✖ åñòü îòêðûòàÿ ïîäìîäåëü ãëóáèíû s n✲õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ìîäåëè M∞. ➬àôèêñèðóåì ýòî âëîæåíèå è áóäåì ñ÷èòàòü êàæäîå ϕj ∈ X
ýëåìåíòîì èç M∞ ñ îçíà÷èâàíèåì Φ1 (ϕj) .

➘ëÿ êàæäîãî ϕj ∈ X ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ ϕtj ýëåìåí✲
òîâ èç M∞, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì✿

✶✳ ϕtα ∩ ϕ
t
β = ∅ ïðè α 6= β;

✷✳ ϕtα ⊆ ϕt+1
α .

Ïåðâîíà÷àëüíî ïîëàãàåì ϕ0
j = {ϕj} äëÿ ∀ϕj ∈ X.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ✸ Òåîðåìû ✸✳✶ ñóùåñòâóåò ϕs òàêîé✱ ÷òî
Φ1(ϕs) = Φ2(ϕs). ➬àôèêñèðóåì ýòîò ϕs è ïåðåîïðåäåëèì ϕ0

s, ïîëîæèâ✿

ϕ0
s = {ϕs} ∪ {Sl1{M

∞} \ (
⋃

k 6=s

ϕ0
k)},

åñëè Φ2 (ϕs) = ∅ è
ϕ0
s = {ϕs} ∪ (

⋃

a∈As

{a}),

åñëè Φ2(ϕs) 6= ∅ è

As = {a | a ∈ Sl1{M
∞}, (a, a) ∈ R∞, a 6∈ ϕ0

k, k 6= s}.

Òàêæå ñîãëàñíî óñëîâèþ ✸ Òåîðåìû ✸✳✶ ñóùåñòâóåò ϕt òàêîé✱ ÷òî
Φ2 (ϕt) = ∅✳

Ïåðåîïðåäåëèì è ϕt✱ ïîëîæèâ✿

Bt = {b | b ∈ S1(M
∞), (b, b) 6∈ R∞, b 6∈ ϕ0

k, k 6= t}.

➮ç ýòèõ îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò âûïîëåíèå óñëîâèÿ ✭✸✳✶✮
äëÿ ϕ0

j .
➶âîäèì âñïîìîãàòåëüíûå ìíîæåñòâà✿

[ϕ0
j ] = {a | a ∈ W∞ \ (

⋃

ϕk∈X

ϕ0
k), a ∈ ♦ϕ0

j , a 6∈ ♦ϕ0
j , k 6= j}.

Ïîëàãàåì ϕ1
j = ϕ0

j ∪
[

ϕ0
j

]

.
Ñâîéñòâà ✭✶✮ è ✭✷✮ ñëåäóþò èç ýòèõ îïðåäåëåíèé✳
Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ϕtj, 0 6 t < ‖X‖ äëÿ âñåõ ϕj ∈ X óæå ïîñòðîåíû✳
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå ìíîæåñòâà✿

[ϕtj1, . . . , ϕ
t
jt+1

] = {a | a ∈ M∞\(
⋃

ϕj∈X

ϕtj), a ∈

t+1
⋂

i=1

♦ϕtji, a 6∈ ♦ϕtl, l 6= j1, . . . , jt+1}.
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Ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ a ∈ M∞ òàêèõ✱ ÷òî èç a äîñòèæèìû âñå
ýëåìåíòû èç ϕtj1, . . . , ϕ

t
jt+1
, íî íå äîñòèæèìû ýëåìåíòû èç äðóãèõ íàáîðîâ✳

➶îçüì➻ì àíòèöåïü∇ ìèíèìàëüíûõ ñãóñòêîâ è èððåôëåêñèâíûõ ýëåìåí✲
òîâ ìíîæåñòâà {ϕj1, . . . , ϕjt+1

} ⊆ X. Ïî óñëîâèþ ✻ Òåîðåìû ✸✳✶ ñóùåñòâóþò
ðåôëåêñèâíûé ϕ∗

∇ è èððåôëåêñèâíûé ϕ∇ ýëåìåíòû èç X.
➴ñëè ϕ∗

∇ = ϕ∇ ✭ýëåìåíòû èç X ñ ïóñòûì îçíà÷èâàíèåì✮✱ òî îáîçíà÷èì
åãî ϕα = ϕ∗

∇ = ϕ∇ è ïîëîæèì ϕt+1
α = ϕtα ∩

[

ϕtj1, . . . , ϕjt+1

]

.

➴ñëè ϕ∗
∇ 6= ϕ∇, òî ââåä➻ì ìíîæåñòâà✿

[ϕj1, . . . , ϕjt+1
]∗ = {a | a ∈ [ϕtj1, . . . , ϕ

t
jt+1

], a ∈ ♦(
t+1
⋂

i=1

ϕji)

è
[ϕj1, . . . , ϕjt+1

]− = [ϕtj1, . . . , ϕ
t
jt+1

] \ [ϕj1, . . . , ϕjt+1
]∗.

Ïîëàãàåì (ϕ∗
∇)

t+1 = (ϕ∗
∇)

t ∪ [ϕj1, . . . , ϕjt+1
]∗,

(ϕ∇)
t+1 = (ϕ∇)

t ∪
[

ϕj1, . . . , ϕjt+1

]−
.

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ϕt+1
α ∩ ϕt+1

β = ∅ ïðè α 6= β, òàê êàê ìíîæåñòâà✱
ïðèñîåäèíÿåìûå ê ϕtα â îïðåäåëåíèè ϕt+1

α ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ïå✲
ðåñåêàþòñÿ ñ

⋃

ϕα∈X

ϕtα. Ñâîéñòâî ✷ âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ✳

Ïîñëå òîãî✱ êàê âñå ïîñòðîåíèÿ ϕtj äî ϕ
m
j , m = ‖X‖ çàâåðøåíû✱ ïðè✲

ñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òðåõ ñâîéñòâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé✳
Ñâîéñòâî ✶✳

➴ñëè a ∈ W∞ è a 6=
⋃

ϕj∈X

ϕt+1
j ✱ òî a ∈

⋂

16i6t+2

♦ϕtji äëÿ íåêîòîðûõ

j1, . . . , jt+2.
➘åéñòâèòåëüíî✱ ïóñòü a 6=

⋃

ϕj∈X

ϕt+1
j . ➶âèäó òîãî✱ ÷òî ♦ϕlj ⊆ ♦ϕl+1

j èìååì

a 6∈
⋃

ϕj∈X

ϕ0
j . Ïî ïîñòðîåíèþ Sl1(M

∞) =
⋃

ϕj∈X

ϕ0
j .

❰äíàêî✱ íàéä➻òñÿ ϕj1 òàêîå✱ ÷òî a ∈ ♦ϕ0
j1
.

➴ñëè a 6∈ ♦ϕ0
l äëÿ ∀l 6= ji✱ òî a ∈

[

ϕ0
α

]

è a ∈ ϕ1
α ⊆ ϕt+1

α , ÷òî ïðîòèâî✲
ðå÷èò óñëîâèþ✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ íàéä➻òñÿ ϕj2 òàêîå✱ ÷òî j1 6= j2 è a ∈ ♦ϕ0

j2
è

a ∈ ♦ϕ1
j1
∩ ♦ϕ1

j2
.

Ïóñòü t > 1, òîãäà a 6=
⋃

ϕj∈X

ϕ1
j è a ∈

[

ϕ1
j1
, ϕ1

j2

]

,

îòêóäà a ∈ ϕ1
j ∪

[

ϕ1
j1
, ϕ1

j2

]

⊆ ϕ2
j è a ∈

⋃

ϕj∈X

ϕ2
j ⊆

⋃

ϕj∈X

ϕt+1
j , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ✳ ➬íà÷èò íàéä➻òñÿ ϕj3 òàêîå✱ ÷òî a ∈ ♦ϕ1
j3
è

a ∈ ♦ϕ1
j1
∩ ♦ϕ1

j2
∩ ♦ϕ1

j3
⊆ ♦ϕ2

j1
∩ ♦ϕ2

j2
∩ ♦ϕj3.

Ïðîäîëæèì ýòè ðàññóæäåíèÿ✱ ïîëó÷èì✿

a 6=
⋃

ϕj∈X

ϕtj, x ∈ ♦ϕt−1
j1

∩ · · · ∩ ♦ϕt−1
jt+1

⊆ ♦ϕtj1 ∩ · · · ∩ ♦ϕtjt+1
.

✶✽



Òîãäà✱ åñëè a ∈ ♦ϕtk, k 6= j1, . . . , jt+1, òî a ∈
[

ϕtj1, . . . , ϕ
t
jt+1

]

⊆
⋃

ϕj∈X

ϕt+1
j . Ñíîâà

ïðîòèâîðå÷èå✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ íàéä➻òñÿ ϕjt+2
îòëè÷íîå îò óæå íàéäåííûõ è

òàêîå✱ ÷òî a ∈
t+2
⋃

i=1

♦ϕji. Ñâîéñòâî ✶ äîêàçàíî✳

Ñâîéñòâî ✷✳
➴ñëè ‖X‖ = m > 2, òî ∀a ∈ M∞(a ∈

⋃

ϕj∈X

ϕmj ).

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî a 6∈
⋃

ϕj∈X

ϕm−1
j . Ïðèìåíÿåì äîêàçàííîå ñâîéñòâî ✶

ïðè t = m− 2. Ïîëó÷àåì✿

a ∈ ϕm−2
j1

∩ · · · ∩ ♦ϕm−2
jm

⊆ ♦ϕm−1
j1

∩ · · · ∩ ♦ϕm−1
jm

.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòîâ ϕj ñ j 6= j1, . . . , jm âX íåò✱ òî a ∈
[

ϕm−1
j1

, . . . , ϕm−1
j

]

⊆

⊆
⋃

ϕj∈X

ϕmj .

Ñâîéñòâî ✷ äîêàçàíî✳
Ïóñòü m = 1. Ýòî çíà÷èò✱ ÷òî ïîñûëêà ïðàâèëà r ñîñòîèò èç îäíî✲

ãî äèçúþíêòà✳ Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ ✷ è ✸ èç Òåîðåìû ✸✳✶ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
M = 〈X,R, V 〉✱ òî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ϕj ∈ X îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
p0 ∈ Φ2 (ϕj) è Φ2 (ϕj) = Φ1 (ϕj) . ➶ ýòîì ñëó÷àå r âëå÷➻ò ïðàâèëî ♦p0/¬♦p0.

❰íî î÷åâèäíî ëîæíî✳ Ïîýòîìó äëÿ ñëó÷àÿ m = 1 Òåîðåìà ✸✳✷ äîêàçàíà✳ Ïðî✲
äîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ m > 2.

❮à îñíîâàíèè äîêàçàííîãî ñâîéñòâà ✷ ìîæåì ââåñòè íîâîå îçíà÷èâàíèå
ψ : {p1, . . . , pn} → 2W

∞

òàêîå✱ ÷òî äëÿ ∀a ∈ ϕmj (a |=ψ pi ⇔ pi ∈ Φ1(ϕj))✳ ➘ëÿ
òàêîãî îçíà÷èâàíèÿ ψ ñïðàâåäëèâî✿
Ñâîéñòâî ✸✳

∀a ∈ ϕmj (a |=ψ ϕj)✳
➘îêàçàòåëüñòâî âåä➻ì èíäóêöèåé ïî ìèíèìàëüíîìó t òàêîìó✱ ÷òî a ∈ ϕtj.

Ïóñòü t = 0✱ òî åñòü a ∈ ϕ0
j . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé✱ êîãäà j 6= s è

j 6= t✭ñì✳îïðåäåëåíèå ϕ0
j✮✳ Øêàëû aR

∞6 è ϕR6j èçîìîðôíû ïî ïðåäïîëîæå✲
íèþ✳

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé✱ êîãäà ýëåìåíò a ✖ ðåôëåêñèâåí✳ ➶îçüì➻ì ϕβ òàêîé✱
÷òî (ϕj, ϕβ) ∈ R. Òîãäà ϕβ = b ∈ W∞ è (a, b) ∈ R∞. Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ0

β :
{ϕβ} = {b}✱ ïîýòîìó b ∈ ϕ0

β ⊆ ϕmβ è b |=ψ pi ⇔ pi ∈ Φ1(ϕβ) ⇔ ϕβ |=V pi.

Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî aR
∞6 è ϕR6j èçîìîðôíû è êàê ìîäåëè✳ Òîãäà èç óñëîâèÿ ✺

Òåîðåìû ✸✳✶ ∀ϕj ∈ M(ϕj |=V ϕj) ñëåäóåò a |=ψ ϕj.
➴ñëè æå a ✖ èððåôëåêñèâíûé ýëåìåíò✱ òî èçîìîðôíûìè îêàçûâàþòñÿ

ìîäåëè aR
∞< è ϕR<j .Ïîñêîëüêó a ∈ ϕ0

j ⊆ ϕmj , òî íà a èñòèííà ïðè îçíà÷èâàíèè
ψ âñÿ íåìîäàëüíàÿ ÷àñòü ϕj. ➶ ìîäåëè M ϕj íàêðûâàåò íåêîòîðóþ àíòèöåïü
∇ è ïðè ýòîì ñîãëàñíî óñëîâèþ ✼ á✮ Φ2(ϕj) =

⋃

ϕ∈∇

(Φ1(ϕ) ∪ Φ2(ϕ)).

✶✾



Ïîñêîëüêó ∇ ⊆ ϕR<j è ìîäåëè ϕR<j è ϕR
∞<

j èçîìîðôíû✱ òî íà a èñòèííà
è ïðè ψ âñÿ ìîäàëüíàÿ ÷àñòü ϕj. ❰êîí÷àòåëüíî a |=ψ ϕj.

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ϕj = ϕs èç óñëîâèÿ ✸ Òåîðåìû ✸✳✶✳ Òîãäà ϕs ✖ íåâû✲
ðîæäåííûé îäíîýëåìåíòíûé ñãóñòîê ✶✲ãî ñëîÿ✳

➴ñëè a ∈ ϕ0
s✱ òî ëèáî a = ϕs✱ ëèáî a ∈ S1(M

∞) \
⋃

k 6=s

ϕ0
k. ➶ ïåðâîì

ñëó÷àå✱ ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó✱ ïîëó÷èì a |=ψ ϕs. ➶î âòîðîì
ñëó÷àå äëÿ ∀b ∈ aR

∞6 è b ∈ ϕ0
s ⊆ ϕms èìååì b |=ψ pi ⇔ pi ∈ Φ1(ϕs) è

Φ1(ϕs) = Φ2(ϕs)✳ Ïî ýòîìó b |=ψ ϕs.
Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ϕj = ϕt èç óñëîâèÿ ✸ Òåîðåìû ✸✳✶✳ Òîãäà ϕt ✖ èð✲

ðåôëåêñèâíûé ýëåìåíò ✶✲ãî ñëîÿ✳ ➴ñëè a ∈ ϕt, òî ëèáî a = ϕt✱ ëèáî a = b ✖
íåêîòîðûé èððåôëåêñèâíûé ýëåìåíò ✶✲ãî ñëîÿ è b ∈ ϕ0

k, k 6= t✳
➶ ïåðâîì ñëó÷àå a = ϕt ∈ ϕ0

t ⊆ ϕmt è ïî îïðåäåëåíèþ íà a èñòèííà âñÿ
íåìîäàëüíàÿ ÷àñòü ϕt✳ Ïîñêîëüêó Φ2(ϕt) = ∅✱ òî a |=ψ ϕj.

➶î âòîðîì ñëó÷àå b ∈ ϕ0
t ⊆ ϕmt è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ íà b èñòèííà âñÿ

íåìîäàëüíàÿ ÷àñòü ϕt✳ ➮ç èððåôëåêñèâíîñòè ýëåìåíòà b ïîëó÷àåì✱ ÷òî
b |=ψ ϕt✳

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü✱ ÷òî äëÿ âñåõ t ≤ k ñâîéñòâî ✸ äîêàçàíî è a ∈

ϕk+1
j \ϕkj . Òîãäà a ∈

[

ϕkj1, . . . , ϕ
k
jk+1

]

è ϕj óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ✼ à✮ èëè ✼ á✮

Òåîðåìû ✸✳✶✱ ãäå ∇ ✖ àíòèöåïü ìèíèìàëüíûõ ñãóñòêîâ ñðåäè {ϕj1, . . . , ϕjk+1
}.

➬àìåòèì✱ ÷òî a |=ψ pi ⇔ pi ∈ Φ1(ϕj),òàê êàê a ∈ ϕkj ⊆ ϕmj ✱ òî åñòü íà a
èñòèííà íåìîäàëüíàÿ ÷àñòü ϕj.

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ϕi = ϕ∗
∇ è ïî óñëîâèþ ✼ à✮ Òåîðåìû ✸✳✶✿

Φ2(ϕ
∗
∇) = Φ1(ϕ

∗
∇) ∪

⋃

ϕ∈∇

Φ2(ϕ) (∗),

òî åñòü Φ1(ϕ
∗
∇) ⊆ Φ2(ϕ

∗
∇) è ýëåìåíò a = ϕ∗

∇ ✖ èððåôëåêñèâíûé✳ Òîãäà a |=ψ

pi ⇒ a |=ψ ♦pi.
➶îçüì➻ì pi ∈ Φ2(ϕ

∗
∇) \ Φ1(ϕ

∗
∇). ➮ç (∗) ñëåäóåò✱ ÷òî pi ∈ Φ2(ϕjg) äëÿ

íåêîòîðîãî ϕjg ∈ ∇.

Óñëîâèå a ∈ [ϕkj1, . . . , ϕ
k
jk+1

] âëå÷➻ò a ∈
k+1
⋂

i=1

♦ϕkj1. ❰òñþäà a ∈ ♦ϕkjg è

òîãäà ñóùåñòâóåò b : b ∈ ϕkjg è (a, b) ∈ R∞. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
b |=ψ ϕjg è b |=ψ ♦pi✳ Òîãäà a |=ψ ♦pi.

Ïîêàæåì îáðàòíîå✿ a |=ψ ♦pi âëå÷➻ò pi ∈ Φ2(ϕ
∗
∇). Ñóùåñòâóåò

c ∈ W∞ òàêîé✱ ÷òî (a, c) ∈ R∞ è c |=ψ pi. Ïîñêîëüêó a ∈
[

ϕkj1, . . . , ϕ
k
jk+1

]

è a 6∈ ♦ϕl,

l 6= j1, . . . , jk+1, òî ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ìîæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî c 6∈ ♦ϕkl .
Ïóñòü c ∈

⋃

ϕ∈X

ϕk. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ϕγ : c ∈ ϕkγ è a ∈ ♦ϕkγ✳

Ñëåäîâàòåëüíî ϕγ ∈
{

ϕj1, . . . , ϕjk+1

}

. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

✷✵



C |=ψ ϕγ è pi ∈ Φ2(ϕγ). ❮î ϕγ ∈ ∇, ñëåäîâàòåëüíî pi ∈ Φ2 (ϕγ) ⊆ Φ2 (ϕj) ,
÷òî è òðåáîâàëîñü✳

Ñëó÷àé ϕj = ϕ∇ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì✳ Ñâîéñòâî ✸
äîêàçàíî✳

Ïî ñâîéñòâó ✷ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ M∞ íàéä➻òñÿ ϕj òàêîå✱ ÷òî
a ∈ ϕmj .Ïî ñâîéñòâó ✸ a |=ψ ϕj. Òîãäà ïðè îçíà÷èâàíèè ψ èñòèííà âñÿ ïîñûëêà
ïðàâèëà r.

➶ ìîäåëè MX èìååòñÿ ϕα òàêîå✱ ÷òî p0 ∈ Φ2(ϕα). ➶îçüì➻ì a ∈ ϕmα . Ïî
ñâîéñòâó ✸ a |=ψ ϕα è a |=ψ ♦p0. Òîãäà a 6|= ¬♦p0, òî åñòü çàêëþ÷åíèå ïðàâèëà
r ëîæíî✳ Ñëåäîâàòåëüíî ïðàâèëî r íåäîïóñòèìî â K4 + bw2✳

Òåîðåìà ✸✳✷ äîêàçàíà✳
➮ç Òåîðåìû ✸✳✶ è Òåîðåìû ✸✳✷ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò îñíîâíàÿ✿

Òåîðåìà ✸✳✸✳ Ïðàâèëî âûâîäà A/B äîïóñòèìî â ëîãèêå K4 + bw2 òîãäà è
òîëüêî òîãäà✱ êîãäà åãî ðåäóöèðîâàííàÿ ôîðìà r íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Òåîðåìû ✸✳✷✱ òî åñòü äëÿ ëþáîãî X èç ìîäåëè MX = 〈X,R, V 〉 íåâûïîëíèìî
õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé ✭✶✮✲✭✼✮✳

✷✶



➬➚✃❐Þ×➴❮➮➴

➶ ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû✿
✶✳ ❮àéäåí ñåìàíòè÷åñêèé êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ïðàâèë âûâîäà â ëîãèêå
K4 + bw2✳

✷✳ Ïîñòðîåí àëãîðèòìè÷åñêèé êðèòåðèé✱ ðàñïîçíàþùèé äîïóñòèìîñòü ïðà✲
âèë â ëîãèêå K4 + bw2✳

Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè ïî äîïóñòèìîñòè äëÿ ëîãèêè K4+ bw2 ðåøåíà
ïîëîæèòåëüíî✳

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â òåîðèè íåñòàíäàðòíûõ ëîãèê✳

✷✷



ÑÏ➮Ñ❰✃ ➮ÑÏ❰❐Ü➬❰➶➚❮❮ÛÕ ➮ÑÒ❰×❮➮✃❰➶

✶✳ Ðûáàêîâ ➶✳➶✳ ➘îïóñòèìûå ïðàâèëà ïðåäòàáëè÷íûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê✳ ✴✴
➚ëãåáðà è ëîãèêà✳ ✖ ✶✾✽✶✳ ✖ Ò✳ ✷✵✱ ➑ ✹✳ ✖ Ñ✳ ✹✵✹✲✹✻✹✳

✷✳ Ðûáàêîâ ➶✳➶✳ Ðàçðåøèìîñòü ïî äîïóñòèìîñòè â êîíå÷íîñëîéíûõ ìîäàëü✲
íûõ ëîãèêàõ✳ ✴✴ ➚ëãåáðà è ëîãèêà✳ ✖ ✶✾✽✹✳ ✖ Ò✳ ✷✸✱ ➑✶✳ ✖ Ñ✳ ✶✵✵✲✶✶✻✳

✸✳ Ðûáàêîâ ➶✳ ➶✳ Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû äîïóñòèìîñòè â ðàñøèðåíèÿõ
S4.3. ✴ Òåçèñû äîêëàäîâ✱ ❱■✕➶ñåñîþçíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷å✲
ñêîé ëîãèêå✳ Òáèëèñè✳ ✖ ✶✾✽✷✳ ✖ Ñ✳ ✶✺✽✳

✹✳ Ðûáàêîâ ➶✳ ➶✳ ✃ðèòåðèè äîïóñòèìîñòè ïðàâèë â ìîäàëüíîé ñèñòåìå S4
è èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå✳ ✴✴ ➚ëãåáðà è ëîãèêà✳ ✖ ✶✾✽✹✳ ✖ Ò✳ ✷✸✱ ➑✺✳ ✖
Ñ✳ ✺✹✻✲✺✼✷✳

✺✳ ❘②❜❛❦♦✈ ❱✳❱✳ ❆❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ◆❡✇✲❨♦r❦✿
❊❧s❡✈✐❡r P✉❜❧✳ ✖ ✶✾✾✼✳ ✖ ✻✶✼ñ✳

✷✸




