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   ВЛИЯНИЕ ДАЛЬНОДЕЙСТВУЮЩЕЙ КОРРЕЛЯЦИИ 
ДЕФЕКТОВ НА НЕРАВНОВЕСНОЕ КРИТИЧЕСКОЕ 
ПОВЕДЕНИЕ НЕУПОРЯДОЧЕННОЙ МОДЕЛИ 
ГЕЙЗЕНБЕРГА С ЛИНЕЙНЫМИ ДЕФЕКТАМИ* 

Проводится исследование влияния высокотемпературного начального состояния на 

критическое поведение неупорядоченных систем с дальнодействующей корреляцией 

дефектов. Методами Монте-Карло проведено численное исследование неравновес-

ной коротковременной динамики трехмерной модели Гейзенберга с протяженными 

дефектами структуры. Проведен расчет нового неравновесного критического показа-

теля θ' = 0,453(26).  
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Особенности поведения макроскопических систем в окрестности тем-

пературы фазового перехода второго рода определяются сильным взаимо-
действием долгоживущих флуктуаций параметра порядка. Так, слабое воз-
мущение в окрестности критической точки может вызывать аномально 
сильный отклик и приводить к новым физическим эффектам. В этом 
плане, наиболее неожиданные явления возникают при рассмотрении вли-
яния различных неравновесных начальных условий на аномально медлен-
ную релаксацию системы в критической области. 

Для описания влияния неравновесных начальных условий на критиче-
скую динамику в работе [1] в рамках ренормгруппового подхода был раз-
работан метод коротковременной динамики. 

В соответствии с теорией скейлинга сингулярная часть потенциала 

Гиббса 
sin 0( , , , )g t h mF t , определяющая состояние системы в критической 

области, характеризуется обобщенной однородностью относительно основ-
ных термодинамических переменных: 

 
sin 0 sin 0( , , , ) ( , , , ),t h ma a a a

g gt h m b b t b b h b mtF t = F t  (1) 

времени t, приведенной температуры τ, поля h и начальной намагниченно-
сти m0, здесь b – фактор подобия, ai – показатели подобия. Как следствие 

этого, в критической точке (τ = 0, h = 0) намагниченность /m h= -dF d  ха-

рактеризуется следующей временной зависимостью:  
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Разложение правой части в (2) по малой величине 
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0
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степенной зависимости 

 
( 1)/ '( ) ~ ~ ,h m ta a a

m t t t
- + + q

 (3) 

где am определяет поведение системы за счет влияния неравновесных 
начальных состояний. 
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В работе [1] было показано, что если 
начальное состояние ферромагнитной си-
стемы характеризуется достаточно высокой 
степенью хаотизации спиновых переменных 
со значением относительной намагниченности 
m0 << 1, то в критической точке процесс релак-
сации системы из данного начального нерав-
новесного состояния на макроскопически ма-
лых временах будет характеризоваться не 
уменьшением, а увеличением намагниченно-
сти со временем по степенному закону с пока-
зателем, характеризуемым новым независи-
мым динамическим критическим индексом 

θ’: 
'( ) ~ ,m t t q  который принимает положитель-

ные значения. При этом с увеличением вре-
мени коротковременная динамика параметра 

порядка при 
1/( ' / )

0~ z

crt t m - q +b n>>  сменяется на 

привычную долговременную динамику умень-
шения параметра порядка со временем по 

степенному закону 
/( ) ~ ,zm t t-b n

 с показателем, 

определяемым статическими критическими 
индексами β и ν и динамическим критиче-
ским индексом z. 

Метод коротковременной динамики поз-
воляет получить информацию о критическом 
поведении системы уже на начальном нерав-
новесном динамическом этапе, не достигая 
состояния равновесия.  

В большинстве работ исследование кри-
тического поведения неупорядоченных си-
стем ограничивается рассмотрением низкой 
концентрации точечных дефектов структуры 
[2], что позволяет считать дефекты структуры 
и создаваемые ими эффекты типа «случайной 
локальной температуры» гауссовски распре-
деленными и некоррелированными. 

Однако неидеальности структуры не мо-
гут быть смоделированы с помощью простых 
некоррелированных дефектов, и вопрос о 
влиянии на критическое поведение эффек-
тов корреляции дефектов структуры значи-
тельно менее исследован. В рамках этой же 
проблемы возникает задача исследования 
влияния на критическое поведение протя-
женных дефектов, таких как линейные дис-
локации, кластеры точечных дефектов или 
плоские дефекты структуры, возникающие, 
например, на границе зерен. 

Можно ожидать, что дальнодействую-
щая корреляция в пространственном рас-
пределении дефектов структуры может мо-
дифицировать критические свойства неупо-
рядоченных систем. 

В данной работе исследуется коротко-
временная критическая динамика с несохра-
няющимся параметром порядка (модель A) 
[3] в трехмерных Гейзенберовских магнети-
ках с дальнодействующей корреляцией де-
фектов со спиной концентрацией p = 0,8. 

Критическое поведение трехмерной 
неупорядоченной ферромагнитной модели 
Гейзенберга описывается гамильтонианом 

 
,

i j i j

i j

H J p p S S= - å S S , (4) 

где (S ,S ,S )x y z

i i i iS = (Sx y z,S,SS  – это трехмерный единич-

ный вектор в узле i, J > 0 характеризует об-
менное взаимодействие ближайших спинов, 
носящее ферромагнитный характер, pi – слу-
чайные переменные, характеризующие за-
мороженный структурный беспорядок в си-
стеме (pi = 1, когда узел i занят спином, и 
pi = 0, когда узел пуст). Наличие дефектов 
структуры приводит к смене динамики изо-
тропного магнетика, описываемой моделью 
J, на релаксационную динамику модели А по 
классификации Гальперина – Хоенберга [3]. 
Однако согласно критерию Харриса крити-
ческое поведение модели Гейзенберга устой-
чиво относительно влияния точечного некор-
релированного структурного беспорядка. В 
этом плане становится очень важным иссле-
дование влияния протяженных примесных 
структур на критическое поведение характе-
ристик модели Гейзенберга. 

Полагается, что дальнодействующие эф-
фекты корреляции между точечными дефек-
тами реализуются в виде случайно ориенти-
рованных линий с корреляционными харак-
теристиками, спадающими по степенному 
закону с показателем a = 2 [4]. Для этого был 
использован следующий способ создания 
примесных конфигураций: из заполненной 
спинами трехмерной решетки случайным об-
разом удалялись линии, параллельные осям 
координат, до достижения заданной концен-
трации примесей. Для обеспечения изотроп-
ности распределения дефектов в кристалле 
число удаляемых линий в каждом из трех 
направлений поддерживалось одинаковым. 

В данной работе рассматривались про-
стые кубические решетки с линейным разме-
ром L = 128. Используемый в работе алгоритм 
Метрополиса с динамикой односпинового 
переворота отражает динамику модели A и 
позволяет сравнить полученное значение 
критического индекса z с результатами ре-
нормгруппового описания неравновесной 
релаксации этой модели. 

На основе ренормгруппового анализа [1] 

и ε-разложения можно ожидать, что основ-
ное скейлинговое соотношение для k-го мо-
мента намагниченности 

 
( )

0( , , , )km t L mt =  

 0/ ( ) 1/

0( , , / , )
xk k zb m b t b L b b m- b n - n= t  (5) 

реализуется после относительно малого мак-
роскопического промежутка времени tmic. В 
уравнении (5) b – пространственный мас-
штабный фактор, β и ν – статические крити-
ческие индексы, z – динамический индекс, 
x0 – новый независимый критический ин-
декс, задающий масштабную размерность 
начального значения намагниченности m0, 
τ = (T – Tc)/Tc – приведенная температура. 
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На ранней стадии эволюции системы 
корреляционная длина еще достаточно мала 
и конечность размера моделируемой си-
стемы оказывается несущественной. Выбе-
рем пространственный масштабный фактор 
в виде b = t1/z. Применяя скейлинговую 

форму (5) для k = 1 и малой величины 0 /

0 ,
x z

t m

получаем следующее выражение: 

 0 /' 1/

0 0 0( , , ) ( , )
x zzm t m m t F t t mq nt = t =

 
' 1/ 2 2

0 0(1 ) ( , ),zm t at O mq n= + t + t  (6) 

где θ’ = (x0 – β/ν)/z. 
Для τ = 0 и достаточно малых t и m0, скей-

линговая зависимость для намагниченности 

(6) принимает вид 
'( ) ~m t tq .  

В данной работе измерялась временная 
эволюция намагниченности, определяемая 
выражением: 
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где угловые скобки обозначают статистиче-
ское усреднение, а квадратные скобки – 
усреднение по различным примесным кон-
фигурациям. 

Двумя другими наблюдаемыми величи-
нами в коротковременной динамике явля-
ются второй момент намагниченности m(2)(t), 

 ( )
2

(2)

3
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и автокорреляционная функция 

 ( )
3

1

1
( ) (0)

sN

i i i

i

A t S t S p
pL =
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ë û
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Для конечных систем размерности d  
с линейным размером решетки L второй  
момент намагниченности m(2)(t,L)~Ld. Сопо-
ставляя этот результат со скейлинговой фор-
мой в уравнении (5) для τ = 0 и b = t1/z,  

получаем 2(2) 2 / (2) 1/( ) ~ (1, ) ~
cz zm t t m t L t- -b n

, где 

2 ( 2 / ) /c d z= - b n . 

Кроме того, тщательный скейлинговый 
анализ показывает, что автокорреляционная 
функция спадает по степенному закону 

A(t)~-ca, / '.ac d z= -q  

Таким образом, исследование коротко-
временной эволюции системы из высокотем-
пературного начального состояния m0 << 1 
позволяет определить динамические индексы 
z и θ’ и отношение статических индексов β/ν. 

Стоит отметить, что динамический про-
цесс, начинающийся с полностью упорядо-
ченного состояния (m0 = 1), более предпочти-
телен из-за меньшего влияния флуктуаций на 
результаты. Для более точного определения 
критической температуры и критических ин-
дексов для трехмерной модели Гейзенберга с 
линейными дефектами в работе [5] было про-
ведено исследование релаксации данной мо-
дели из полностью упорядоченного началь- 

ного состояния. Были получены значения ди-
намического индекса z и статических индек-
сов β и ν. Их значения можно сравнить с ре-
зультатами моделирования системы из неупо-
рядоченного начального состояния m0 << 1. 

В данной работе представлено численное 
исследование коротковременной динамики 
трехмерной модели Гейзенберга с линей-
ными дефектами на кубической решетке ли-
нейного размера L = 128. Было проведено мо-
делирование, начиная из высокотемператур-
ного состояния или из состояния с малым 
значением намагниченности m0 = 10–4, 0,01, 
0,02, и 0,03 (рис. 1). Моделирование прово-
дилось при температуре равной критической 
T = Tc = 1,197(2) J/kБ. Значение критической 
температуры было получено с использова-
нием метода кумулянтов Биндера четвертого 
порядка и методики пересечения кривых ξ/L 
в работах [5; 6]. 

 

 
Рис. 1. Эволюция намагниченности для различных 

начальных состояний m0 = 10–4 (1); 0,01 (2); 0,02 (3); 0,03 (4) 
 
Для независимого определения динами-

ческого критического индекса z и отношения 
β/ν были исследованы временные зависимо-
сти второго момента намагниченности m(2)(t) и 
автокорреляционной функции A(t) для си-
стем, для которых моделирование начиналось 
из высокотемпературного состояния m0 << 1 
(фактически из состояния m0 = 10–4). При эво-
люции системы из начального неупорядочен-
ного состояния справедливы скейлинговые 
зависимости для намагниченности m(t), вто-
рого момента намагниченности m(2)(t) и авто-
корреляционной функции A(t) в коротковре-
менном режиме, приведенные выше. 

Поскольку начальная спиновая конфигу-
рация с намагниченностью m0 должна быть 
неравновесной, для ее получения был приме-
нен следующий алгоритм: с помощью алго-
ритма Вольфа при температуре T = 1,45 J/kБ, 
близкой к критической Tc = 1,197 J/kБ [5; 6], 
система из начального, полностью упорядо-
ченного состояния приводилась к состоянию 
с намагниченностью m, близкой к m0, а затем 
переворотом отдельных спинов получалось 
состояние с намагниченностью m0. Получен-
ная конфигурация сохранялась, и для нее 
проводилось моделирование до 2000 MCS/s 
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(шагов Монте-Карло на спин) с помощью ал-
горитма Метрополиса при температуре 
Tc = 1,197 J/kБ . 

В данной работе измерялась эволюция 
намагниченности m(t) с начальных состоя-
ний m0 = 0,0001, 0,01, 0,02, и 0,03, второй 
момент намагниченности m(2)(t) и автокорре-
ляционная функция A(t) с m0 = 0,0001 до 
t = 2000 MCS/s. Полученные кривые для 
намагниченности m(t) представлены на 
рис. 1, для m(2)(–) – на рис. 2, а и для A(t) – на 
рис. 2,б, они построены в двойном логариф-
мическом масштабе. Эти кривые были полу-
чены усреднением по 1500 конфигурациям 
примеси, для каждой из которых усреднение 
проводилось по 25 прогонкам. Наиболее рас-
пространенными в нашей стране вычисли-
тельными системами являются кластерные. 
Для подобных систем задача о критическом 
поведении неупорядоченных систем допус-
кает крупноблочную декомпозицию. Наибо-
лее эффективная параллелизация методов 
Монте-Карло возникает при расчете примес-
ной конфигурации со статистическими про-
гонками на отдельном процессорном эле-
менте. При этом подходе отсутствуют межсе-
тевые обмены между процессорными эле-
ментами. Уникальной особенностью методов 
Монте-Карло является высокая эффектив-
ность вычислений на очень большом числе 
процессорных элементов. 

 

 

 

Рис. 2. Эволюция второго момента намагниченности m(2)(t) 
(а) и автокорреляционной функции A(t) (б) для L = 128 

с начальной намагниченностью m0 = 0,0001 
 

В результате линейной аппроксимации 
этих кривых на интервале t є [1200;1900] 
MCS/s были получены значения показателя 
θ' =0,424(32), θ' = 0,316(28), θ' = 0,215(30) и 
θ' = 0,144(26), соответственно для начальных 
состояний с m0 = 10–4, 0,01, 0,02, и 0,03, и 
индексы c2 = 0,847(31) и ca = 0,884(23). Итого-
вое значение θ' = 0,417(31) было получено пу-
тем экстраполяции к m0 = 0. При использова-
нии соотношений, связывающих показатели 
ca, c2 и θ' с критическими индексами, были 
определены значения β/ν = 0,523(72) и 
z = 2,306(231). 

Интервал, на которым были получены дан-
ные индексы, выбирался из минимума средне-
квадратичной погрешности аппроксимации 
исследуемых величин. Зависимости средне-
квадратичной погрешности линейной аппрок-

симации 
cas , 

2cs  и 
'qs , при моделировании из 

начального состояния с m0 = 10–4, от выбора 
временного интервала приведены на рис. 3. 

 

 

 

 

Рис. 3. Зависимость среднеквадратичной погрешности 
линейной аппроксимации для автокорреляционной 

функции A(t) (а), второго момента намагниченности m(2)(t) 
(б) и намагниченности m(t) (в) от выбора временного 

интервала t є [tleft;1900] 
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На следующем этапе работы осуществ-
лялся расчет поправок к асимптотической 
зависимости измеряемых величин за счет 
влияния конечности моделируемых систем. 
Для этого применялось следующее выраже-
ние для временной зависимости наблюдае-
мых величин X(t): 

  
/( ) (1 ),z

x xX t A t B t-= +d w
 (10) 

где ω является критическим индексом по-
правки к скейлингу, Ax и Bx – коэффициенты 
разложения, показатель δ = θ’ в случае 
X = m(t), δ = c2 в случае X = m(2)(t) и δ = –ca в 
случае X = A(t). Это выражение отражает 
скейлинговое преобразование в критической 
области зависящих от времени поправок к 

скейлингу в виде 
/ zt-w  к обычному виду по-

правок 
/w nt  в равновесном состоянии за 

время t, сравнимое со временем релаксации 

параметра порядка ~ ( )z

rt kWx x  [3]. 

При анализе полученных кривых была 
использована схема линейной аппроксима-
ции для зависимости Xt-δ от t-ω/z при измене-
нии значений показателя δ, а также крити-
ческого индекса ω/z. Процедура расчета 
критического индекса ω заключалась в сле-
дующем: 

1. Временной интервал влияния дефек-
тов структуры был разбит на всевозможные 
участки Δt с длинами от 100 MCS/s до 1900 
MCS/s. 

2. На каждом из участков был проведен 
поиск показателя δ для фиксированного зна-
чения ω/z. Поиск был осуществлен из усло-
вия минимума среднеквадратичных откло-
нений процедуры аппроксимации σδ. 

3. Найденные значения δ были усред-
нены по выбранным участкам с определе-
нием среднего значения <δ> и относительной 
погрешности Δδ. 

4. Индекс ω/z был определен из условия 
минимальности значений относительных по-
грешностей Δδ. 

Для нахождения зависимости относи-
тельных погрешностей Δδ для фиксирован-
ных значений ω/z будем рассматривать раз-
личные разбиения отрезка t є [100, 2000] на 
интервалы различной длины. Рассмотрим 
интервалы с длиной от 100 MCS/s до макси-
мально возможной длины 1900 MCS/s. На 
каждом из таких отрезков будем искать ми-
нимум среднеквадратичной погрешности 
аппроксимации. Далее отбросим все интер-
валы, на которых минимум не был найден, и 
будем использовать значения показателя, по-
лученного на тех интервалах, которые до-
ставляют минимум среднеквадратичной по-
грешности аппроксимации. Найдем среднее 
значение показателя δ по этим интервалам, а 
также значения относительных погрешно-
стей Δδ, при этом учитывать вклад от интер-
валов разной длины в эти значения можно, 

введя весовые множители, пропорциональ-
ные длинам интервалов. Для аппроксимации 
использовался метод наименьших квадра-
тов. Плотность функции распределения 
изображена на рис. 4 на примере ρ(θ’), при 
моделировании из начального состояния с 
m0 = 10–4. 

 

 
Рис. 4. Плотность функции распределения ρ(θ')  

для различных временных интервалов 
(Сплошная линия соответствует среднему значению 
показателя по различным временным интервалам 

θ’ = 0,431.) 
 

На рис. 5,а представлена зависимость 
среднеквадратичной погрешности σ линей-
ной аппроксимации поведения намагничен-
ности m(t) от показателя θ' для m0 = 0,01 на 
интервале t є [500, 2000] для ω/z = 0,200, 
0,230, 0,260. 

 

 

 

Рис. 5. Зависимость среднеквадратичной погрешности σθ’ 
линейной аппроксимации (a) 

и относительной погрешности Δθ’ (б)  
для начального состояния m0 = 0,01  

для различных значений ω / z 
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На рис. 5,б представлена зависимость 
глобальной среднеквадратичной погрешно-
сти Δθ' при моделировании из начального со-
стояния с m0 = 0,01, минимум достигается 
при ω/z = 0,230 на интервале t є [500, 2000]. 
Минимуму глобальной среднеквадратичной 
погрешности Δδ достигается при ω/z = 0,300 
на интервале t є [100, 2000] при моделирова-
нии из начального состояния с m0 = 0,02, при 
ω/z = 0,160 на интервале t є [900, 2000] при 
моделировании из начального состояния с 
m0 = 0,03. 

Минимум зависимости глобальной сред-
неквадратичной погрешности Δca достига-
ется при ω/z = 0,260 на интервале t є [100, 
2000]. Исследование зависимости глобальной 
среднеквадратичной погрешности Δc2 от ω/z 
показало, что минимум достигается при 
ω/z = 0,200 на интервале t є [1200, 2000]. 

В результате процедуры нахождения 
коррекции к скейлингу для критического ин-
декса θ’ при моделировании из состояния с 
m0 = 10–4 минимум Δθ’ не достигается. Значе-
ния показателя без учета поправки к скей-
лингу θ’ = 0,424(32) и итоговое значение 
θ’ = 0,453(26), полученное в результате экс-
траполяции к m0 = 0, в пределах погрешно-
стей совпадают. Это говорит о том, что для 

малых значений m0 конечность размера мо-
делируемой системы оказывается несуще-
ственной. Итоговые значения критических 
индексов z = 2,166(85), β/ν = 0,580(75)  
и θ’ = 0,477(32) были получены с использова-
нием среднего значения показателя 

ω/z = 0,253(15). 
В данной работе было проведено компь-

ютерное моделирование методом коротко-
временной динамики с использованием ме-
тодов Монте-Карло для трехмерной неупоря-
доченной модели Гейзенберга с дальнодей-
ствующей корреляцией дефектов. В качестве 
начального состояния было выбрано высоко-
температурное состояние с m0 << 1. Концен-
трация спинов в системе поддерживалась 
равной p = 0,8. Была исследована эволюция 
намагниченности m(t), второго момента 
намагниченности m(2)(t) и автокорреляцион-
ной функции A(t). В таблице приведены зна-
чения полученных критических индексов z, 
θ’, β/ν, ν, β и ω. Для сравнения в таблице при-
ведены значения критических индексов, по-
лученные в работе [7] в результате проведен-
ного теоретико-полевого описания модели. 

Данные значения в пределах погрешно-
стей находятся в хорошем согласии с резуль-
татами теоретических расчетов.  

 
 

Значения полученных критических индексов и сравнение их с результатами моделирования  
методом Монте-Карло (МК) и ренормгруппового подхода (РГ) 

 z θ' β / ν ν β ω 

Слабо неупорядоченная система p = 0,80 

m0 << 1 2,320(153) 0,453(26) 0,467(39)   0,548(75) 

m0 = 1, [5] 2,257(61)  0,510(78) 0,770(74) 0,393(77) 0,786(45) 

Prudnikov et al., 2000, [7] (РГ) 2,264  0,482 0,798 0,362  

Прудников и др., 2010, [8] (РГ) 2,291(29)  0,490(5) 0,766(17) 0,375(5)  

Однородная система 

Prudnikov et al., 2012, [5] (МК) 2,049(31)  0,510(10) 0,705(26) 0,360(9)  

Fernandes et al., 2006, [9] (МК) 1,976(9)  0,482(3) 0,687(6) 0,361(2)  

Chen et al., 1993, [10] (МК)   0,516(10) 0,705(3) 0,364(5)  

 
Представленные результаты компьютер-

ного моделирования говорят о том, что метод 
коротковременной динамики может быть 
применен для исследования критических 
свойств систем с дальнодействующей корре-
ляцией дефектов. В таблице приведены зна-
чения статических и динамического индек-
сов, полученные в работах [5; 9; 10] для одно-
родной модели Гейзенберга. Полученные зна-
чения показателей демонстрируют сильное 
влияние дальнодействующей корреляции де-
фектов на критическое поведение систем, 
описываемых многокомпонентным парамет-
ром порядка. В результате широкий класс 
неупорядоченных систем может характери-
зоваться новым типом критического поведе-
ния. 

Сравнивая значения критических ин-
дексов для сильно и слабо неупорядоченной 
модели Гейзенберга, можно сделать вывод, 

что данные системы принадлежат к разным 
классам универсальности. 
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