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В данной статье рассматриваются непрерывные функции, заданные на границе шара B в C
n, n >

1, и обладающие одномерным свойством голоморфного продолжения вдоль семейств комплексных

прямых, проходящих через конечное число точек в шаре. Исследуется вопрос о существовании

голоморфного продолжения таких функций в шар B.
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Эта статья содержит некоторые результаты, связанные с голоморфным продолжением
функций f , заданных на границе шара B ⊂ C

n, n > 1, в этот шар. Речь пойдет о функциях
с одномерным свойством голоморфного продолжения вдоль комплексных прямых.

На комплексной плоскости C результаты о функциях с одномерным свойством голо-
морфного продолжения тривиальны. Поэтому наши результаты существенно многомерны.

Первый результат, относящийся к нашей теме, был получен в [1] М.Л.Аграновским и
Р.Е.Вальским, изучившими функции с одномерным свойством голоморфного продолжения
в шаре. Доказательство основывалось на свойствах группы автоморфизмов шара.

В [2] Э.Л.Стаутом, использовавшим комплексное преобразование Радона, теорема Аг-
рановского и Вальского была перенесена на произвольные ограниченные области с гладкой
границей. Альтернативное доказательство теоремы Стаута получено в [3] Кытмановым,
применившим интеграл Бохнера–Мартинелли. Идея использования интегральных пред-
ставлений (Бохнера–Мартинелли, Коши–Фантаппье, логарифмического вычета) оказалась
полезной при изучении функций с одномерным свойством голоморфного продолжения (см.
обзор [4]).

Вопрос о нахождении различных семейств комплексных прямых, достаточных для го-
ломорфного продолжения, был поставлен в [5]. Ясно, что семейство комплексных прямых,
проходящих через одну точку, не является достаточным. Как показано в [6], семейство всех
комплексных прямых, проходящих через конечное число точек, также, вообще говоря, не
является достаточным. Таким образом, простых аналогов теоремы Гартогса ожидать не
следует.

В работе [6] доказано, что семейство комплексных прямых, пересекающее росток порож-
дающего многообразия γ, является достаточным для голоморфного продолжения. В рабо-
те [7] рассмотрены семейства комплексных прямых, проходящих через росток комплексной
гиперповерхности, росток порождающего многообразия на комплексной гиперповерхности,
росток вещественно-аналитического многообразия, вещественной размерности n−1. В част-
ности, в C

2 это может быть любая вещественно-аналитическая кривая. Различные другие
семейства приведены в работах [8–11]. Отметим здесь работы [9, 11], в которых показано,
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что семейство комплексных прямых, проходящих через некоторым образом расположен-
ное конечное число точек, является достаточным для голоморфного продолжения. Правда,
это утверждается только для вещественно-аналитических или бесконечно дифференциру-
емых функций, заданных на границе шара. Так, в C

2 Аграновским и Глобевником для
вещественно-аналитических функций, заданных на границе шара, показано, что достаточ-
но 2 точек, лежащих в замыкании шара. Следующий пример Глобевника показывает, что
для функций непрерывных на границе шара 2 точек не достаточно для голоморфного про-
должения.
Пример 1. Рассмотрим в шаре B = {(z, w) ∈ C

2 : |(z, w)| < 1} часть комплексного много-
образия

Γ = {(z, w) ∈ B : w = 0},

то, как показал Глобевник, функция f =
wk+2

w̄
(k ∈ Z, k > 0) обладает одномерным

свойством голоморфного продолжения с ∂B вдоль комплексных прямых из семейства LΓ ,
является гладкой на ∂B, но не продолжается голоморфно в B.

Рассмотрим комплексные прямые, пересекающие Γ :

la = {(z, w) ∈ C
2 : z = a + bt, w = ct, t ∈ C}. (1)

Эти прямые проходят через точку (a, 0) ∈ Γ . При |a| < 1 точка (a, 0) ∈ B, при |a| > 1 точка
(a, 0) /∈ B. Без ограничения общности можно считать, что |b|2 + |c|2 = 1. Пересечение la∩∂B
образует окружность

|t|2 + ab̄t̄ + ābt = 1 − |a|2 или |t + ab̄|2 = 1 − |c|2|a|2. (2)

Действительно, так как для комплексных прямых вида (1) на ∂B выполнено равенство

t̄ =
1 − |a|2 − ābt

t + ab̄
,

то функция f на ∂B примет вид

f =
(t + ab̄)

1 − |a|2 − ābt
· (ct)k+2.

Знаменатель данной дроби обращается в 0 в точке t0 =
1 − |a|2

āb
. Подставляя эту точку в

выражение (2), получим

(1 − |a|2)2

|a|2|b|2
+ 1 − |a|2 > 0 при |a| < 1.

Поэтому точка прямой la, соответствующая t0, лежит вне шара B. Так что функция f
голоморфно продолжается в la ∩ B.

В нашей статье рассмотрены семейства комплексных прямых, проходящих через конеч-
ное (n + 1) число точек, лежащих в шаре B в C

n.
Пусть B = {z ∈ C

n : |z| < 1} — единичный шар в C
n с центром в нуле и S = ∂B граница

шара. Рассмотрим инвариантное ядро Пуассона [13, c.48]

P (z, ζ) = cn

(
1 − |z|2

)n

∣∣1 − 〈z, ζ̄〉
∣∣2n

= cn

(
1 − 〈z, z̄〉

)n

(
1 − 〈z, ζ̄〉

)n(
1 − 〈ζ, z̄〉

)n ,

где cn =
(n − 1)!

2πn
, 〈z, ζ〉 = z1ζ1 + · · · + znζn.
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Если функция f(z) M-гармоническая в B и непрерывная на B, то справедливо инте-
гральное представление

F (z) =

∫

S

f(ζ)P (z, ζ) dσ(ζ), (3)

где

dσ(ζ) =
2

in

n∑

k=1

(−1)k−1ζ̄k dζ̄[k] ∧ dζ (4)

мера Лебега на S, dζ = dζ1∧· · ·∧dζn, dζ̄[k] = dζ̄1∧· · ·∧dζ̄k−1∧dζ̄k+1∧· · ·∧dζ̄n. Граничные зна-

чения функции F (z) совпадают с f(ζ), т.е. F (z)
∣∣∣
S
= f(ζ). Напомним, что M-гармоническая

функция удовлетворяет инвариантному уравнению Лапласа [13, c.55-56]

△̃F (z) = 0,

где

△̃F (z) = 4
(
1 − |z|2

) n∑

j,k=1

(δjk − zj z̄k)
∂2F (z)

∂zj∂z̄k

и δjk — символ Кронекера. Функции, голоморфные в шаре B, являются M-гармоническими.
В частности, формула (3) является интегральным представлением для голоморфных функ-
ций.

Рассмотрим комплексную прямую вида

lz,b = {ζ ∈ C
n : ζ = z + bt, t ∈ C}, (5)

где z ∈ C
n, b ∈ CP

n−1.
Будем говорить, что функция f ∈ C(S) обладает свойством одномерного голоморфного

продолжения вдоль прямой lz,b, если S∩lz,b 6= ∅ и существует функция Flz,b
со следующими

свойствами:
1) Flz,b

∈ C(B ∩ lz,b),
2) Flz,b

= f на множестве S ∩ lz,b,
3) функция Flz,b

голоморфна во внутренних (относительно топологии lz,b) точках мно-

жества B ∩ lz,b.
Пусть Γ — некоторое множество в C

n. Обозначим через LΓ семейство всех комплексных
прямых lz,b таких, что z ∈ Γ, а b ∈ CP

n−1, т. е. это множество всех комплексных прямых,
проходящих через z ∈ Γ.

Будем говорить, что функция f ∈ C(S) обладает свойством одномерного голоморфного

продолжения вдоль семейства LΓ, если она обладает свойством одномерного голоморфного
продолжения вдоль любой комплексной прямой lz,b ∈ LΓ.

Назовем множество LΓ достаточным для голоморфного продолжения, если из того,
что f ∈ C(S) обладает свойством одномерного голоморфного продолжения вдоль всех ком-
плексных прямых из семейства LΓ, следует, что функция f голоморфно продолжается в B
(т. е. f является CR-функцией на S). Различные семейства достаточных множеств были
рассмотрены в работах Аграновского, Вальского, Стаута, Глобевника, Баракко и авторов
этой статьи.

Рассмотрим ядро вида

Q(z, w, ζ) = cn

(
1 − 〈z, w〉

)n

(
1 − 〈z, ζ̄〉

)n(
1 − 〈ζ, w〉

)n . (6)
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Очевидно, что P (z, ζ) = Q(z, z̄, ζ). Введем функцию

Φ(z, w) =

∫

S

f(ζ)Q(z, w, ζ) dσ(ζ).

Эта функция голоморфна по переменным (z, w) в B × B ⊂ C
2n, поскольку при ζ ∈ S и

z, w ∈ B знаменатель в ядре (6) не обращается в ноль. Отметим, что Φ(z, z̄) = F (z), а
производные

∂α+βΦ

∂zα∂wβ

∣∣∣∣
w=z̄

=
∂α+βF

∂zα∂z̄β
, (7)

где
∂α+βΦ

∂zα∂wβ
=

∂‖α‖+‖β‖Φ

∂zα1

1 · · · ∂zαn
n ∂wβ1

1 · · · ∂wβn
n

и α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) — мультииндексы, ‖α‖ = α1+· · ·+αn, ‖β‖ = β1 + · · · + βn.

Предложение 1. Пусть функция f(ζ) ∈ C(S) обладает свойством одномерного голоморф-

ного продолжения вдоль семейства L{0}, тогда для интеграла

Φ(z, w) =

∫

S

f(ζ)Q(z, w, ζ) dσ(ζ)

справедливы свойства Φ(0, w) = const и производные
∂αΦ(0, w)

∂zα
являются многочленами

по w степени не выше чем ‖α‖.

Доказательство. Рассмотрим производные

∂α+β

∂zα∂wβ

(
1(

1 − 〈z, ζ̄〉
)n(

1 − 〈ζ, w〉
)n

)
=

Cα,β ζ̄αζβ

(
1 − 〈z, ζ̄〉

)n+‖α‖(
1 − 〈ζ, w〉

)n+‖β‖
.

Нетрудно показать, что производная
∂α+βQ(0, w)

∂zα∂wβ
является суммой слагаемых вида

Cα,β,γ,δ ζ̄
α−γ′

ζβ−γ′′

wδ

(
1 − 〈ζ, w〉

)n+‖β‖−‖γ′′‖
, ‖δ‖ 6 n и ‖γ′′‖ 6 ‖γ′‖. Поэтому производная

∂α+βΦ(0, w)

∂zα∂wβ
равна

линейной комбинации интегралов вида

∫

S

f(ζ)
ζ̄α−γ′

ζβ−γ′′

(
1 − 〈ζ, w〉

)n+‖β‖−‖γ′′‖
dσ(ζ). (8)

Форма dσ(ζ) в переменных b и t, где ζ = bt, t ∈ C примет вид ( [4])

dσ(bt) =
2

in
|t|2n−2t̄ dt ∧

( n∑

k=1

(−1)k−1bk db[k]

)
∧

( n∑

k=1

(−1)k−1b̄k db̄[k]

)
.

Поскольку на сфере S верно равенство 1 = |ζ| = |bt|, то |t| =
1

|b|
и t̄ =

1

t|b|2
. Тогда

dσ(bt) =
2

in
1

t|b|2n
dt ∧

( n∑

k=1

(−1)k−1bk db[k]

)
∧

( n∑

k=1

(−1)k−1b̄k db̄[k]

)
= λ(b) ∧

dt

t
.
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Применяя теорему Фубини, получим

∫

S

f(ζ)
ζ̄α−γ′

ζβ−γ′′

(
1 − 〈ζ, w〉

)n+‖β‖−‖γ′′‖
dσ(ζ) =

=

∫

CPn−1

λ(b)

∫

S∩l0,b

f(bt)
t̄‖α‖−‖γ′‖t‖β‖−‖γ′′‖

t
(
1 − t〈b, w〉

)n+‖β‖−‖γ′′‖
dt =

=

∫

CPn−1

λ(b)

∫

S∩l0,b

f(bt)
t‖β‖−‖γ′′‖

t‖α‖−‖γ′‖+1
(
1 − t〈b, w〉

)n+‖β‖−‖γ′′‖
dt = 0,

если ‖β‖ > ‖α‖ (тогда ‖β‖ − ‖γ′′‖ > ‖α‖ − ‖γ′‖), а функция
1

1 − t〈b, w〉
голоморфна в

замкнутом круге |t| <
1

|b|
, т. е. в B ∩ l0,b. Отсюда в силу (8)

∂α+βΦ(0, w)

∂zα∂wβ
= 0 (9)

при ‖β‖ > ‖α‖.
Поэтому по формуле Тейлора для функции Φ(z, w) в точке (0, 0) получим, что Φ(0, w) =

const и производные
∂αΦ(0, w)

∂zα
есть многочлены по w степени не выше ‖α‖.

2

Следствие 1. В условиях предложения 1 производные
∂α+βF (0, 0)

∂zα∂z̄β
= 0 при ‖β‖ > ‖α‖.

Доказательство. Подставляя в равенство (9) w = z̄ и используя равенство (7), получим
требуемое утверждение.

2

Напомним, что автоморфизм шара ϕa(u), переводящий точку a в 0 и наоборот, имеет
вид

z = ϕa(u) =

a −
〈u, ā〉

〈a, ā〉
a −

√
1 − |a|2

(
u −

〈u, ā〉

〈a, ā〉
a
)

1 − 〈u, ā〉

и ϕa(u) является инволюцией, т. е. ϕ−1
a = ϕa [13, c. 34]. Отметим, что

(
ϕa(u), ϕā(v)

)
служит

автоморфизмом B × B, переводящим точку (a, ā) в точку (0, 0) и наоборот.
Как показано в [13, с.52, замечание], верно равенство

dσ(ϕa(η)) = P (a, η) dσ(η), η ∈ S,

а используя равенство (6), получим

dσ(ϕa(η)) = P (a, η) dσ(η) = Q(a, ā, η) dσ(η), η ∈ S.

По теореме 2.2.2 [13, c. 34] автоморфизм ϕa(u) является гомеоморфизмом шара B на себя
и гомеоморфизмом сферы S → S. Так же по теореме 3.3.5 [13, c. 50] верно равенство

P
(
ϕa(u), ϕa(η)

)
=

P (u, η)

P (a, η)
.

Поэтому

Q
(
ϕa(u), ϕā(ū), ϕa(η)

)
=

Q(u, ū, η)

Q(a, ā, η)
. (10)
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Поскольку многообразие v = ū является порождающим в C
n, a функции, входящие в ра-

венство (10), вещественно-аналитическими, то

Q
(
ϕa(u), ϕā(v), ϕa(η)

)
=

Q(u, v, η)

Q(a, ā, η)
.

Рассмотрим функцию

Φ(z, w) = Φ
(
ϕa(u), ϕā(v)

)
=

∫

S

f(ζ)Q
(
ϕa(u), ϕā(v), ζ

)
dσ(ζ).

Сделаем замену ζ = ϕa(η) и, обозначая f(ϕa(η)) = fa(η), получим

Φ(z, w) =

∫

S

f(ϕa(η))Q
(
ϕa(u), ϕā(v), ϕa(η)

)
dσ(ϕa(η)) =

=

∫

S

f(ϕa(η))
Q(u, v, η)Q(a, ā, η)

Q(a, ā, η)
dσ(η) =

=

∫

S

fa(η)Q(u, v, η) dσ(η) = Φa(u, v). (11)

Предложение 2. Пусть функция f(ζ) ∈ C(S) обладает свойством одномерного голо-

морфного продолжения вдоль семейства L{a}, a ∈ B, тогда Φ(a,w) = const и производные

∂αΦ(a,w)

∂zα
являются многочленами по ϕā(w) степени не выше чем ‖α‖.

Доказательство. С помощью автоморфизма ϕa переведем точку a в 0. Тогда по пред-
ложению 1 функция Φa(0, v) = const. Используя равенство (11), получим, что Φ

(
a, ϕā(v)

)
=

const или Φ(a,w) = const. Аналогично из предложения 1 и равенства (11) получим, что

производные
∂αΦ(a,w)

∂zα
являются многочленами от ϕā(w) степени не выше чем ‖α‖.

2

Представим функцию Φ(z, w) в виде суммы однородных многочленов по z и w. Разложим
Q(z, w, ζ) в ряд по степеням 〈z, ζ̄〉, 〈ζ, w〉. Поскольку

1(
1 − 〈z, ζ̄〉

)n =

∞∑

k=0

Ck
n+k−1〈z, ζ̄〉k,

1(
1 − 〈ζ, w〉

)n =

∞∑

l=0

Cl
n+l−1〈ζ, w〉l

(рассматриваемые ряды сходятся абсолютно для ζ ∈ S, z, w ∈ B, а также равномерно на
S × K, где K — произвольный компакт из B × B). Поэтому

Q(z, w, ζ) = cn

(
1 − 〈z, w〉

)n
∞∑

k=0

∞∑

l=0

Ck
n+k−1C

l
n+l−1

∫

S

f(ζ)〈z, ζ̄〉k〈ζ, w〉ldσ(ζ). (12)

Интеграл

∫

S

f(ζ)〈z, ζ̄〉k〈ζ, w〉ldσ(ζ) является однородным многочленом степени однородно-

сти k по z и l по w. Умножая сумму в равенстве (12) на множитель
(
1 − 〈z, w〉

)n
и пере-

группировывая слагаемые, получим, что

Φ(z, w) =

∞∑

k,l=0

Pk,l(z, w), (13)
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где Pk,l(z, w) — однородные голоморфные многочлены степени однородности k по z и l по
w. Причем двойной ряд сходится абсолютно в B × B и равномерно на любом компакте из
B × B.

Теорема 1. Пусть функция f(ζ) ∈ C(S), точка a ∈ B и функция Φ(z, w) удовлетворяет

условиям: Φ(0, w) = const, Φ(a,w) = const,
∂αΦ(0, w)

∂zα
— многочлен по w степени не выше

чем ‖α‖, тогда для любого фиксированного z, принадлежащего комплексной прямой l0,a =

{z ∈ C
n : z = at, |t| < 1}, выполняется Φ(z, w) = const по w, т. е.

∂βΦ(z, w)

∂wβ
= 0 при

‖β‖ > 0.

Доказательство. Представим функцию Φ(z, w) в виде (13)

Φ(z, w) =

∞∑

k,l=0

Pk,l(z, w).

По условию теоремы разложение (13) примет вид

Φ(z, w) =
∑

k>l>0

Pk,l(z, w),

поскольку производные
∂α+βΦ(0, 0)

∂zα∂wβ
= 0 при ‖β‖ > ‖α‖.

Введем функции Φk(z, w) =
∞∑

l=k

Pk,l(z, w), тогда

Φ(z, w) =

∞∑

k=0

Φk(z, w). (14)

Рассматриваемые ряды сходятся абсолютно в B ×B и равномерно на компактах из B ×B,
поскольку двойной ряд (13) сходится абсолютно в B × B и равномерно на компактах их
B × B, а ряд (14) является повторным рядом ряда (13).

Из вида ряда Φk(z, w) получаем, что Φk(tz, w) = tkΦk(z, w) для любого t ∈ C. По условию
теоремы

Φ(0, w) = Φ0(0, w) =

∞∑

l=0

P0,l(0, w) = const (15)

и

Φ(a,w) =

∞∑

k=0

Φk(a,w) = const .

Рассмотрим

Φ(at, w) =
∞∑

k=0

tkΦk(a,w). (16)

Вычислим

dm

dtm
Φ(at, w) = m!Φm(a,w) + · · · + k(k − 1) · . . . · (k − m + 1)tk−mΦk(a,w) + · · · .

Вычислим эту же производную как производную сложной функции

dm

dtm
Φ(at, w) =

∑

‖α‖=m

∂αΦ(at, w)

∂zα
· aα.
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Приравнивая производные, получим равенство

∑

‖α‖=m

∂αΦ(at, w)

∂zα
· aα =

∞∑

k=m

k(k − 1) · . . . · (k − m + 1)tk−mΦk(a,w). (17)

Подставляя в равенство (17) значение t = 0, получим, что
dm

dtm
Φ(0, w) = m!Φm(a,w) —

многочлен степени не выше чем m по w, поскольку левая часть этого равенства многочлен
степени не выше чем m по w по условию теоремы. При m = 0 получим Φ(0, w) = Φ0(a,w) =
const и из (15) имеем Φ(0, w) = Φ0(a,w) = Φ0(0, w).

В равенство (16) подставим t = 1, получим

Φ(a,w) =

∞∑

k=0

Φk(a,w) = const .

Поскольку Φk(a,w) =

∞∑

l=k

Pk,l(a,w) — многочлен по w степени не выше чем k, то

∞∑

l=k

Pk,l(a,w) = Pk,k(a,w). Поэтому

const = Φ(a,w) =

∞∑

k=0

Φk(a,w) =

∞∑

k=0

Pk,k(a,w).

Следовательно, Pk,k(a,w) = 0 при k > 0. Отсюда Φk(a,w) = 0 при k > 0, поэтому из (16)

получим Φ(at, w) = const и
∂βΦ(at, w)

∂wβ
= 0 при ‖β‖ > 0.

2

Следствие 2. Пусть функция f(ζ) ∈ C(S) обладает свойством одномерного голоморфного

продолжения вдоль семейства L{0,a}, тогда Φ(z, w) = const для точек z, принадлежащих

комплексной прямой l0,a ∩ B, т. е.
∂βΦ(z, w)

∂wβ
= 0 при ‖β‖ > 0.

Доказательство следует из предложения 1 и теоремы 1.
2

Следствие 3. В условиях следствия 2 производные
∂βF (z)

∂z̄β
= 0 для точек z ∈ l0,a ∩ B и

‖β‖ > 0.

Теорема 2. Пусть функция f(ζ) ∈ C(S) обладает свойством одномерного голоморфного

продолжения вдоль семейства L{c,d}, c, d ∈ B, тогда Φ
(
c + (d − c)t, w

)
= const по w при

|t| < 1, т. е.
∂βΦ

(
c + (d − c)t, w

)

∂wβ
= 0 при ‖β‖ > 0.

Доказательство. Пусть точки c, d ∈ B. Рассмотрим автоморфизм ϕc(z), переводящий
точку c в 0 и наоборот, т.е. ϕc(c) = 0 и ϕc(0) = c. Пусть при этом автоморфизме точка d
переходит в некоторую точку a = ϕc(d). Обозначим fc(ζ) = f(ϕc(ζ)) и

Φc(z, w) =

∫

S

fc(ζ)Q(z, w, ζ) dσ(ζ).

Из равенства (11) имеем Φ(z, w) = Φc

(
ϕc(z), ϕc̄(w)

)
. Поскольку по предложению 1

Φc

(
0, ϕc̄(w)

)
= const, то Φ(c, w) = const.
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Покажем, что при автоморфизме шара комплексная прямая переходит в комплексную
прямую. Действительно, пусть z = c + (d− c)t. Вычислим 〈z, c〉 = |c|2 + t

(
〈d, c̄〉 − |c|2

)
, тогда

ϕc

(
c + (d − c)t

)
= t

c
(
|c|2 − 〈d, c̄〉

)
−

√
1 − |c|2

(
d|c|2 − 〈d, c̄〉c

)

|c|2
(
1 − |c|2 − t(〈d, c̄〉 − |c|2)

) .

При t = 0 получим ϕc

(
c + (d − c)0

)
= ϕc(c) = 0, при t = 1 получим

a = ϕc

(
c + (d − c)1

)
= ϕc(d) =

c
(
|c|2 − 〈d, c̄〉

)
−

√
1 − |c|2

(
d|c|2 − 〈d, c̄〉c

)

|c|2
(
1 − 〈d, c̄〉

) ,

а в остальных точках t оно примет вид

ϕc

(
c + (d − c)t

)
=

tg

e1 − e2t
,

где g — вектор из C
n. Положим z1 =

tg1

e1 − e2t
, тогда t =

e1z1

g1 + e2z1
, а zj =

tgj

e1 − e2t
=

e1z1g1

e1g1
.

Поэтому ϕc

(
c + (d − c)t

)
определяет комплексную прямую, проходящую через точки 0 и a.

По теореме 1 имеем Φc(ct, w) = const, тогда Φ
(
c + (d − c)t, w

)
= const.

2

Следствие 4. В условиях теоремы 2 верно равенство
∂βF (z)

∂z̄β

∣∣∣
z=c+(d−c)t

= 0 при ‖β‖ > 0.

Теорема 3. Пусть n = 2 и функция f(ζ) ∈ C(S) обладает свойством одномерного голо-

морфного продолжения вдоль семейства L{a,c,d}, точки a, c, d ∈ B не лежат на одной

комплексной прямой в C
2, тогда

∂βΦ(z, w)

∂wβ
= 0 для любого z ∈ B и ‖β‖ > 0, а f(ζ) голо-

морфно продолжается в B.

Доказательство. Переведем точку d автоморфизмом ϕ в точку 0. При этом условия
относительно точек 0, ϕ(a) и ϕ(c) останутся прежними. Поэтому точки ϕ(a) и ϕ(c) снова
обозначим через a и c.

Пусть z̃ — произвольная точка прямой la,c, тогда по теореме 2 имеем
∂βΦ(z̃, w)

∂wβ
= 0 при

‖β‖ > 0. А по теореме 1 (по предложению 1 функция Φ удовлетворяет условиям теоремы

1 в нуле) тогда
∂βΦ(z, w)

∂wβ
= 0 для всех z ∈ l0,z̃, т. е. для всех точек z из некоторого

открытого множества в B. Подставляя в последнее равенство w = z̄ и используя равенство

(7), получим, что
∂βF (z)

∂z̄β
= 0. Так как точки 0, a, c не лежат на одной комплексной прямой,

то
∂βF (z)

∂z̄β
= 0 для всех точек z из некоторого открытого множества и, следовательно,

во всех точках шара B в силу вещественной аналитичности функции F (z). В частности,
∂F (z)

∂z̄j

= 0 для любого z ∈ B и j = 1, . . . , n, поэтому F (z) голоморфна в B, а значит, f(ζ)

голоморфно продолжается в B.
2

Из теоремы 3 следует, что в шаре B ⊂ C
2 достаточным множеством для непрерывной

функции, заданной на границе шара, является множество L{a,c,d}, где a, c, d — произвольные
точки из шара, не лежащие на одной комплексной прямой.

Обозначим A множество точек ak ∈ B ⊂ C
n, k = 1, . . . , n+1, не лежащих на комплексной

гиперплоскости в C
n.
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Теорема 4. Пусть f(ζ) ∈ C(S) обладает свойством одномерного голоморфного продол-

жения вдоль семейства LA, тогда
∂βΦ(z, w)

∂wβ
= 0 для любого z ∈ B и ‖β‖ > 0, а f(ζ)

голоморфно продолжается в B.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по n. Основанием индукции яв-
ляется теорема 3 (n = 2). Предположим, что для всех размерностей k < n теорема верна.
Не ограничивая общности при k = n, будем считать, что an+1 = 0.

Рассмотрим комплексную плоскость Γ, проходящую через точки a1, . . . , an, ее размер-
ность по условию теоремы равна n− 1 и 0 /∈ Γ. Пересечение Γ∩B является некоторым ша-
ром в C

n−1. Функция f
∣∣
Γ∩S

непрерывна и обладает свойством голоморфного продолжения

вдоль семейства LA1
, где A1 = {a1, . . . , an}. По предположению индукции

∂βΦ(z′, w)

∂wβ
= 0

при ‖β‖ > 0 для всех z′ ∈ Γ ∩ B.

Соединяя точки z′ ∈ Γ с точкой 0, получим по теореме 1, что
∂βΦ(z, w)

∂wβ
= 0 при ‖β‖ > 0

для некоторого открытого множества в B. Отсюда, как и в теореме 3, получаем, что F (z)
голоморфна в B, а значит, f(ζ) голоморфно продолжается в B. 2

При написании статьи авторы были поддержаны грантом РФФИ 11-01-00852.
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Holomorphic Continuation of Functions Along Finite
Families of Complex Lines in the Ball

Alexander M.Kytmanov

Simona G.Myslivets

In this paper we consider continuous functions given on the boundary of a ball B of C
n, n > 1 and

having one-dimensional property of holomorphic extension along the families of complex lines, passing

through finite number of points of B. We study the problem of existence of holomorphic continuation of

such functions in a ball B.

Keywords: holomorphic continuation, Poisson integral.
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