


ÐÅÔÅÐÀÒ

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ïî òåìå ¾Âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû

â çàäà÷å î ÷èñëå ðåøåòî÷íûõ ïóòåé¿ ñîäåðæèò 29 ñòðàíèö òåêñòîâîãî äîêó-

ìåíòà, 1 ïðèëîæåíèå, 16 èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, 5 ëèñòîâ ãðàôè÷åñêîãî

ìàòåðèàëà.

ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÀß ÔÓÍÊÖÈß, ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß, ÇÀ-

ÄÀ×À Î ×ÈÑËÅ ÐÅØÅÒÎ×ÍÛÕ ÏÓÒÅÉ.

Öåëü ðàáîòû - ðàçðàáîòàòü è çàïðîãðàììèðîâàòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ÷èñëà ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû áûë ðàçðàáîòàí è çàïðîãðàììèðîâàí àëãîðèòì íà-

õîæäåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ ÷èñëà ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåò-

êå.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû îáóñëàâëèâàåòñÿ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì ðàç-

íîñòíûõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîìåðíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè èñ-

ïîëüçóþòñÿ â òåîðèè öèôðîâûõ ìíîãîìåðíûõ ôèëüòðîâ, â ïåðå÷èñëèòåëüíîé

êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Âûâîäû: áûëà ðàññìîòðåíà ïðîáëåìàòèêà íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âñåì, êòî èçó÷àë ìàòåìàòèêó, õîðîøî èçâåñòåí ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé,

êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîãî óðàâíåíèÿ äèñêðåò-

íûì. Íî èñ÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïðèãîäèëîñü íå òîëüêî äëÿ àïïðîê-

ñèìàöèè, îíî ðàçâèâàëîñü ïàðàëëåëüíî îñíîâíûì ðàçäåëàì ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà è èìååò ñâîþ òåîðåòè÷åñêóþ áàçó äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Îñ-

íîâíûìè çàäà÷àìè â èñ÷èñëåíèè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ÿâëÿþòñÿ èíòåðïîëè-

ðîâàíèå è ñóììèðîâàíèå ôóíêöèé. Ñ ïîñëåäíåé çàäà÷åé òåñíî ñâÿçàíà çàäà÷à

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ. Çàäà÷à ñóììèðîâàíèÿ òåñíî ñâÿ-

çàíà ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè. Êàê â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, òàê è

â êîìáèíàòîðèêå íåâîçìîæíî ïåðåîöåíèòü çíà÷åíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Çíàÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ðåøåíèÿ, ìîæíî íàéòè ðåøåíèå äëÿ áîëüøîãî

êîëè÷åñòâà êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Äàäèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Äàíî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âèäà∑
α∈A⊂Zn

cαf(x+ α) = 0, x ∈ Zn, (0.1)

ãäå ïåðåìåííàÿ x = {x1, x2, . . . , xn}�n-ìåðíûé âåêòîð, à êîíñòàíòû α èìåþò

âèä α = {α1, α2, . . . , αn}.

Ñ íà÷àëüíûìè(êðàåâûìè) óñëîâèÿìè âèäà

f(x) = φ(x), x ∈M ⊂ Zn. (0.2)

Íåîáõîäèìî íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.1) ñ íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè (0.2).
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1 Çàäà÷à î ÷èñëå ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðè n=1

Ïðè n = 1 èìååì, Z � öåëî÷èñëåííûé ëó÷, à Z+ åãî íåîòðèöàòåëüíîé ÷àñòüþ.

Çàäàäèì øàãè α ∈ A, ãäå A ⊂ Z+.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âèäà

∑
α∈A

cαf(x+ α) = 0, x ∈ Z+, (1.1)

ãäå cα � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, à α�øàãè.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Êîøè. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñîâïàäàþùåå ñ

çàäàííîé ôóíêöèåé φ

f(x) = φ(x), x ∈ X ⊂ Z+, (1.2)

Ðàçìåð ìíîæåñòâà X çàâèñèò îò α.

1.1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðè n=2

Ïðè n = 2 çàäà÷à Êîøè ïðèìåò âèä∑
β∈B

∑
α∈A

cαβf(x+ α, y + β) = 0, (x, y) ∈ Z2
+, (1.3)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàâàåìîé óðàâíåíè-

åì (1.2) áóäåì íàçûâàòü ìíîãî÷ëåí âèäà

P (z) =
∑

(x,y)≥0

cαβ
zx
.

Ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà M õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (z)

áóäåì íàçûâàòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó â R2 ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A è B. Ãäå
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A ⊂ Z+ è B ⊂ Z+ � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ìíîæåñòâà òî÷åê 2-ìåðíîé

öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè.

f(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈M. (1.4)

1.2 Ïðèìåðû ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå

Èçâåñòíû ðàçíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è âèäà (0.1, 0.2), íàïðèìåð, ïóòè Äèêà

[3], ÷èñëà Äåëàííîÿ, âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è

(3.1, c. 12) , â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ è ìíîãîå äð. Ñàìîé èçâåñòíîé çàäà÷åé

ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ÷èñåë Êàòàëàíà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íàõîæäåíèå êî-

ëè÷åñòâà ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èçâåñòíî [17], êàê ìè-

íèìóì 60 ðàçëè÷íûõ çàäà÷, â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëà Êàòàëàíà. Òàêæå

èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êîìáèíàòîðûõ çàäà÷, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ

ê îòûñêàíèþ ïóòåé Äèêà. Â ÷àñòíîñòè çàäà÷à î ÷èñëå ïóòåé íà öåëî÷èñëåí-

íîé ðåøåòêå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííûõ ïóòåé Äèêà. Ðàññìîòðèì

íåêîòîðûå çàäà÷è.

1.2.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è

Èçâåñòíûé ïðèìåð îäíîìåðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

çíà÷åíèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

f(x) = f(x− 1) + f(x− 2).

Ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè f(0) = 1, f(1) = 1.

1.2.2 Ïóòè Äèêà

Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïóòåé Äèêà èìååò âèä

f(x, y) = f(x− 1, y + 1) + f(x− 1, y − 1).

Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â Z2
+.
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Ðèñóíîê 1 � Ïóòè Äèêà

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïóòÿì Äèêà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïðàâèëüíûå ñêî-

áî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âçÿâ âåêòîð (1, 1) â êà÷åñòâå ïðàâîé ñêîáêè, à

âåêòîð (1,−1) â êà÷åñòâå ëåâîé ñêîáêè. Ïîýòîìó ÷èñëî Äèêà D2n ðàâíÿåòñÿ

n−ìó ÷èñëó Êàòàëàíà Cn.
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1.2.3 ×èñëà â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ

Ðèñóíîê 2 � Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Õîðîøî èçâåñòíûå âñåì ÷èñëà Ïàñêàëÿ ìîæíî çàäàòü ðàçíîñòíûì óðàâíåíè-

åì âèäà

f(x, y) = f(x− 1, y) + f(x, y − 1).

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå ÿâëÿþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òàêæå ýòó çàäà÷ó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ñêîëüêèìè ïóòÿìè øàõìàò-

íàÿ ëàäüÿ ìîæåò äîáðàòüñÿ èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (m,n).
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2 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå

2.1 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (1.2)

íàçûâàþò ôóíêöèþ F (z), z ∈ C âèäà

F (z) =
∑
x≥0

f(x)

zx
. (2.1)

À.Ìóàâð [16] ðàññìîòðåë ïîä íàçâàíèåì âîçâðàòíûõ ðÿäîâ ñòåïåííûå ðÿäû

F (z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ akz

k + . . . ñ êîýôôèöèåíòàìè a1, a2, . . . , ak, . . .,

îáðàçóþùèìè âîçâðàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîò-

íîøåíèþ âèäà c0am+p+ c1am+p−1+ · · ·+ cmap, p = 0, 1, 2, . . ., ãäå cj íåêîòîðûå

ïîñòîÿííûå. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèå ðÿäû âñåãäà èçîáðàæàþò ðàöèîíàëüíûå

ôóíêöèè. Âàæíûå îñîáåííîñòè ðàöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ðàñ-

ñìîòðåíû â 4 ãëàâå [12].

Èçâåñòíî [13], ÷òî ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ (2.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå:

F (z) =
Q(z)

P (z)
,

ãäå P (z)� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), à

Q(z) � íåêîòîðûé ïîëèíîì çàâèñÿùèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

2.2 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â äâóìåðíîì ñëó÷àå

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

F (z, w) =
∑

(x,y)≥0

f(x, y)

zxwy
.

Ìîæíî ëè àíàëîãè÷íî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðå-

ìåííûõ òàêæå áóäåò ðàöèîíàëüíîé? Ýòîò âîïðîñ óæå íå òàê î÷åâèäåí, íî â [4]

äîêàçàíà òåîðåìà, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3,1.4) ðà-
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öèîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàöèîíàëüíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

íà÷àëüíûõ äàííûõ.

2.3 Îáùèå èäåè íàõîæäåíèÿ äâóìåðíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

Èäåè â îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è: òåîðèÿ ìíîãîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

[4] è ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó íà Z2
+ ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), óäàëåííóþ

îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Åñëè çàäàíû íåêîòîðûå øàãè (αi, βi), òî â ýòó òî÷êó

ìîæíî ïîïàñòü èç òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (x− αi, y − βi) (ðèñ.3)

Ðèñóíîê 3 � Ïðèìåð øàãîâ

ãäå A = (x− α1, y − β1), D = (x− α2, y − β2), E = (x− α3, y − β3), B =

(x, y).

Òîãäà ÷èñëî ïóòåé f(x,y) ðàâíî ñóììå ÷èñëà ïóòåé â ýòèõ òî÷êàõ.

f(x, y) = f(x− α1, y − β1) + f(x− α2, y − β2) + f(x− α3, y − β3).

Çàïèøåì ôîðìóëó äëÿ n ïóòåé â îáùåì âèäå
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f(x, y) =
n∑
i=1

f(x− αi, y − βi). (2.2)

Îáîçíà÷èì h10 = max
i=1,n
{αi} è h20 = max

i=1,n
{βi}, h1i = h10 − αi, h2i = h20 − βi.

Ïðîèçâåäåì çàìåíó â (2.2) x→ x+ h10, y → y + h20, òîãäà

f(x+ h10, y + h20) =
n∑
i=1

f(x+ h1i , y + h2i ).

Ïåðåïèøåì â âèäå

f(x, y) = ci

n∑
i=0

f(x+ h1i , y + h2i ), (2.3)

ãäå

ci =


1, åñëè i = 0,

−1, åñëè i > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ìîæíî îïèñàòü

ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ìîãóò

áûòü ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîãî âèäà, ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à èìåëà

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå äàííûå.

Èçâåñòíî [4], ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (2.3) íà÷àëüíûå äàííûå íåîáõîäèìî

çàäàâàòü íà ìíîæåñòâå

X = {Z2
+ \ h+ Z2

+},

ãäå h = (h10, h
2
0).

Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î ÷èñëå ïóòåé íà÷àëüíûå äàííûå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì øàãîâ (α, β). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(0, 0) = 1. Òàê, ÷òî-

áû íàéòè íà÷àëüíûå äàííûå íà íàïðàâëåíèè (x, 0), x = 0, 1, 2, . . . ðàññìîòðèì
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òîëüêî òå øàãè äëÿ êîòîðûõ βi = 0., åñëè òàêèõ øàãîâ íåò, òî, î÷åâèäíî, ÷òî

f(x, 0), x = 1, 2, . . . , èíà÷å ìû ïîëó÷àåì îäíîìåðíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

âèäà

∑
i∈B

cif(x+ h1i , 0) = 0,

ãäå B = {hi : h2i = h20},

ïðè÷åì,

f(x, 0) =


0, åñëè i < 0,

1, åñëè i = 0.

Çíà÷åíèÿ f(x, 0) ïðè x ≥ 1 ìîæíî ðåêóðñèâíî âû÷èñëèòü èñïîëüçóÿ

äàííîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå.

Âîîáùå ãîâîðÿ, âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ f(x, yk),

x = 0, 1, . . . ëîãè÷íî âû÷èñëÿòü ÷åðåç çíà÷åíèÿ f(x, yi), òàêèõ, ÷òî yi < yk,

i = 0, k − 1 ïîëàãàÿ, ÷òî âñå f(x, yi), 0 ≤ yi < yk, è ÷òî f(x, y) = 0, y < 0.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ íàïðàâëåíèé âäîëü îñè

OY.

Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è, ïîëîæèì f(x, y) = 0, x < 0

èëè y < 0 è f(x, y) = 1, òî åñòü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëî êîîðäèíàò

ìîæíî ïîïàñòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Ýòèõ äàííûõ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû, èñ-

ïîëüçóÿ äàííîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, âû÷èñëèòü çíà÷åíèå f(x, y) â ëþáîé

òî÷êå (x, y) ∈ Z2
+. Âïðî÷åì, èçâåñòíî [4], ÷òî ìîæíî âûïèñàòü ÿâíîå ðåøå-

íèå, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

[4]. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ÷èñëà ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå

F (z, w) =
∑

(x,y)∈Z2
+

f(x, y)

zxwy
.

.
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3 Ïðèìåðû

3.1 Íàõîæäåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ÷èñåë Ôèáîííà÷è

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïðè n = 1.

f(x) = f(x− 1) + f(x− 2),

f(0) = 1, f(1) = 1.

Ðèñóíîê 4 � Ïåðâûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîïàñòü èç òî÷êè 0 â

ëþáóþ òî÷êó, òàê êàê ó íàñ åñòü òîëüêî øàãè äëèííû 1 è 2, òî â òî÷êó 1

ìîæíî ïîïàñòü îäíèì ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ øàã äëèííû 1, à â òî÷êó 2

ìîæíî ïîïàñòü óæå 2 ñïîñîáàìè, èç òî÷êè 0 è èç òî÷êè 1.

Ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

f(x+ 2)− f(x+ 1)− f(x) = 0,
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äàëåå ïðåäñòàâèì â âèäå
∞∑
x=0

f(x+ 2)−
∞∑
x=0

f(x+ 1)−
∞∑
x=0

f(x+ 0) = 0,

ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà zx è ïðèäåì ê âèäó
∞∑
x=0

f(x+ 2)

zx
−
∞∑
x=0

f(x+ 1)

zx
−
∞∑
x=0

f(x)

zx
= 0.

Ñäåëàåì çàìåíó x = x− 2 äëÿ ïåðâîé ñóììû è x = x− 1 äëÿ âòîðîé ñóììû
∞∑
x=2

f(x)

zx−2
−
∞∑
x=1

f(x)

zx−1
−
∞∑
x=0

f(x)

zx
= 0.

Âûäåëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ F (z)

z2
∞∑
x=2

f(x)

zx
− z

∞∑
x=1

f(x)

zx
− F (z) = 0,

z2(F (z)−
1∑

x=0

f(x)

zx
)− z(F (z)−

0∑
x=0

f(x)

zx
)− F (z) = 0,

z2(F (z)− f(0)− f(1)

z
)− z(F (z)− f(0))− F (z) = 0,

z2F (z)− zF (z)− F (z) + zf(0)− z2f(0)− zf(1) = 0,

(z2 − z − 1)F (z) = z2f(0),

F (z) =
z2f(0)

z2 − z − 1
=

z2

z2 − z − 1
.

3.2 Îáùèé âèä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïðè n=1

Íàéäåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ îòûñêàíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè F (z).

Èìååì
n∑

α=0

cαf(x+ α) = 0, α ∈ A.

Ãäå êîýôôèöèåíò cα ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ïðè α = n è −1 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ. À òàêæå

f(x) = φ(x), x ∈ M.
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Ïðîäåëàåì òå æå øàãè, ÷òî è â (3.1, c. 12)

∞∑
x=0

n∑
α=0

cαf(x+ α) = 0,

∞∑
x=0

n∑
α=0

cαf(x+ α)

zx
= 0,

∞∑
x=0

cnf(x+ n)

zx
+ . . .+

∞∑
x=0

c0f(x)

zx
= 0,

cn

∞∑
x=n

f(x)

zx−n
+ . . .+ c0

∞∑
x=0

f(x)

zx
= 0,

cnz
n
∞∑
x=n

f(x)

zx
+ . . .+ c0

∞∑
x=0

f(x)

zx
= 0,

cnz
n(F (z)−

n−1∑
x=0

f(x)

zx
) + . . .+ F (z) = 0,

n∑
k=0

ckz
kF (z)−

n∑
k=1

ckz
k
k−1∑
x=0

f(x)

zx
= 0,

F (z) =

n∑
k=1

ckz
k
k−1∑
x=0

f(x)
zx

n∑
k=0

ckzk
.

3.3 Íàõîæäåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ÷èñåë â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

f(x, y) = f(x, y − 1) + f(x− 1, y).

È íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

f(0, 0) = 1, f(0, 1) = 1, f(1, 0) = 1.
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Ðèñóíîê 5 � Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êàõ ñåòêè ïðè çàäàííûõ øàãàõ.

Ðèñóíîê 6 � Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

ABCD îáðàçóåò ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ çàäàííûõ øàãîâ (0, 1) è (1, 0).
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Ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå óðàíåíèå ê âèäó

f(x+ 1, y + 1) = f(x+ 1, y) + f(x, y + 1),

f(x+ 1, y + 1)− f(x+ 1, y)− f(x, y + 1) = 0.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà zx è wy

∞∑
x=0

∞∑
y=0

f(x+ 1, y + 1)

zxwy
−
∞∑
x=0

∞∑
y=0

f(x+ 1, y)

zxwy
−
∞∑
x=0

∞∑
y=0

f(x, y + 1)

zxwy
= 0.

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ íàì íóæíî ïîëó÷èòü ïðîèçâîäÿùóþ

ôóíêöèþ F (z, w) âèäà

F (z, w) =
∞∑
x=0

∞∑
y=0

f(x, y)

zxwy
.

Ïðîèçâåäåì çàìåíó x = x− 1 è y = y − 1 äëÿ ïåðâîé ñóììû, x = x− 1 äëÿ

âòîðîé ñóììû è y = y − 1 äëÿ òðåòüåé ñóììû

zw

∞∑
x=1

∞∑
y=1

f(x, y)

zxwy
− z

∞∑
x=1

∞∑
y=0

f(x, y)

zxwy
− w

∞∑
x=0

∞∑
y=1

f(x, y)

zxwy
= 0,

zw

∞∑
x=1

∞∑
y=1

f(x, y)

zxwy
− z

∞∑
x=1

∞∑
y=0

f(x, y)

zxwy
− w

∞∑
x=0

∞∑
y=1

f(x, y)

zxwy
= 0,

zw

(
F (z, w)−

∞∑
x=0

f(x, 0)

zx
−
∞∑
y=0

f(0, y)

wy
+ 1

)
− (3.1)

−z

(
F (z, w)−

∞∑
y=0

f(x, 0)

wy

)
− w

(
F (z, w)−

∞∑
x=0

f(0, y)

zx

)
= 0.
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Ðèñóíîê 7 � Ïåðåñå÷åíèå îäíîìåðíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Ïîÿñíèì, ÷òî ïðîèçîøëî íà ïðîøëîì øàãå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü
∞∑
x=0

∞∑
y=0

f(x,y)
zxwy èç ïåðâîé ñóììû, íàì íóæíî ê çíà÷åíèÿì, êîòîðûå ó íàñ åñòü

∞∑
x=1

∞∑
y=1

f(x,y)
zxwy ïðèáàâèòü çíà÷åíèÿ íà íóëåâûõ ñëîÿõ ïî x è ïî y, êîòîðûìè

ñîîòâåòñòâåííî áóäóò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè Fx,0(z, 0) è F0,y(0, w), íî òàê

êàê ýòè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïåðåñåêàþòñÿ â îáëàñòè , òî íàì íóæíî

ïðèáàâèòü çíà÷åíèå íàõîäÿùååñÿ â ýòîé îáëàñòè,êîòîðîå â óñëîâèÿõ çàäà÷è

ðàâíî 1.

Âû÷èñëèì Fx,0(z, 0) è F0,y(0, w)

Fx,0(z, 0) =
z

z − 1
,

F0,y(0, w) =
w

w − 1
.

Ïîäñòàâèì â (3.1)

zw

(
F (z, w)− z

z − 1
− w

w − 1
+ 1

)
− z

(
F (z, w)− w

w − 1

)
−

−w
(
F (z, w)− z

z − 1

)
= 0,
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F (z, w) =
z2w
z−1 +

zw2

w−1 − zw −
z2

z−1 −
w2

w−1
zw − z − w

,

F (z, w) =
zw

zw − z − w
.

3.4 Îáùèé âèä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïðè n=2

Íàéäåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ îòûñêàíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè F (z, w).

Èìååì
m∑
β=0

n∑
α=0

cαβf(x+ α, y + β) = 0, α ∈ A, β ∈ B.

Ãäå êîýôôèöèåíòû cαβ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ïðè α = n è β = m, è −1 â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. À òàêæå

f(x, y) = φ(x, y), x ∈M.

Ïðîäåëàåì òå æå øàãè, ÷òî è â (3.3, c. 14)

m∑
β=0

n∑
α=0

∞∑
x=0

∞∑
y=0

cαβf(x+ α, y + β)

zxwy
= 0,

m∑
β=0

n∑
α=0

∞∑
x=α

∞∑
y=β

cαβf(x, y)

zx+αwy+β
= 0,

m∑
β=0

n∑
α=0

zαwβ
∞∑
x=α

∞∑
y=β

cαβf(x, y)

zxwy
= 0,

znwm
∞∑
x=n

∞∑
y=m

f(x, y)

zxwy
− zn−1wm

∞∑
x=n−1

∞∑
y=m

f(x, y)

zxwy
−

−znwm−1
∞∑
x=n

∞∑
y=m−1

f(x, y)

zxwy
− . . .− z0w1

∞∑
x=0

∞∑
y=1

f(x, y)

zxwy
− F (z, w) = 0,

18



znwm

(
F (z, w)−

n−1∑
i=0

Fi,y(i, w)

zi
−

m−1∑
i=0

Fx,i(z, i)

wi
+

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

φ(i, j)

ziwj

)
−

−zn−1wm

(
F (z, w)−

n−2∑
i=0

Fi,y(i, w)

zi
−

m−1∑
i=0

Fx,i(z, i)

wi
+

n−2∑
i=0

m−1∑
j=0

φ(i, j)

ziwj

)
−

−znwm−1

(
F (z, w)−

n−1∑
i=0

Fi,y(i, w)

zi
−

m−1∑
i=0

Fx,i(z, i)

wi
+

n∑
i=0

m−2∑
j=0

φ(i, j)

ziwj

)
−

− . . .− z0w1 (F (z, w)− Fx,0(z, 0))− F (z, w) = 0.

Ñãðóïïèðóåì çíà÷åíèÿ ïðè F (z, w), F (i, w), F (z, i), φ(i, j) è âûðàçèì F (z, w)

F (z, w) =

n∑
i=0

m∑
j=0

ziwjVij

(
i−1∑
k=0

Di
Fk,y(k,w)

zk
+

j−1∑
l=0

Dj
Fx,l(z,l)
wl

)
n∑
i=0

m∑
j=0

Bijziwj

−

−

n∑
i=0

m∑
j=0

ziwjKij

i−1∑
k=0

j−1∑
l=0

φ(k, l)zkwl

n∑
i=0

m∑
j=0

Bijziwj

,

ãäå

Bij =

 1, åñëè i = n, j = m,

−1, èíà÷å.

Vij =


1, åñëè i = n, j = m,

0, åñëè i = 0, j = 0,

−1, èíà÷å.

Dk =

0, åñëè k = 0,

1, èíà÷å.

Kij =


1, åñëè i = n, j = m,

0, åñëè i = 0 èëè j = 0,

−1, èíà÷å.
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3.5 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

Äëÿ ïðîñòîòû ïîíèìàíèÿ çàäà÷è ëåã÷å èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó
m∑
β̂=0

n∑
α̂=0

cα̂β̂f(x− α̂, y − β̂) = 0, (3.2)

âìåñòî
m∑
β=0

n∑
α=0

cαβf(x+ α, y + β) = 0. (3.3)

Òîãäà çàäà÷ó ìîæíî òðàêòîâàòü òàê: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç òî÷êè (0, 0)

ìîæíî ïîïàñòü â òî÷êó (x, y), èñïîëüçóÿ øàãè cα̂β̂(α̂, β̂), ïðè êîòîðûõ

cα̂β̂ 6= 0. Ýòè çíà÷åíèÿ ïîíàäîáÿòñÿ íàì äëÿ ðàññ÷åòîâ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé

φ.

• Ïî ôîðìóëå (3.3) ðàññ÷èòûâàåì ðàçìåð ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà, òî

åñòü íàõîäèì αmax è βmax.

• Ïî ôîðìóëå (3.2) ðàññ÷èòûâàåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ φ(x, y), ó÷èòûâàÿ,

÷òî φ(0, 0) = 1, òàê êàê èç ýòîé òî÷êè ìû âåäåì îòñ÷åò, ñëåäîâàòåëüíî,

â íå¼ ìîæíî ïîïàñòü îäíèì ñïîñîáîì â íà÷àëå çàäà÷è.

• Äåëèì âñå íà zx è ñóììèðóåì ïî x = 0, 1, 2, . . . ,+∞.

• Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñóììû ïî α è β ó êîòîðûõ cαβ 6= 0 äåëàåì

çàìåíó x = x− α, y = y − β.

• Âûíîñèì ñòåïåíè zα è wβ çà èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ.

• Âûðàæàåì F (z, w) è íàõîäèì îäíîìåðíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

• Ñîáèðàåì âñå ìíîãî÷ëåíû ïðè F (z, w) â ëåâóþ ÷àñòü, îñòàëüíîå

ïåðåíîñèì â ïðàâóþ ÷àñòü.

• Äåëèì ëåâóþ ÷àñòü íà ìíîãî÷ëåíû, ñòîÿùèå ïðè F (z, w), è ïîëó÷àåì

êîìïàêòíûé âèä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.
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Ñ ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple

ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ïðèëîæåíèè À.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ïîèñêà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è î

÷èñëå ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå äëÿ îäíîìåðíîãî è äâóìåðíîãî

ñëó÷àÿ.

Ïðåäñòàâëåí è çàïðîãðàììèðîâàí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèè â äâóìåðíîì è îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ À

Êîä ïðîãðàììû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñ øàãàìè

(0, 1)(1, 0), (1, 1)
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