
Journal of Siberian Federal University. Mathematics & Physics 2010, 3(3), 407–410

УДК 517.55

Вычисление радиуса сходимости ряда из гармонических
многочленов в R

3

Ольга В. Ходос∗

Институт математики,

Сибирский федеральный университет,

Свободный 79, Красноярск, 660041,

Россия

Получена 18.04.2010, окончательный вариант 25.05.2010, принята к печати 10.06.2010

В явном виде получена формула, позволяющая вычислять радиус сходимости ряда по однородным

гармоническим многочленам в трехмерном случае.

Ключевые слова: гармонические функции, однородные многочлены, формула Коши-Адамара.

Классическая формула Коши-Адамара позволяет вычислять радиус сходимости степен-

ного ряда по его коэффициентам. Для голоморфных функций многих комплексных пере-

менных ее аналоги хорошо известны (см., например, [1, §3]). Для гармонических функций

многих переменных естественно вместо разложения в степенной ряд рассматривать разло-

жение функций в ряд по однородным гармоническим многочленам (см., например, [2, гл.

11]). В работе автора [3] получена формула, позволяющая вычислять радиус сходимости

такого ряда, зная коэффициенты разложения функции в ряд Тейлора (т.е. зная значения

производных функции в начале координат) в R
n. В данной заметке в трехмерном случае

коэффициенты в аналоге формулы Коши-Адамара вычислены явно.

Рассмотрим в R
3 сферическую систему координат x = r cosϕ sinψ, y = r sinϕ sinψ,

z = r cosψ, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 ψ 6 π, z = r2 sinψ.

Рассмотрим ортогональную систему сферических функций в R
3 (см. [4, дополнение 2,

часть 2, §3])

Y −l
k = P

(l)
k (cosψ) · cos lϕ,

Y l
k = P

(l)
k (cosψ) · sin lϕ, l = 1, . . . , k, (1)

Y 0
k = Pk(cosψ),

где Pk(t) =
1

2k · k!
dk

(

t2 − 1
)k

d tk
— многочлены Лежандра, P

(l)
k (t) =

(

1 − t2
)

l

2
dlPk(t)

dxl
— при-

соединенные функции Лежандра.

Система (1) состоит из 2k + 1 функций с нормами

‖Y l
k‖2 =

∫

S1

(

Y l
k

)2
dσ =

2π
∫

0

π
∫

0

(

Y l
k(ϕ,ψ)

)2 · sinψ dϕdψ =
2

2k + 1
· π · εl ·

(k + l)!

(k − l)!
,

где ε0 = 2, а εk = 1 при k > 0.

В работе [3] получено следующее утверждение. Приведем его в трехмерном случае.

Пусть BR — шар в R
3 радиуса R с центром в нуле, а SR = ∂BR.
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Как известно (см., например, [2, гл. 11]), всякая функция F (r, ϕ, ψ), гармоническая в

BR, представима в BR рядом

F (r, ϕ, ψ) =
∞
∑

k=0

k
∑

l=−k

ak,lr
kY l

k(ϕ,ψ),

абсолютно сходящимся в BR и равномерно сходящимся внутри BR.

Коэффициенты Тейлора функции F имеют вид c(α1,α2,α3) =
1

α1!α2!α3!
· ∂

α1+α2+α3F

∂xα1∂yα2∂zα3

(0).

Обозначим сужение монома xα1yα2zα3 на сферу S1 через θα = θα1

1 θα2

2 θα3

3 , тогда, с одной

стороны,

θα = xα1yα2zα3 = cosα1 ϕ · sinα2 ϕ · sinα1+α2 ψ · cosα3 ψ,

с другой стороны,

θα =
∑

|k|6α1+α2+α3

dα,k,lY
l
k ,

dα,k,l =
1

‖Y l
k‖

∫

S1

θα Y l
k(ϕ,ψ) dσ(ϕ,ψ) =

1

‖Y l
k‖

2π
∫

0

π
∫

0

θα Y l
k(ϕ,ψ) sinψ dϕdψ.

Теорема 1 ([3]). Для того чтобы функция F (r, ϕ, ψ) была гармонической в BR, необходимо

и достаточно, чтобы

lim
k→∞

max
|l|6k

k

√

√

√

√

∣

∣

∣

∣

∣

∑

α1+α2+α3=k

cα dα,k,l

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

R
. (2)

Вычислим коэффициенты dα,k,l.

Лемма 1. Справедлива формула (α1 + α2 + α3 = k)

dα,k,0 =
1√
2π

∫

S1

θα · Y (0)
k (ϕ,ψ) dσ =

1√
2π

2π
∫

0

dϕ

π
∫

0

θα · Pk(cosψ) · sinψ dψ = (3)

=























√

π
2 · (α1 − 1)!! · (α2 − 1)!! ·

[ k

2 ]
∑

s=0
(−1)s · 22−s

(k − 2s)! · s! ·
(2k − α1 − α2 − 2s− 1)!!

(2k − 2s+ 1)
,

если α1, α2 четные,

0, иначе.

Доказательство. Рассмотрим интеграл
2π
∫

0

dϕ
π
∫

0

θα · Pk(cosψ) · sinψ dψ. Поскольку θα =

xα1yα2zα3 = cosα1 ϕ · sinα2 ϕ · sinα1+α2 ψ · cosα3 ψ, то

2π
∫

0

cosα1 ϕ · sinα2 ϕdϕ =

{

2 ·B
(

α2+1
2 ; α1+1

2

)

, если α1, α2 четные,

0, иначе.

Рассмотрим случай, когда α1, α2 четные.
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Так как Pk(cosψ) =
1

2k · k! ·
[ k

2 ]
∑

s=0
(−1)s · (2k − 2s)!

(k − 2s)!
· Cs

k · cosk−2s ψ, то

π
∫

0

Pk(cosψ) · sinα1+α2+1 ψ · cosα3 ψ dψ =

=
1

2k · k! ·
[ k

2 ]
∑

s=0

(−1)s · (2k − 2s)!

(k − 2s)!
· Cs

k ·
π

∫

0

sinα1+α2+1 ψ · cosα3+k−2s ψ dψ =

=
1

2k · k! ·
[ k

2 ]
∑

s=0

(−1)s · (2k − 2s)!

(k − 2s)!
· Cs

k ·B
(

α1 + α2 + 2

2
;
α3 + k − 2s+ 1

2

)

.

Таким образом, интеграл (3) примет вид

2π
∫

0

dϕ

π
∫

0

θα · Pk(cosψ) · sinψ dψ =

=
B

(

α2+1
2 ; α1+1

2

)

2k−1 · k! ·
[ k

2 ]
∑

s=0

(−1)s(2k − 2s)!Cs
k

(k − 2s)!
·B

(

α1 + α2 + 2

2
;
α3 + k − 2s+ 1

2

)

=

=
π

2k−2 · k! · (α1 − 1)!! · (α2 − 1)!! ·
[ k

2 ]
∑

s=0

(−1)s(2k − 2s)!Cs
k

(k − 2s)!
· (α3 + k − 2s− 1)!!

(α1 + α2 + α3 + k − 2s+ 1)!!
.

Последнее выражение можно упростить.

Заметим, что

(2k − 2s+ 1)!! =
(2k − 2s+ 1)!

(2k − 2s)!!
=

(2k − 2s+ 1)!

2k−s · (k − s)!
,

π

2k−2 · k! ·
(2k − 2s)!

(k − 2s)!
· Cs

k · 2k−s · (k − s)!

(2k − 2s+ 1)!
=

=
π

2k−2 · k! ·
(2k − 2s)!

(k − 2s)!
· k!

s! · (k − s)!
· 2k−s · (k − s)!

(2k − 2s+ 1)!
=

22−s · π
(k − 2s)! · s! · (2k − 2s+ 1)

.

Подставим:
2π
∫

0

dϕ

π
∫

0

θα · Pk(cosψ) · sinψ dψ =

= π · (α1 − 1)!! · (α2 − 1)!! ·
[ k

2 ]
∑

s=0

(−1)s · 22−s(2k − α1 − α2 − 2s− 1)!!

(k − 2s)! · s! · (2n− 2k + 1)

Очевидно, что во всех остальных случаях интеграл (3) равен 0. 2

Аналогичным образом доказывается

Лемма 2. Справедливы формулы (‖α‖ = k, 0! = 1, (−1)! = 1)
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dα,k,l =
1

‖Y l
k‖

∫

S1

θα·Y l
k(ϕ,ψ) dσ =

√

(k − l)!

(k + l)!
· 2k + 1

2π

2π
∫

0

sin(lϕ)dϕ

π
∫

0

θα·P (l)
k (cosψ)·sinψ dψ =

=











































√

(k−l)!
(k+l)! ·

π(2k+1)
2 ·

[ l−1

2 ]
∑

j=0

(−1)j · C2j+1
l · (α1 + l − 2j − 2)!! · (α2 + 2j)!!×

×
[ k−l

2 ]
∑

s=0
(−1)s · 22−s · (2k − α1 − α2 − 2s− l − 1)!!

(k − 2s− l)! · s! · (2k − 2s+ 1)
,

если α1 + l, α2 нечетные,

0, иначе;

(4)

dα,k,−l =

√

(k + l)!

(k − l)!
· 2k + 1

2π

2π
∫

0

cos(lϕ)dϕ

π
∫

0

θα · P (l)
k (cosψ) · sinψ dψ =

=











































√

(k+l)!
(k−l)! ·

π(2k+1)
2 ·

[ l

2 ]
∑

j=0

(−1)j · C2j
l · (α1 + l − 2j − 1)!! · (α2 + 2j − 1)!!×

×
[ k−l

2 ]
∑

s=0
(−1)s · 22−s · (2k − α1 − α2 − 2s− l − 1)!!

(k − 2s− l)! · s! · (2k − 2s+ 1)
,

если α1 + l, α2 четные,

0, иначе.

(5)

Таким образом, справедливо

Следствие 1. Для того чтобы функция F (r, ϕ, ψ) была гармонической в BR, необходимо и

достаточно, чтобы выполнялось неравенство (2), где коэффициенты dα,k,l определяются

формулами (3), (4), (5).
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The Evaluation of Convergence Radius for Series by

Harmonic Polynomials in R
3

Ol’ga V.Khodos

It is obtained the explicit formula for convergence radius of series by homogeneous harmonic polynomials

in R
3.
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