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ВВЕДЕНИЕ 

 

Модели «среднего поля», предложенные в работах [1,2], позволяют 

описывать конкурентное поведение большого числа малых игроков, избегая 

решения громоздких систем уравнений. Под «малым» здесь понимается игрок, 

изменение стратегии поведения которого не влияет на систему, т.е. значение 

имеет только вся масса игроков. Теория «среднего поля» рассматривает такие 

системы в непрерывном пределе – в случае бесконечного числа игроков, что 

приводит к тому, что каждый игрок реагирует на статистическое распределение 

состояний других игроков. Эволюция такого распределения в каждый момент 

времени определяется уравнением Колмогорова-Фоккера-Планка (КФП), а 

оптимальность выбранной игроком стратегии обуславливается принципом 

оптимальности Беллмана. Таким образом, в пределе стратегическое 

(конкурентное) поведение большого числа игроков можно описать связанной 

парой уравнений в частных производных – уравнением КФП и уравнением 

Гамильтона-Якоби-Беллмана (ГЯБ), а «однородность» игроков приводит к тому, 

что модели «среднего поля» широко используются при описании рыночных 

моделей экономики [3].  Следовательно, стоит вопрос о поиске эффективных 

методов решений для таких задач.  

Целью настоящей работы является оценка и сравнение двух методов 

решения модели «среднего поля»: метода конечно-разностной аппроксимации и 

нейросетевого подхода.  

Для достижения заявленной цели были поставлены следующие задачи.  

1. Провести анализ конечно-разностного подхода к решению 

классической постановки задачи «среднего поля».  

2. Разработать методологию применения PINN (Physics-informed neural 

networks) для решения задачи «среднего поля».  

Актуальность исследования заключается в малой исследованности 

области методов решения задач «среднего поля» и существенными 

ограничениями на параметры модели для обеспечения существования и 



4 

 

единственности решения таких задач. Здесь необходимо отметить, что методы, 

предлагаемые для решения классических постановок задач «среднего поля», в 

основном, являются конечно-разностными схемами, напрямую 

аппроксимирующие полученную систему дифференциальных уравнений. Обзор 

таких методов приведен в работах [3,4]. Проблема здесь заключается в 

ограничениях, накладываемых на модель, для обеспечения существования и 

единственности решения такой задачи.  Так, в работах основоположников теории 

[1,5] указано, что для единственности решения необходимо, чтобы 

моделируемый период времени был достаточно короткий или функционал, 

определяющий поведение системы, был выпуклым относительно управляющего 

воздействия. В работах [6,7] приведены контрпримеры, подтверждающие, что 

при невыполнении указанных условий, решение задачи может быть 

неединственным или не существовать. Однако, при моделировании реальных 

систем такие ограничения являются критическими. Для преодоления указанных 

трудностей в работах [11,12] был предложен подход к решению задач «среднего 

поля», заключающийся в переходе от непрерывной постановки к конечно-

разностной (дискретной) с наследованием основных свойств системы. Методы 

решения полученной дискретной задачи менее ограниченны, но всё еще требуют 

не выпуклости функционала, но монотонности производных относительно 

управляющей переменной, что тоже не всегда может быть обеспечено при 

решении реальных задач.  

Использование нейросетевого подхода кажется интересным, 

предложенный в [15], поскольку такой метод не предполагает никаких 

ограничений на функцию и приближает решение системы в заданных точках 

коллокации, минимизируя функционал потерь по всей области. Недостатком 

такого подхода является невозможность контроля точности решения, но его 

преимуществом является возможность качественной оценки поведения системы. 

Для уменьшения таких недостатков используются усовершенствования, 

предложенные в работе [16], которые улучшают приближение к решению и 

стабилизируют обучение модели. 
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Предметом исследования здесь является постановка задачи «среднего 

поля» для задачи Курно-Бертрана и PINN для решения классической постановки. 

В качестве методов исследования использовались вычислительные 

эксперименты, доказанные оценки сходимости разностных схем, а также 

инструменты по работе с нейросетями, предлагаемые в модуле TensorFlow языка 

Python.  

Работа состоит их 3 глав, 38 страниц и содержит 8 рисунков и 8 таблиц.    
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В результате проведенной работы были получены следующие результаты: 

1. Реализован конечно-разностный метод для задачи Курно-Бертрана. 

2. Установлено, что разностные методы применимы для решения 

ограниченного класса задач «среднего поля», поскольку накладывают 

существенные ограничения на используемые в постановке функции.  

3. В свою очередь, PINN является более универсальным методом, 

однако для его использования требуется, во-первых, нормировка данных, 

поскольку полученное дискретное решение ограничено областью значений 

функции активации. Во-вторых, для корректной работы PINN требуется 

предварительное знание о структуре решения (периодичность, нелинейность, 

разрывность). В-третьих, для PINN не существует понятия аппроксимации 

решения, то есть при увеличении числа точек коллокации в вычислительной 

области, увеличение точности полученного решения относительно реального не 

гарантируется.   

Полученные результаты могут быть использованы для разработки более 

сложного комплексного программного обеспечения для решения подобных 

задач. 
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