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РЕФЕРАТ 

 

Бакалаврская работа по теме "Идентификация неизвестной правой части 

уравнения соболевского типа" содержит 49 страниц текста и 30 

использованных источников. 

ФУНКЦИЯ ИСТОЧНИКА, ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА, УРАВНЕНИЯ 

СОБОЛЕСКОГО ТИПА, ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДИРИХЛЕ, 

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПЕРЕОПРЕДЕЛЕНИЕ, ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И 

ЕДИНСТВЕННОСТИ. 

Цель работы  –  найти достаточные условия разрешимости и 

единственности решения обратной задачи идентификации функции источника 

(правой части) в линейном уравнении соболевского типа по дополнительным 

интегральным данным на границе. 

В результате исследований доказаны теоремы существования и 

единственности обратной задачи отыскания правой части в линейном 

уравнении соболевского типа. Теорема доказана путем сведения обратной 

задачи к операторному уравнению второго роды для неизвестной правой части. 

Полученные результаты являются новыми, имеют теоретическое 

значение и могут быть использованы при построении общей теории обратных 

задач. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Появление новых математических моделей, учитывающих внутренние 

взаимодействия в сложных средах, дало толчок развитию качественной тео-

рии обратных и нелокальных задач для уравнений диффузии и фильтрации. К 

таким уравнениям относятся параболические и связанные с ними стационар-

ные уравнения и системы, а также уравнения, неразрешенные относительно 

старшей производной по времени, высшего порядка (третьего и выше) с про-

изводной по времени первого порядка, которые можно записать в виде 

 

                                                                       

 

где A и B – вообще говоря, нелинейные дифференциальные операторы по 

пространственным переменным четного порядка. Уравнения (1) и (2) с ли-

нейными операторами относятся к классу так называемых простых уравнений 

соболевского типа. 

Такие уравнения возникают при математическом описании многих фи-

зических процессов. Например, широкое приложение в моделировании имеет 

линейное уравнение 

               

 

описывающее нестационарный процесс фильтрации слабо сжимаемой жидко-

сти в трещиноватой среде, где ∆ – оператор Лапласа [2 – 4]. Различные урав-

нения и системы такого типа моделируют также процессы теплопереноса в 

гетерогенных средах [18]. 

 Актуальность темы исследования. Коэффициенты уравнений соболев-

ского типа характеризуют физические свойства среды, которые трудно опре-

делить экспериментально. Так свойства и структура трещиноватой среды (на-

пример, гидравлические свойства и проницаемость) могут меняться со време-

нем и зависят от естественных условий залегания пласта или грунта, которые 
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практически невозможно воссоздать в лабораторных условиях с необходимой 

точностью [2 – 3]. Поэтому параметры среды следует определять с помощью 

математических моделей на основе дополнительной информации о поведении 

среды в естественных условиях, а не на основе лабораторных экспериментов. 

  Таким образом, широкие приложения и трудности определения физиче-

ских параметров сложных сред приводят к необходимости постановки и изу-

чения различных краевых задач для  уравнений соболевского типа. 

В настоящей работе рассматривается следующая обратная задача для 

уравнений соболевского типа. При заданных константах     и функциях 

                     найти пару функций              , удовлетворяющую 

уравнению 

                                                                    

 

 в цилиндре            , краевым условиям  

 

                                                                       

                                                                           

 

и условию переопределения 

 

   
   

   
  

  

   
 

  

                                                          

 

где       ограниченная область,            -заданные функции. Основ-

ным результатом работы является теорема существования и единственности 

сильного обобщенного решения данной задачи.  Для доказательства теоремы 

используется метод, который разработан в [7, 22, 23] на основе идеи сведения 

обратной задачи к операторному уравнению для неизвестного коэффициента 

[11].  
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Обратные задачи для уравнений, неразрешенных относительно 

старшей производной по времени, в частности, уравнений соболевского 

типа слабо изучены в отличие от обратных задач для уравнений в част-

ных производных второго порядка. На сегодняшний день большинство 

результатов в этом направлении связаны с задачами восстановления 

правой части уравнений. Первый результат, полученный в [26], относит-

ся к обратным задачам идентификации неизвестной функции источника 

f в уравнении (1) с A = I+L, B = L, где L – линейный эллиптический опе-

ратор, I – тождественный оператор. В данной работе доказаны глобаль-

ные теоремы существования и единственности решения обратной задачи 

отыскания неизвестной правой части f = f(x) по известному следу u при t 

= T, а также функции f = φ(x)g(t), содержащей неизвестный множитель 

g(t) по информации о потоке u в некоторой точке границы области  Ω. 

Обратным задачам отыскания правой части уравнений соболевско-

го типа посвящены также работы [1, 8]. В них найдены условия сущест-

вования и единственности классического решения задачи определения 

функции, зависящей от пространственных переменных, в правой части 

уравнения фильтрации (3) в дивергентной форме с переменными коэф-

фициентами η, k. Кроме того, в [1] получены оценки непрерывной зави-

симости решения от данных переопределения в финальный момент вре-

мени. В работах [10,15,16,24,25] обсуждаются вопросы корректности за-

дачи определения нескольких функций      , i = 1, 2, …, m в правой час-

ти 

 

               

 

   

                                                      

 



6 

уравнения (1) при точечных условиях переопределения. В [15,25] доказано 

существование и единственность «в целом» по t сильного обобщенного реше-

ния обратных задач нахождения неизвестных функций   (t) в правой части (7) 

уравнений соболевского типа третьего и четвертого порядка по известным 

следам решения u во внутренних точках области   , i = 1, 2, …, r0. 

В [14, 19] исследуется корректность обратных задач восстановления не-

известных функций в правой части                      вырождающихся 

уравнений и систем соболевского типа при различных условиях переопреде-

ления. В частности, в [19] доказана однозначная разрешимость задачи восста-

новления вектор-функции    для системы уравнений соболевского типа в аб-

страктном банаховом пространстве. С помощью данных результатов в [14] 

установлены необходимые и достаточные условия разрешимости и единст-

венности сильного обобщенного решения задачи определения вектор-

функций       ,      и скалярной функции      , удовлетворяющих линеа-

ризованной системе Осколкова 

 

                            

                

 

с краевыми условиями             ,          и условиями переопределе-

ния  

 

                                    

 

Все приведенные выше результаты получены для линейных уравнений 

соболевского типа. В работах [5, 17, 20, 21, 30] изучались обратные задачи 

для нелинейных уравнений и систем с неизвестной правой частью. Получены 

теоремы существования и единственности обобщенного решения обратной 

задачи определения функции в правой части нелинейной системы, описы-
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вающей течение жидкости Кельвина-Фойгта, [5, 20, 21]. Для задачи восста-

новления функции h в правой части слабо нелинейного уравнения 

 

                                  

 

с интегральным условием переопределения в [30] установлены условия раз-

рушения решения u за конечный промежуток времени, а также условия ста-

билизации u к 0 при     .  

 С описанными выше обратными задачами для уравнений и систем со-

болевского типа тесно связаны задачи управления, которые по сути свoей 

также являются обратными задачами. Причем управление или управляющие 

параметры в таких задачах, как правило, находятся в правой части или на гра-

нице области. Такие задачи с различными критериями управления изучались 

Л.В.Уайтом и Т.-Ц.Ли [29].  В [29] исследуется поведение при ε → 0 решения 

задачи управления в ограниченной области        (n = 2, 3) с границей Γρ  

для уравнения (2) при                    с однородными начальными и 

граничными условиями и управлением c ε на границе Γρ  шара Bρ радиуса ρ, 

вложенного в область Ω. В качестве критерия управления используется инте-

гральное условие 

 

               
 

  
  

    
                                          

 

Установлено, что если            слабо в         при ε → 0, то решение    

сходится к решению y соответствующей задачи управления для параболиче-

ского уравнения, получающейся из данной задачи при ε = 0, слабо 

в                        

Научная новизна полученных результатов состоит в том, что раннее об-

ратные задачи нахождения неизвестной правой части уравнения (2) и других 
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уравнений соболевского типа с интегральным условием переопределения на 

границе (5) раннее другими исследователями не изучались. 

Выпускная работа включает себя введение, 2 раздела, заключение и 

список использованных источников. В 1 разделе приводятся определения ос-

новных функциональных пространств, используемых в работе, и теоремы су-

ществование и единственности решение обобщенной прямой краевой задачи 

для уравнения соболевского типа. 2 раздел посвящен основным результатам 

выпускной работы. 
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1 Основные определения и теоремы 

 

1.1 Основные обозначения и функциональные пространства 

  

 Приведём основные обозначения и определения функциональных про-

странств, используемых в данной работе. 

   – n- мерное евклидово пространство точек с n действительными ко-

ординатами;             -произвольная точка в нём; всюду    . Про-

странство    является гильбертовым со скалярным произведением 

 

            

 

   

  

 

  – ограниченная область в   . 

∂  – граница  . 

   – замыкание  , то есть    =  ∪∂   

      – интервал изменения переменной t,        – действитель-

ное число. 

           – цилиндр в пространстве     . Точки в пространстве 

     будем обозначать через      . 

    боковая поверхность цилиндра   . 

       банахово пространство, состоящее из всех измеримых на   

функций, суммируемых по   со степенью p      рм  к   р г  з   е  я 

ф рм л й 

               

 

   

   

  

 

В частности пространство       является гильбертовым со скалярных произ-

ведением  
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Норму в       будем обозначать через             

    
     банахово пространство, состоящее из всех элементов   

     , имеющие обобщённые производные    всех видов до порядка m 

включительно, суммируемые по   со степенью p, в котором определена нор-

ма  

 

      
               

 
     

 

     

 

   

 

   

   

  

 

В частности,    
     является гильбертовым пространством со скалярным 

произведением 

        
           

 

     

        

 

 

 

где              мультииндекс. Норму в    
     будем обозначать через 

        

      
      подпространство пространства    

    , плотным множеством 

в котором является совокупность всех бесконечно дифференцируемых функ-

ций с носителями в  . 

        банахово пространство функций, непрерывных на      , с 

нормой  
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        пространство функций, k раз непрерывно дифференцируемых 

на   , с нормой  

            
    

            

 

   

   

 

   
      пространсво всех линейных непрерывных функционалов оп-

ределенных на     
     с нормой  

 

      
         

     
    

      

    
  

 

  1.2 Основные неравенства 

 

Приведем некоторые неравенства необходимые для доказательство тео-

рем. При любом     для произвольных       справедливо неравенство Ко-

ши 

 

   
 

 
   

 

  
    

 

Для любых элементов         и         в пространстве       име-

ет место неравенство Гёльдера 

 

            

 

             

 

 

 
 

           

 

 

 
 

  

 

при        ,    
 

 
 

 

 
  . Частным случаем неравенства Гёльдера при 

    является неравенство Коши – Буняковского. 
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 И для любого элемента        
     верно неравенство Стеклова 

 

         
         

 

    

 

где c > 0 – постоянная, зависящая от размерности n и mes . 

 При выводе оценок    
     используется второе энергетическое нера-

венство для оператора Лапласа [8] 

 

                

 

справедливое для любого        
       

    . 

 

1.3 Принцип сжимающих отображений 

 

 Пусть в банаховом пространстве X действует оператор Ф(x) с областью 

определения        и с областью значений       . Предположим, что 

множество             не пусто.  

Определение 1.3.1 Точка x* называется неподвижной точкой опера-

тора Φ, если  

          

 

Таким образом, неподвижные точки Φ - это решения уравнения 

 

        

 

Пусть дано некоторое множество       . 
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Определение 1.3.2 Будем говорить, что оператор Φ является сжи-

мающим оператором (короче, сжатием) на  , если существует q   (0, 1) 

такое, что для любых          выполнятеся неравенство 

 

                                   

  

Число q будем называть коэффициентом сжатия. 

 Для сжимающих отображений справедлива следующая теорема назы-

ваемый принцип сжимающих отображений. 

Теорема 1.3.1 Пусть оператор Φ отображает замкнутое в банаховом 

пространстве X множество   в себя и является на   сжимающим операто-

ром с коэффициентом сжатия q. Тогда в Q оператор Φ имеет единственную 

неподвижную точку   .  Пусть       произвольно. Образуем последова-

тельность 

                     

 

  г                       р         Кроме того, справедлива оценка 

скорости сходимости  

          
   

   
                

 

1.4 Основные результаты для уравнений соболевского типа 

 

 Результаты для уравнений соболевского типа, приводимые ниже в дан-

ном параграфе, были получены Р. Е. Шоултером и Т. Тингом [27]. 

Обозначим через M и L дифференциальные операторы второго порядка 

вида  
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Рассмотрим задачу нахождения функции        пространственных и времен-

ных переменных x и t, которая удовлетворяет уравнению в частных производ-

ных  

  
 

  
                                                                  

 

обращается в нуль на границе области   для всех t   R, при     равна за-

данной функции      . 

 Будем предполагать выполненными следующие предположения отно-

сительно операторов M и L.  

 1) Коэффициенты, встречающие в (1.1) и (1.2), ограничены и измеримы, 

и        для x из  . 

 2) Оператор M  равномерно сильно эллиптичен на  . Следовательно, 

существует постоянная      такая, что  

 

    

 

     

               
 

 

   

 

 

для каждого             из    и x    . 

 3) При                из    
    . 

 Введённые  предположения позволяют соотнести операторы M и L с со-

ответствующими билинейными формами 

 

             

 

   
  

 

   
  

 

 

     

         

и 
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при       
    . Из формулы интегрирования по частям для операторов M 

и L  и предположения 3) следует, что  

 

                

и  

                 

 

В силу ограничений 1) – 2) для билинейных форм         справедливы 

следующие неравенства.  Для произвольных       из   
     получаем из не-

равенства Коши – Буняковского 

 

                         

 

     

           

           
 

 

   

 

 
 

        

 
 

   

 

 
 

             

 

где                     
      . Следовательно, существует константа 

     такая, что  
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для всех       
    . Повторяя аналогичные рассуждения, для формы 

        получаем неравенство  

 

                                                                          

 

с некоторой константой     . 

Следовательно,         определяются непрерывностью для всех     

   
    . 

 Из предположения 2) мы имеем для     
     

 

                 
 

 

   

  

 

Неравенство Пуанкаре приводит к соотношению 

 

        
  

 
    

   

Тогда 

        
  

 
       

 

 

   

 
  

  
    

   

 

Следовательно, существует константа      такая, что  

 

              
                                                        

 

для всех     
    . 

 Без ограничения общности можно считать оператор   сильно эллипти-

ческим.  Тогда 
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для некоторого      и для любого     
    .  

 Обобщенная начально-краевая задача теперь может быть сформулиро-

вана в     
     следующим образом: найдите сильно дифференцируемое ото-

бражение        из R в     
     такое, что выполняется тождество 

 

                                                                    

 

для каждого   в R и     
     с        , где     заданная “начальная” 

функция в     
    . 

 Теорема 1.4.1  Пусть выполняются предположения 1) и  2). Тогда су-

ществует единственный линейный оператор B в     
    , равный   

    . Если 

   является элементом     
    , то существует единственное сильно диффе-

ренцируемое отображение        из R в     
     такое, что 

 

                                                                               

 

для всех     R и     
     с        . 

 Гладкость решения обобщенной начально-краевой задачи (1.8) зависит 

от гладкости исходных данных. 

Определение 1.4.1  Обобщенная начально-краевая задача (1.8) являет-

ся p-гладкой для целого числа    , если  

(i) коэффициенты в (1.1) и (1.2) удовлетворяют следующим условиям: 

для                                                    для х      ; 

(ii) операторы M и L равномерно сильно эллиптичны в  ; и  

(iii) граница ∂  относится к классу   . 

Теорема 1.4.2 Пусть (связанная однородная) задача 2-гладкая, f (t) 

сильно непрерывна в               имеет сильно непрерывную  производную  в 
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W  
     и     функция в W  

      для которой выполняется            
  

 

 . Существует единственная сильно дифференцируемая функция      в 

W  
    , которая удовлетворяет (1.3),                 

      для всех     R и 

       . 
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2 Обратная задача для уравнения соболевского типа 

 

 Данный раздел посвящен исследованию корректности обратной задачи 

отыскания неизвестной правой части в уравнении соболевского типа с инте-

гральным условием переопределения. 

 

2.1 Постановка задачи 

Задача рассматривается в цилиндре            с боковой по-

верхностью   , где   – ограниченная область в    с границей ∂         – ин-

тервал изменения переменной t,        – действительное число. Будем 

обозначать через     замыкание области  . Будем также использовать сле-

дующие обозначения:         норма в пространстве    
 
    ,  j=1, 2;       

     отношение двойственности между      
     и     

     . 

Сформулируем обратную задачу. 

 Задача: при заданных константах     и функциях                

      ,              найти пару функций              , удовлетворяющую 

уравнению 

 

                                                                      

 краевым условиям  

                                                                                

                                                                                 

 

и условию переопределения 
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Под решением задачи (2.1) – (2.4), будем понимать пару функций 

             , которые удовлетворяют следующим условиям  

1)        непрерывно дифференцируема по t на отрезке [0, T] и при ка-

ждом               ,            
    ,            ;  

 2) выполняется уравнение (2.1) почти всюду в   , в начальное данные 

(2.2) почти всюду   , граничное условие (2.3) почти всюду на    и условие пе-

реопределение при всех        . 

Существование и единственность решения прямой задачи (2.1) – (2.3) 

при известном      гарантируется теоремой 1.4.2. Если исходные данные за-

дачи  (2.1) – (2.3) удовлетворяют условиям теоремы 1.4.2, то при каждом 

              ,            
    . 

  

2.2 Сведение обратной задачи к операторному уравнению для неиз-

вестной функции  f (t) 

 

Доказательство существование решения обратной задачи (2.1) – (2.4) 

опирается на идею сведения обратной задачи к операторному уравнению для 

неизвестного коэффициента [11]. Для построения операторного уравнения 

введём функции        такие, что 

 

  
         

              
                                                                      

 

  
     

             
                                                                        

и 

  
     

             
                                                                        

 

Определим функцию      . Она является решением уравнения 
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удовлетворяет начальному условию 

 

                                                                

 

граничным данным 

                                                                                 

 

и условию переопределения 

 

   
   

   
  

  

   
 

  

            
   

   
  

  

   
 

  

          

    
   

   
  

  

   
 

  

                 
   

   
  

  

   
 

  

                        

 

Сведём задачу (2.8) –  (2.11) к операторному уравнению для функции 

    . Умножим уравнение (2.8) на    и проинтегрируем по   по области  . 

 

                  

 

            

 

      

 

Во втором и третьем слагаемых этого равенства дважды проинтегрируем по 

частям. Будем иметь  

                       
      

   

   
     

    

 



22 

                

 

  
  

   
      

  

              

 

    
   

 

  

    
   

   
  

  

   
 

  

         

   

   
   

  

             
   

   
   

   

 

          

 

     
          

 

        

 

  

    
   

   
  

  

   
 

  

         

   

   
  

  

   
   

   
   

  

 

                

 

     
   

 

  

 

В силу (2.5), (2.10), (2.11) последнее соотношение можно переписать в виде   

 

 
 

 
  

 

             
   

   
  

  

   
 

  

          

                

 

     
   

 

                                          

 

Введём линейный оператор                 по следующему прави-

лу. Оператор   каждому             ставит в соответствие элемент 
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где     решение прямой задачи (2.8) – (2.10) при          . Тогда равен-

ство (2.12) можно записать в виде операторного уравнения второго рода 

          .                                               (2.13) 

 

Теорема 2.2.1 Пусть                 константы,         

                              
     при каждом         и непрерывны 

по               ,             и  

  

            

 

                                                      

 

для         . Тогда справедливы следующие утверждения: 

а) если задача (2.8) – (2.11) имеет решение      , то f  является решени-

ем уравнения (2.13); 

б) если разрешимо уравнение (2.13), то существует решение       об-

ратной задачи (2.8) – (2.11). 

Доказательство.  а) Если задача (2.8) – (2.11) имеет решение      , то, 

повторяя рассуждения, приводящие к соотношению (2.12), мы получаем, что 

в силу определения оператора A, функция f является решением уравнения 

(2.13). 

б) Пусть f(t) – решение уравнения (2.13) и        -решение прямой за-

дачи (2.8) – (2.10) с этой     . Докажем, что    удовлетворяет условию (2.11). 

Для этого умножим (2.8) на   , проинтегрируем по области   и затем проин-

тегрируем во втором и третьем слагаемых по частям по x дважды. Это даст  
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Подставим в полученное соотношение Аf  вместо f в соответствии с определе-

нием оператора A. Будем иметь 

 

    
    

   
  

   

   
 

  

    
 

 
   

 

        
   

   
  

  

   
 

  

          

           
   

 

 
 

 
   

 

         
   

 

  

 

откуда следует, что  

 

   
    

   
  

   

   
 

  

            
   

   
  

  

   
 

  

          

 

то есть    удовлетворяет условию (2.11). Теорема доказана. 

 

2.3 Теорема существования и единственности решения обратной за-

дачи 

 

Перейдём к доказательству существования и единственности сильного 

обобщенного решения задачи (2.1) – (2.4). 

Теорема 2.3.1 Пусть                 константы,         

                              
     при каждом         и непрерывны 

по               ,             и существует константа   >0 такая, что 
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для         . Тогда существует решение               обратной задачи 

(2.8)–  (11), и это решение единственно. Кроме того для решения       спра-

ведливы оценки 

 

     
           

               ,                      (2.16) 

                                                                         

 

с некоторыми константами        . 

Доказательство.  Для доказательства существования решения доста-

точно доказать разрешимость операторного уравнения (2.13) в силу теоремы 

2.3.1. В условиях данной теоремы оператор A действует из        в        и 

при          ,  решение прямой задачи (2.8) – (2.10)    и его 

ная      принадлежат   
     и непрерывны по t на        

Умножим уравнение (2.8) на   в смысле скалярного произведения в 

      и проинтегрируем по частям по x во втором и третьем слагаемых левой 

части полученного равенства: 

 

                  

  

                           

  

 

или 

 

 

 

  
        

  
 

 

 

  
           

 

           

 

              

 

  

 

Проинтегрируем последнее соотношение по   от 0 до          Это 

даст  
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Оценим последнее слагаемое правой части по модулю с помощью неравенств 

Коши-Буняковского, Стеклова и Коши. 

 

                  

 

 

 

                             

 

 

                            

 

   

 

 

 
 

 
          

 

  

 

 

  

 
  

  
                   

 

 

                                                

 

Из (2.18) и (2.19) вытекает неравенство  

 

        
                        

 

  

 

  

              
   

                
  

 
                         

 
   

 

  

                     

 

так как 

                   

 

 

                            

 

 

 

 

Из начального условия (2.9) и граничных данных (2.10) при t=0 получаем, что  
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Пусть            ля         . Тогда             . В силу сильной 

эллиптичности оператора      справедливо следующее неравенство 

 

           
    

    
                               

   
    

   

 

Тогда  

               
    

     

   
  

       

                    

    
    

     

   
  

       

              
          

       

 
 

        
        

           
      

 

        
 

 

и 

               
     

 

        
     

      
 

        
          

 

Используя это неравенство и начальные данные (2.2) получаем, что  

 

             
                

 

                   
    

   

                              
  

    

 
 

        

           
                

   

 

Применяя последнее неравенство к правой части (2.20) приходим к неравен-

ству 
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В силу определения w из последнего соотношения и неравенства  

 

                       

 

справедливого для элементов       из любого нормированного пространства  

Х, вытекает что  

          
 
       

  
        

           
                

  
  

 
                         

 
  

 

 

 

 
 

  

  
        

           
                

 

 
   

 
              

    
   

 
          

   

 

 

 

 

 

 
 

  

 
   

  
   

       
                

 

 

 

   

 
        

 
 

        
                  

 
   

  
             

откуда 
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или 

        
       

               

 

 

 

 
 

                                    

где 

   
   

           
   

       
           

   
        

 
 

             
                 

   

           
            

 

 Пусть                   . Составим разность значений оператора A 

на элементах        . Согласно определению оператора A имеем: 
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где    
      

  решения задач (2.8) – (2.10) при            и           . 

Оценим            с учётом (2.14) и определением   . 

 

          
 

 
      

    
 

 

         

 

         

  

  

 
 

   
     

    
 

 

       
 

   
      

    
 
 

 

   

 
 

       

 

   

 
 

  

 
 

   
    

    
 

     
                                            

 

С другой стороны, разность       
    

 является решением задачи  

 

                                                                       

           
   

                                                                  

    
  

                                                                             

 

Умножим (2.24) на    в смысле скалярного произведения в       и проинтег-

рируем во втором и третьем слагаемых по частям по x с учетом (2.26). Это 

даст  
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 Оценим правую часть с помощью неравенства Коши. Будем иметь  

 

              

 

                

 

                   

 

  

 
 

 
       

        

 

 
 

 
     

 
  

 

 
 

 
       

        

 

  

 
 

 
     

      

 
        

 

 

     

 

Из (2.27) в силу последнего неравенства получаем, что 
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или ввиду неотрицательности последнего слагаемого в левой части  

 

 

  
     

      

 
       

 

 

           
          

      
      

 
        

 

 

    

 

 Согласно лемме Гронуолла из последнего неравенства следует соотно-

шение  

    
      

 
        

 

 

           
 

 

 

         
         

 

которое влечёт за собой справедливость неравенства 

    
    

 
     

          
 

 

 

         
          

    
       

                 
 

 

 

       

 
 

                                    

 

Объединяя (2.23) и (2.28) приходим к неравенству   

 

          
 

   

            
       

                 
 

 

 

       

 
 

  

 
 

   
   

       
            

       
                 

 

 

 

       

 
 

                      

 

Введём в пространстве        эквивалентную норму  
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С положительной постоянной γ>0.   г    з  2.29   ы ек е        

 

              
     

   
   

       
            

       
          

               
 

 

 

           

 
 

 
       

   
   

       
           

    
       

                      

 

 

   

 
 

 
   

   
   

       
           

    
       

                

        
 
 

   
                 

где  

  
   

      
   

       
            

       
           

 

Следовательно,  

                                                                         

При 

    
   

      
       

            
       

        
   

то есть  

  
    

 

          
       

         
    

       
        

   

 

оператор A является сжимающим отображением в смысле нормы       , так 

как в этом случае      в (2.30). Поэтому согласно принципу сжимающих 
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отображений оператор A имеет единственную неподвижную точку 

           , являющуюся единственным решением уравнения (2.13). По тео-

реме 2.2.1 это означает, что задача (2.8) – (2.11) имеет решение        , где 

    решение задачи (2.8) – (2.10) при     . 

 Пусть задача (2.8)-(2.11) имеет два решения                  . Тогда, 

повторяя рассуждения, которые привели к уравнению (2.13), можно показать, 

что   
      

  являются решениям уравнения (2.13). В силу (2.30)  

 

                              

 

откуда следует, что               . Так как    , последнее неравен-

ство означает равенство      . Из (2.28) для      ,      ,    
   , 

   
    заключаем, что  

                
       

                 
 

 

 

       

   

 

откуда      . 

 Получим оценку для     в норме    
    . Умножим уравнение (2.8) на 

   и проинтегрируем по  . Это даст 

 

      
                 

 

         

 

      

 

Проинтегрируем по частям по х во втором и третьем слагаемых левой части. 

Имеем  
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Перенесём третье слагаемое в правую часть полученного соотношения.  

 

      
        

  

 

    

           

 

        

 

              

 

                    

 

Оценим правую часть (2.31) с помощью неравенства Коши. Будем иметь 

 

          

 

        

 

              

 

 
 

 
     

   

 

            

 

  

 
 

 
   

   

 

      
   

 

 
  

  
        

 

 
 

 
      

   

 

   

 

Тогда из (2.31) и последнего неравенства вытекает, что  
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Обратимся снова к уравнению (2.13) при           . Заметим, что в силу 

(2.6) 

 

             

 

            
   

   
  

  

   
         

  

  

                        

 

    

откуда 

  
   

   
  

  

   
         

  

                        

 

    

 

Подставим последнее соотношение в (2.13) для      . Это даст  

 

                              

 

        
 

 
   

 

    

     
   

 

             

 

 

  

  

 

Оценим правую часть этого уравнения с учётом (2.14), и определения w. 
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где  

   
 

  
   

       

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

         
 

 

   

 
 

         
 

 

   

 
 

 
 
 
 
 

       
 

   

 
 

         
 

 
                            

 
 

 

 

 

Из последнего неравенства и (2.22) следует, что  
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Возведем обе части полученного неравенства в квадрат. 

 

      

 

 
 

   
   

   
       

 

 

   

 
 

 

 
 

 

    
  

     
 

    
 

      
 

 

    

 

откуда согласно лемме Гронуолла вытекает оценка 

 

         
     

     
  

    
 

   

Тогда 

             
    

  

    
 
  

или  

                     
    

  

    
 

                                      

 

Теперь из (2.22) и (2.33) получаем оценку  
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Объединяя (2.32) – (2.34), приходим к оценке на   . А именно, 

 

           
   

               
    

       
        

            
   

 
  

 
          

 

                
    

       
        

            
   

 
   

 
      

      
    

откуда  

           
                     

       
                      

 
   

  
                 

       
            

    
  

    
 

               

 
    

  
    

    
  

    
 

  
 
  

   

  
        

       
       

 

Отсюда по определению          получаем оценку на   . 
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Перейдём к выводу оценок для    и   
  в    

    . Умножим уравнение (1.1) 

для      и проинтегрируем по х по области  . Это даст 

 

    
            

                  
                 

 

Перенесём первое слагаемое из левой части в правую и запишем уравнение в 

виде 

 

 

 

  
         

            
     

                                    

 

Оценим правую часть этого соотношения с учётом (2.33), (2.35) и неравенства 

Коши. 

    
                         

                          

    
                                             

             
    

  

    
 

    
       

                     

 
 

  
            

    
  

    
 

    
       

         

 

 
 

 
          

   

 
 

  
  

  
 

 
          

   

 

Из последнего неравенства и (2.36) получаем, что 

 

 

 

 

  
         

  
 

 
         

  
 

  
  

   

 

Умножим данное неравенство на  
 

 
 
. Это даст 
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или после интегрирования по t от 0 до τ, 

 

               
  

  
 

  
                     

  
   

                        

 

Оценим последнее слагаемое, учитывая, что            
 

        
. В силу 

(2) 

 

               
                                               

                                                    

                        
 

        
            

 

Тогда в силу (2.37) имеем  

 

          
  

  
 

  
                

 

 
   

 

        
 

 

         
   

 
  

 

  
       

 

 
   

 

        
 

 

         
  

или  

           
  

 
        

 

 
 
 

   
 

        
                            

 

Далее, так как           
           

     и       для      справедливо 

неравенство [6] 
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которое позволяет вместе с (2.38) получить оценку  

 

                      

   
  

 
          

 

    
   

 

        
            

или  

             
  

 
          

 

    
                                          

 

 Из уравнения (2.1) для    выразим      
 .  

 

     
                

   

 

Оценка   
  в    

     вытекает из (2.33), (2.38) и (2.39). 

 

     
                                       

         

         
    

  

    
 

    
       

                
  

  
   

 
 

 
 
 

   
 

        
                                                     

 

Повторяя рассуждения, приведшие к (2.39), получим оценку 
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Теорема доказана. 

Пример. Рассмотрим уравнение движения грунтовых вод для слабо не-

однородных по вертикали горных пород в случае с одной пространственной 

переменной [4]. 

                                                                     

 

где          потенциал скорости фильтрации,   коэффициент уровне-

проводности,   
  

 
,   мощность потока подземных вод,    и     модули 

питания потока соответственно через нижнюю и верхнюю поверхности пла-

ста. Сумма модулей питания, вообще говоря, меняется со временем, то есть 

является функцией t.  

 Поставим обратную задачу отыскания функции                  в 

уравнении (2.41) с начальными данными [2]. 

 

                                                                        

 

граничными условиями на верхней и нижней поверхности пласта 

 

                                                                 

 

по дополнительной информации о расходе воды через верхнюю поверхность 

пласта (например, через поверхность грунта)  

 

                                                                       

 

Задача (2.41) – (2.44) является одномерным аналогом задачи (2.1) – 

(2.4), где                              . Пусть              . 

Из начального условия (2.42) и граничных условий (2.43) вытекает, что  
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и  

                     
   

 
  

 

Проверим условие (2.15). Функция    является решением задачи  

 

           

                

и имеет вид  

   

  
   

  

  
 

  

  

Поэтому 

   

 

 

       

 

 

  
   

  

  
 

  

   
   

  
 

  

   
 

  
       

Таким образом, все условия теоремы 2.4.1 выполняются. Следовательно, за-

дача (2.41) – (2.44) имеет единственное решение. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В настоящей работе рассмотрена обратная задача отыскания неизвест-

ной правой части уравнения соболевского типа по дополнительной инте-

гральной информацией решения уравнения на границе области. Основным 

результатом работы является теорема существования и единственности силь-

ного обобщенного решения данной задачи.  Для доказательства теоремы ис-

пользуется метод, который разработан на основе идеи сведения обратной за-

дачи к операторному уравнению для неизвестного коэффициента. В работе 

приведен пример обратной задачи исходные данные, которые удовлетворяют 

всем условиям теоремы. 

Обратные задачи отыскания правых частей дифференциальных уравне-

ний сравнительно просты. Однако, изучение таких задач представляет теори-

тический интерес с точки зрения разработки  методов исследования новых 

обратных задач. 
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