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АННОТАЦИЯ

Цель работы — разработка и исследование алгоритмов для задач сбаланси-

рованности знаковых графов.

В результате исследования сформулированы основные задачи знакового ба-

ланса, установлена их вычислительная сложность, разработаны алгоритмы и

программы для их решения.

Ключевые слова: сбалансированность знаковых графов, задачи знакового

баланса, кластеризация знакового графа.

ABSTRACT

The purpose of the work — development and research of algorithms for signed

graph balancing problems.

As a result of the research, the main tasks of the sign balance are formulated,

their computational complexity is established, algorithms and programs for their

solution are developed.

Keywords: signed graph balance, sign balance problems, signed graph clustering.
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы исследования.

С ростом размерности графов, которые моделируют реальные объекты,

процессы и сети, не угасает интерес к задачам кластеризации графов, в том

числе специального вида, и разработке алгоритмов, решающих эти задачи за

реальное время. В частности, в последнее время растет количество исследова-

ний, которые расширяют класс задач, решаемых с помощью знаковых графов.

Задачи k-сбалансированности знаковых графов, в частности,

2-сбалансированности, активно исследуются начиная с 50-х годов XX ве-

ка [21]. Это обусловлено тем, что знаковые графы, возникшие при исследо-

вании проблем социальной психологии, исторически являются удобным ин-

струментом для моделирования систем управления человеческими ресурса-

ми. На практике задачи знакового баланса находят свое применение при ана-

лизе мультиагентных систем [2, 15], социальных сетей [13] и тематическом

моделировании текстов [25]. Также представление сетевых матриц в виде зна-

ковых графов позволяет ускорить решение задач линейного программирова-

ния [18,20]. Исследование данных графов в моделировании систем различной

физической и социальной природы требует разработки новых алгоритмов для

решения различных задач.

Степень разработанности темы исследования

Знаковым называется граф, каждое ребро которого помечено знаком «+»

или «-». Важнейшие результаты в исследовании знаковых графов были полу-

чены такими учеными как F. Harary [21,22], T. Zaslavsky [27], P. Doreian [14,17]

и многими другими. В работах этих авторов исследовались следующие задачи

знакового баланса:

1. распознавание 2- и k-сбалансированности (необходимо проверить, явля-

ется ли граф сбалансированным);

2. поиск наибольшего по мощности 2-сбалансированного подграфа (MBSP);

3. установление знакового баланса (необходимо найти минимальное под-

множество ребер, изменение знаков которых преобразует граф в 2-сба-

лансированный);
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4. вычисление меры 2-сбалансированности (определяется насколько сба-

лансирован знаковый граф);

5. кластеризация знакового графа.

Наиболее полный обзор возможных задач знакового баланса приведен в рабо-

те [27].

Знаковые графы возникли в социальной психологии в теории структурного

баланса Хайдера. В теории структурного баланса изучается система P-O-X,

где P и O — субъекты, а X — некоторый объект. Отношения между данными

субъектами могут быть положительными или отрицательными. Если P имеет

отношение приязни к O, и O ответственен за X, то у P будет наблюдаться

тенденция одобрять X. Но если сам O не одобряет X, то вся система P-O-X

оказывается в состоянии дисбаланса и будет стремиться исправить это. Со-

стояние баланса достигается изменением отношения приязни между P и O,

ответственности между O и X или оценки между P и X.

Задача разбиения (кластеризации) знакового графа была иссследована в ра-

ботах [14, 17]. Вид решения задачи кластеризации существенно зависит от

выбора функционала качества кластеризации или функционала ошибки. Вы-

деляют следующие вариации задачи. Когда количество кластеров k задано, то

k может выступать параметром кластеризации, тогда решается задача о разби-

ении ровно на k кластеров или не более (не менее) чем на k кластеров. Когда

количество кластеров k не задано, то оно является решением задачи [10]. В

данной работе рассматривается случай, когда количество кластеров является

решением задачи. В общем виде задача кластеризации знакового графа явля-

ется NP-полной [25]. В работе [14] предложены эвристические методы для

ее решения. Основная идея предложенных методов решения этой задачи со-

стоит в следующем. Изначально выбирается некоторое начальное разбиение

множества вершин графа. Далее вершины, выбранные случайным образом,

перемещаются из одного кластера в другой, также выбранный случайным об-

разом, либо две случайные вершины из разных кластеров меняются местами.

Процесс осуществляется до тех пор, пока не будет минимизирована функция

суммарной ошибки. В зависимости от метода меняется правило, по которому
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выбираются перемещаемые вершины и кластеры.

Цели и задачи работы. Целью данной работы является разработка и ис-

следование алгоритмов для задач сбалансированности знаковых графов.

Для достижения цели были поставлены и решены следующие задачи.

1. Разработать и исследовать алгоритм решения задачи распознавания k-

сбалансированности знакового графа.

2. Разработать и исследовать алгоритмы для решения задач кластеризации

знакового графа.

3. Создать комплекс программ, реализующий разработанные алгоритмы,

для проверки результативности алгоритмов на случайных знаковых гра-

фах.

Структура и объем магистерской диссертации. Работа состоит из вве-

дения, трех глав, заключения, списка литературы, 4 приложений. Общий объ-

ем составляет 59 страниц, включая 4 приложения; иллюстративный материал

представлен 9 рисунками и 5 таблицами; список литературы содержит 26 на-

именований.

В главе 1 приведены основные определения и постановки задач 2-сба-

лансированности знакового графа. В главе 2 приведены постановки задач

k-сбалансированности знакового графа. В главе 3 представлены результаты

вычислительных экспериментов.
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1 Задачи сбалансированности знаковых графов

1.1 Основные определения и обозначения теории знаковых графов

В работе используются следующие определения и обозначения [3, 21].

Определение 1.1. Знаковым графом называется пара Σ = (G, σ), где

G = (V,E) является неориентированным графом, на ребрах которого задана

функция знака σ : E → {+, −}, n = |V | ≥ 2, m = |E| ≥ 1.

Знак цикла определяется как произведение знаков рёбер, образующих этот

цикл. Цикл графа положительный, если он содержит четное число отрицатель-

ных ребер, и отрицательный, если он содержит нечетное число отрицательных

ребер.

Определение 1.2 ( [22]). Знаковый граф Σ = (G, σ) называется 2-сбалан-

сированным, если любой его простой цикл положительный.

Пример 1.1. Граф, изображенный на рисунке 1.1 а) является 2-сбалан-

сированным, потому что оба его простых цикла положительны, а граф б)

несбалансирован, так как цикл (1, 2, 3) отрицательный.

1

2

3

4

5
а)

1

2

3

4

5
б)

Рисунок 1.1 — а) 2-сбалансированный граф, б) несбалансированный граф

Множество отрицательных ребер графа Σ обозначим E−, а E+ — множе-

ство положительных ребер, полагая E− ∩ E+ = �, E− ∪ E+ = E.

Обозначим через Σ− = (V,E−, σ) подграф, состоящий из отрицательных

ребер, а через Σ+ = (V, E+, σ) — подграф, состоящий из положительных

ребер.
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Определение 1.3. Окрестностью вершины u называется множество Γ(u),

состоящее из всех вершин v, смежных с u. Замкнутая окрестность — это мно-

жество Γ[u] = Γ(u) ∪ {u}.

Далее будем использовать следующие обозначения:

– Γ−(u) = {j ∈ V |(i, j) ∈ Γ(u) ∩ E−} — вершины, с которыми вершина u

соединена отрицательными рёбрами,

– Γ+(u) = {j ∈ V |(i, j) ∈ Γ(u) ∩ E+} — вершины, с которыми вершина u

соединена положительными рёбрами.

Пример 1.2. Окрестность вершины. Рассмотрим граф, изображенный на

рисунке 1.2. На рисунке а) темным выделены вершины из окрестности вер-

шины 4, а на б) темным выделены из замкнутой окрестности вершины 4.

1

2

3

4

5
а)

1

2

3

4

5
б)

Рисунок 1.2 — а) Темным цветом выделена окрестность вершины 4, б) темным

цветом выделена замкнутая окрестность вершины 4

Определение 1.4. Граф G называется полным, если любые две его верши-

ны смежны.

Определение 1.5. Если множество вершин подграфа H графа G есть U , а

множество его ребер совпадает с множеством всех ребер графа G, оба кон-

ца которых принадлежат U , то H называется подграфом, порожденным(или

индуцированным) множеством U , и обозначается через G[U ].

Необходимое и достаточные условие 2-сбалансированности знакового гра-

фа устанавливает следующая теорема [22].

Tеорема 1.1 (Картрайт-Харари). Знаковый граф Σ = (G, σ) 2-сбалансирован

тогда и только тогда, когда множество его вершин V можно разбить на
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две доли A и B, одна из которых может быть пустой, таким образом, что

A ∪ B = V , A ∩ B = ∅, и любое ребро, соединяющее вершины из одной

доли, имеет знак «+», а любое ребро, соединяющее вершины из разных долей,

имеет знак «−».

Другими словами, граф 2-сбалансирован, если и только если для любых

двух вершин u, v любой путь между ними имеет один и тот же знак [21].

Такое разделение графа на две доли единственно тогда и только тогда, когда

граф связен. Таким образом, сбалансированность знакового графа — аналог

двудольности обыкновенного графа [22].

Теорема Картрайта-Харари обобщает критерий двудольности графа (Кениг,

1936): для двудольности графа необходимо и достаточно, чтобы он не содер-

жал циклов нечетной длины [3].

Также из теоремы 1.1 следуют условия согласованности рёбер.

Определение 1.6. Будем называть ребро согласованным, если оно соединя-

ет вершины из одной доли (или A, или B) и является положительным, или,

если соединяет вершины из разных подмножеств (A и B) и является отрица-

тельным.

Пример 1.3. На рисунке 1.3 проиллюстрированы условия согласованности

ребер.

A

A

A

B
а)

A

A

A

B
б)

Рисунок 1.3 — а) Случаи, когда условия согласованности выполняются, б)

случаи, когда условия согласованности не выполняются

Определение 1.7. Степень вершины графа — число инцидентных вершине

ребер.

Определение 1.8. Степень графа ∆ — максимальная степень вершины гра-

фа.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные результаты работы представлены ниже.

• Разработан и теоретически обоснован алгоритм KBalance для решения

задачи распознавания k-сбалансированности знакового графа.

• Разработан и теоретически обоснован алгоритм SGClust0 для решения

задачи кластеризации знакового графа при α = 0. Вычислительная слож-

ность алгоритма SGClust0 установлена в теореме 2.1.

• Разработан и теоретически обоснован алгоритм SGClust1 для решения

задачи кластеризации знакового графа при α = 1. Вычислительная слож-

ность алгоритма SGClust1 установлена в теореме 2.2.

• Разработан и теоретически обоснован алгоритм SGClustα для решения

задачи кластеризации знакового графа при любом α. Алгоритм позво-

ляет найти приближенное решение задачи кластеризации при заданном

параметре α. Вычислительная сложность алгоритма SGClustα установ-

лена в теореме 2.3.

• Создан комплекс программ, реализующий разработанные алгоритмы, для

проверки их результативности на случайных графах.

Результаты работы опубликованы в шести работах [4–9] и докладывались

на следующих конференциях:

. XIX Международная конференция имени А.Ф. Терпугова «Информа-

ционные технологии и математическое моделирование (ИТММ-2020)»

(Томск, диплом победителя)

. XVII Международная конференция студентов, аспирантов и молодых

учёных «Проспект Свободный — 2021» (Красноярск, 1-е место).

. VIII Международная молодежная научная конференция «Математиче-

ское и программное обеспечение информационных, технических и эко-

номических систем — 2021» (Томск, диплом).

. VI Всероссийский молодёжный научный форум «Наука будущего - наука

молодых» (Москва, 2-е место).

. XX Международная конференция имени А.Ф. Терпугова «Информаци-

онные технологии и математическое моделирование — 2021» (Томск, ди-

33



плом победителя).

. IV Всероссийская с международным участием научно-практическая кон-

ференция студентов, аспирантов и работников образования и промыш-
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