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Abstract. In this work, the standard enthalpy of formation, the standard entropy, and temperature 
dependence of the heat capacity of compounds with a garnet-like structure Ca3R  2Ge3O12 (R  = Y, 
Er – ​Lu) were determined by various calculation methods. Based on the obtained data, the changes in 
the Gibbs energy of synthesis reactions these germanates in the range of 273–1800 K were calculated: 
a) from initial oxides, b) from calcium carbonate and initial GeO2 and R 2O3, c) from initial oxides and 
pseudobinary compounds. It is shown that the solid-phase synthesis of Ca3R 2Ge3O12 garnets is the 
most thermodynamically advantageous using initial oxides or a mixture of R 2O3 and CaGeO3.
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Расчет термодинамических свойств германатов  
Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu)

Л. Г. Чумилина, Д. В. Белокопытова, В. М. Денисов
Сибирский федеральный университет 

Российская Федерация, Красноярск

Аннотация. В работе расчетными методами определены стандартная энтальпия образования, 
стандартная энтропия и температурная зависимость теплоемкости соединений со структурой 
граната Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu). По полученным данным рассчитаны изменения энергии 
Гиббса реакций синтеза данных германатов в интервале 273–1800 K: а) из индивидуальных 
оксидов, б) из карбоната кальция и индивидуальных GeO2 и R 2O3, в) из индивидуальных оксидов 
и  псевдобинарных соединений. Показано, что твердофазный синтез гранатов Ca3R  2Ge3O12 
наиболее термодинамически выгодно проводить с использованием индивидуальных оксидов 
или смеси R 2O3 и CaGeO3.

Ключевые слова: высокотемпературная теплоемкость, термодинамические свойства, 
твердофазный синтез, соединения со структурой граната.
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Введение
В  системах CaO  – ​GeO2  – ​R  2O3, где R  – ​редкоземельный элемент (РЗЭ), значительный 

интерес привлекают соединения с общей формулой Ca3R 2Ge3O12, для которых в зависимости 
от РЗЭ характерны различные структуры: силикокарнотитовая – ​для соединений с R = Pr – ​Dy 
и гранатовая – ​для материалов с R = Er – ​Lu [1]. Соединения со структурой граната являются 
перспективными ионными проводниками [2], СВЧ‑диэлектриками, необходимыми для разра-
ботки беспроводной связи [3], и матрицами для люминофоров. Последние находят применение 
в лазерной технике, в медицине (при диагностике рака) [4, 5], при создании современных плаз-
менных дисплеев и различных светодиодов [6–11], используемых в осветительных системах 
для обеззараживания воды и досветки растений.

Однако, несмотря на высокий интерес к гранатам Ca3R 2Ge3O12, имеющиеся исследования 
направлены на изучение их люминесцентных свойств [1, 4–12] и структурных параметров [1, 
13], но  данные о  термодинамических характеристиках отсутствуют. При этом информация 
о термодинамических функциях необходима для моделирования оптимальных методик синте-
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за соединений Ca3R 2Ge3O12, а температурная зависимость теплоемкости позволяет оценивать 
термическую стойкость и максимальную температуру нагрева люминофоров [14].

Синтез германатов Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu) или люминофоров на их основе чаще всего 
проводят твердофазным методом из оксидов GeO2, R 2O3 (R = Y, Er – ​Lu) и CaO [10, 11, 15], ко-
торый также заменяют на CaCO3 [1, 3–9] согласно реакциям:

3CaO + 3GeO2 + R 2O3 = Ca3R 2Ge3O12;	 (1)

3CaCO3 + 3GeO2 + R 2O3 = Ca3R 2Ge3O12 + 3CO2.	 (2)

Кроме этого, в  качестве исходных реагентов возможно использование промежуточных 
сложных веществ в соответствии с уравнениями:

3CaO + GeO2 + R 2Ge2O7 = Ca3R 2Ge3O12; 	 (3)

3GeO2 + 2R 2O3 + 3Ca2GeO4 = 2Ca3R 2Ge3O12; 	 (4)

R 2O3 + 3CaGeO3 = Ca3R 2Ge3O12; 	 (5)

3CaO + 2R 2O3 + 3CaGe2O5 = 2Ca3R 2Ge3O12. 	 (6)

Поэтому цель работы – ​расчет термодинамических свойств гранатов Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, 
Er – ​Lu) и оценка изменения энергии Гиббса реакций (1–6) с использованием различных рас-
четных методов.

Экспериментальная часть

Для исследования изменения энергии Гиббса реакции согласно [16] необходима информа-
ция о стандартной энтальпии образования и стандартной энтропии соединения, а также о тем-
пературной зависимости теплоемкости согласно уравнению:

.	 (7)

В связи с отсутствием в литературных источниках данных о температурах плавления гер-
манатов Ca3R 2Ge3O12(R = Y, Er – ​Lu) и каких-либо значений СP для расчета теплоемкости при 
стандартных условиях невозможно применить методы Эрдоса и Черны, Цагарейшвили, Ивано-
вой и Кубашевского [16]. Поэтому в данной работе  определена с помощью инкрементного 
метода Кумока (ИКМ)[17] и аддитивного правила Неймана-Коппа (НК) [16].

В основе ИКМ лежит выражение:

(j) = (K)∙n(K) + (A)∙n(A),	 (8)

где n(A)и n(B) – ​число катионов и анионов, (K) и  (А) – ​инкременты катионов и анио-
нов соответственно.

Аддитивное правило (НК) [16] позволяет найти  сложного соединения суммировани-
ем  простых оксидов:

,	 (9)
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где  (i), ni – ​стандартная теплоемкость и число молей i-го соединения в  j-том сложном. 
Метод Неймана-Коппа также может быть использован для расчета температурной зависимости 
теплоемкости сложного соединения.

Еще один способ получить значения  и  зависимости CP = f(T)  – ​метод групповых 
вкладов Мостафы (ГВ) [18], в котором используется уравнение

Cp = a + bT + cT- 2 + dT2.	 (10)

Метод ГВ также применяется для расчета стандартной энтальпии образования  [19]:

, 	 (11)

где ni – ​стехиометрические коэффициенты i-го атома соединения; ∆Hi – ​энтальпийный инкре-
мент i-го атома или иона, взятые из [19]. Ошибка данного метода может достигать 13 %.

Значения  соединения, которое можно представить как псевдобинарное или псевдо-
тройное [17], проводят по формуле:

,	 (12)

где  (i), ni – ​стандартная теплота образования и число молей i-го соединения (простого 
оксида) в j-том сложном;  – ​стандартная энтальпия образования сложного соедине-
ния из более простых. Согласно [17], если электроотрицательность по Полингу для централь-
ного катиона ≥ 1,9 (что применимо для германатов Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu) с центральным 
катионом – ​германием), то

 ≈ (–16,0485 ±5,145)∙ mО,	 (13)

где mО – ​число атомов кислорода в соединении.
Использование других методов для получения  требует, как и в случае , до-

полнительных сведений о температуре плавления исследуемых материалов и значений термо-
динамических величин для изоструктурных соединений A3R 2C 3O12 (A = Ca, Mg, R = РЗЭ, C = 
Si, Ge), которые в литературных источниках отсутствуют.

Стандартная энтропия  определена:
1) методом Герца (Г) [16], в основе которого лежит эмпирическая формула, установленная 

им для элементов и неорганических соединений:

(j)= КГ (M / )1/3m,	 (14)

где КГ – ​некоторая постоянная, равная для оксидов 19,18; m – ​число атомов в соединении [16];
2) аддитивным правилом Неймана-Коппа (НК) [20] с использованием  простых окси-

дов по формуле:

,	 (15)

где  (i), ni – ​стандартная энтропия и число молей i-го соединения в j-том сложном;
3) инкрементным методом Кумока (ИМК) [20], в котором вычисление ведется по формуле:

( j)= ∆SК ∙nK+ ∆SА ∙nА,	 (16)
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где nК и nА – ​число катионов и анионов, ∆SК и ∆SА – ​инкременты катионов и анионов соответ-
ственно.

Значения ,  и   исходных оксидов взяты нами из [21, 22].

Результаты и обсуждение

Результаты определения  гранатов Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu) по формулам (8), (9) 
приведены в табл. 1, при этом в случае правила Неймана-Коппа учтены два варианта: расчет 
с использованием данных по теплоемкости оксидов CaO, GeO2, R 2O3 [21, 22] согласно реакции 
(1) (HK1) или оксидов и соединений R 2Ge2O7 (HK2) (значения  для данных веществ оце-
нены по представленным в [23, 24] полиномам CP = f(T)), Ca2GeO4 (HK3), CaGeO3 (HK4) [25], 
CaGe2O5 (HK5) [26]. Так как литературных данных о  теплоемкости германатов Ca3R 2Ge3O12 

(R = Y, Er – ​Lu) не найдено, то не представляется возможным определить достоверность полу-
ченных результатов. Согласно данным других работ [27–29] трудно сказать, какой метод явля-
ется более подходящим для определения значений стандартной теплоемкости, так как в зави-
симости от состава исследуемой оксидной системы относительное отклонение рассчитанных 
значений от экспериментальных для разных методов различается.

На  рис.  1 для примера приведены температурные зависимости теплоемкости граната 
Ca3Y  2Ge3O12, полученные методом групповых вкладов Мостафы и  методом Неймана-Коппа 
с использованием полиномов для простых оксидов (HK1) [21, 22] и промежуточных соединений 
R 2Ge2O7 (HK2) [23, 24], Ca2GeO4 (HK3) [30], CaGeO3 (HK4) [31], CaGe2O5 (HK5) [26].

Из последнего рисунка следует, что температурные зависимости теплоемкости, рассчи-
танные по  аддитивному правилу по  реакциям (1), (3–5), достаточно близки. Значительное 
отклонение дает расчет с использованием данных теплоемкости соединения Y 2Ge2O7 (урав-
нение (2)).

На рис. 2 показано влияние температуры на теплоемкость граната Ca3Er2Ge3O12 для срав-
нения. Можно отметить, что полученные результаты подобны данным для Ca3Y 2Ge3O12. Одна-
ко расчет методом Неймана-Коппа с использованием значений соединения Er2Ge2O7 также бли-
зок к расчетам по данным СР = f(T) для других промежуточных веществ. Подобные результаты 
получены и для остальных соединений Ca3R 2Ge3O12 (R = Tm – ​Lu). Вероятно, такая разница 

Таблица 1. Рассчитанные величины  (Дж/(моль·K) германатов Ca3R  2Ge3O12 (R  = Y, Er  – ​Lu) 
по различным модельным уравнениям

Table 1. Calculated values of  (J/(mol·K) of Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu) germanates obtained to various 
model equations

Соединение
(ИМК) (НК1) (НК2) (НК3) (НК4) (НК5)

 
(ГВ)

Ca3Y 2Ge3O12 399,3 384,9 378,5 372,2 386,3 390,4 386,2
Ca3Er2Ge3O12 409,5 390,9 397,5 426,1 392,3 396,4 413,7
Ca3Tm2Ge3O12 417,9 399,2 411,4 412,7 400,5 404,6 400,7
Ca3Yb2Ge3O12 416,5 397,8 408,7 406,1 399,2 403,2 397,9
Ca3Lu2Ge3O12 408,7 384,2 396,3 383,0 385,6 389,6 386,8
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в значениях СР связана со структурой германатов: Y 2Ge2O7 характеризуется пр. гр. P432 [23], 
а R 2Ge2O7 (R = Er – ​Lu) – ​пр. гр. P41212 [24]. Согласно [32] отличие значений теплоемкости, полу-
ченных из аддитивного правила, от экспериментальных значений отражает изменения в часто-
тах колебаний атомов в сложном оксидном соединении по сравнению с простыми оксидами.

Согласно рис. 1 и 2 метод групповых вкладов показывает значительное отклонение от зна-
чений, полученных методом Неймана-Коппа. Авторы работы [33] на  основе проделанного 
анализа 113 соединений заключили, что метод групповых вкладов не  всегда дает надежное 
прогнозирование температурной зависимости теплоемкости оксидов. Это также подтверждено 
в работах [27–29], однако метод групповых вкладов рекомендован для использования, когда 
другая дополнительная информация отсутствует. В табл. 2 приведены коэффициенты получен-
ных полиномов, описывающих влияние температуры на теплоемкость гранатов Ca3R 2Ge3O12.

Результаты расчетов  гранатов Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu) по уравнениям (11) и (12), 
а также среднее значение приведены в табл. 3. Можно видеть, что полученные величины до-
статочно близки, стандартное отклонение не  превышает 2,4  %. Данных о  точности расчета 
по уравнению (12) не найдено, однако в [34] рекомендуют использовать его только для оценки 

.
В табл. 4 приведены полученные значения , рассчитанные методами Герца (Г), Кумо-

ка (К) и по правилу Неймана-Коппа для оксидов (НК1) [21, 22], оксидов и соединений Ca2GeO4 
(HK3), CaGeO3 (HK4) [25],). Можно видеть, что значения энтропии в  стандартных условиях 
различны. Согласно [16] точность метода Герца для оксидов, проверенная с использованием 
160 соединений, составляет 9,5 %. Аддитивное правило и метод Кумока на примере системы 
Y 2O3 – ​BaO – ​CuO дают максимальные отклонения – ​8,1 и 4,6 % от базового значения соответ-
ственно, поэтому сделано предположение, что рассчитанные с помощью инкрементов ионов 
значения  ближе к истинным [17]. Сравнить значения стандартной энтропии германатов 

Рис.  1. Влияние температуры на  теплоемкость Ca3Y 2Ge3O12. Расчет методами НК1 (1), НК2(2), НК3(3), 
НК4(4), НК5(5), методом ГВ(6)

Fig. 1. Effect of temperature on the heat capacity of Ca3Y 2Ge3O12. Calculation by methods NK1(1), NK2(2), NK3 
(3), NK4(4), NK5(5), group contributions (6)
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Рис. 2. Влияние температуры на теплоемкость Ca3Er2Ge3O12. Расчет методами НК1 (1), НК2 (2), НК3 (3), 
НК4 (4), НК5 (5), методом ГВ (6)

Fig. 2. Effect of temperature on the heat capacity of Ca3Er2Ge3O12. Calculation by methods NK1(1), NK2(2), NK3 
(3), NK4(4), NK5(5), group contributions (6)

Таблица 2. Коэффициенты уравнения (10), полученные методом групповых вкладов Мостафы (Дж/
(моль·K)

Table 2. Coefficients of the equation (10) obtained by the method Mostafa’s group contributions (J/(mol·K)

Соединение a b, 10–3 c, 105 d, 10–6

Ca3Y 2Ge3O12 422,3 204,4 -83,60 -31,93
Ca3Er2Ge3O12 413,2 214,7 -52,80 -44,65
Ca3Tm2Ge3O12 424,3 209,7 -74,00 -31,32
Ca3Yb2Ge3O12 425,7 206,3 -76,72 -32,21
Ca3Lu2Ge3O12 415,1 216,9 -80,20 -30,26

Таблица 3. Рассчитанные величины  (кДж/моль) германатов Ca3R  2Ge3O12 (R  = Y, Er  – ​Lu) 
по различным модельным уравнениям

Table 3. Calculated values of  (kJ/mol) of Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu) germanates obtained tovarious 
model equations

Соединение  (11)  (12)  (среднее)
Ca3Y 2Ge3O12 - 5743 - 5722 - 5733
Ca3Er2Ge3O12 - 5739 - 5594 - 5666
Ca3Tm2Ge3O12 - 5728 - 5542 - 5635
Ca3Yb2Ge3O12 - 5652 - 5515 - 5584
Ca3Lu2Ge3O12 - 5715 - 5593 - 5654
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Ca3R 2Ge3O12 (R = Y, Er – ​Lu) не представляется возможным, в связи с отсутствием таких вели-
чин в литературных источниках.

По полученным значениям термодинамических функций провели оценку изменения энер-
гии Гиббса реакций (1), (2), (4), (5) в зависимости от температуры, которые показаны на рис. 3 
на примере Ca3Y 2Ge3O12(а) и Ca3Lu2Ge3O12 (б). Температурный интервал определялся методи-
ками твердофазного синтеза, который чаще всего проводят в диапазоне от 1473 до 1773 K.

Согласно приведенным данным для уравнений (1, 4) энергия Гиббса мало увеличивается 
с ростом температуры от 298 до 1800 K, однако в отличие от реакции (1) реакция (4) стано-
вится термодинамически возможной только при 1200 K для Ca3Y  2Ge3O12 и  при 1700 K для 
Ca3Lu2Ge3O12. Это указывает на возможность осуществления реакции через образование про-
межуточного соединения Ca2GeO4 только при высоких температурах, что требует специально-
го оборудования и больших энергозатрат.

Для уравнений (2) и (5) значения ΔrG° изменяются достаточно сильно, но реакция (2) ста-
новится термодинамически возможной только при 700 K, что является вполне ожидаемым, так 
как участие карбоната кальция требует дополнительных затрат энергии на его диссоциацию.

Обращает внимание реакция (5), протекающая через образование CaGeO3, которое воз-
можно уже при комнатной температуре. Подобные результаты получены и для остальных гра-
натов Ca3R 2Ge3O12 (R = Er, Tm, Yb). Исходя из этих результатов можно предположить, что для 
синтеза гранатов предпочтительными являются реакции (1) и (5)

Таблица 4. Рассчитанные величины  (Дж/(моль∙K)) германатов Ca3R  2Ge3O12 (R  = Y, Er  – ​Lu), 
полученные различными методами

Table 4. Calculated values of  (J/(mol∙K)) of Ca3R 2Ge3O12(R = Y, Er – ​Lu) germanates obtained to various 
model equations

Соединение (Г) (К) (HK1) (HK3) (HK4)
Ca3Y 2Ge3O12 472,3 377,2 332,6 401,6 372,2
Ca3Er2Ge3O12 502,3 431,8 386,6 455,5 426,2
Ca3Tm2Ge3O12 499,3 424,8 373,1 442,1 412,7
Ca3Yb2Ge3O12 501,5 421,6 366,5 435,5 406,1
Ca3Lu2Ge3O12 508,2 388,6 343,4 412,4 383,0
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Рис. 3. Зависимость ΔrG° реакций (уравнения 1 (1), 2 (2), 4 (3), 5 (4)) от температуры: a – ​Ca3Y 2Ge3O12; б – ​
Ca3Lu2Ge3O12

Fig. 3. The temperature dependence of ΔrG° of synthesis reactions of garnet (equations 1 (1), 2 (2), 4 (3), 5 (4)): 
a – ​Ca3Y 2Ge3O12; b – ​Ca3Lu2Ge3O12
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