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Abstract. The dynamic behavior of beam structures at transient loads is largely determined by the 
spectrum of their natural frequencies of bending vibrations, in which the first natural frequency is 
usually the most dangerous. Changing the beam temperature results in a longitudinal force that shifts 
the spectrum of natural frequencies of bending vibrations into a dangerous resonant area and can even 
lead to a loss of beam stability when it reaches a critical value. An effective way to control the dynamic 
behavior of the beam is the reasonable choice of the support system, however, such a design approach 
is practically not considered in the known literature.
This paper proposes a method of reasonable selection of a support scheme for rectilinear multi-span 
beams in order to provide the given values of the first eigen frequency of bending vibrations and the 
first critical load due to the action of axial force caused by changing the temperature of the beam. 
The technique is based on the known positions of beam vibration theory, Euler stability theory and 
uses support coefficients, which are pre-normalized to achieve comparable values, as a criterion for 
selecting the support scheme. The selected support scheme provides the specified value of the first 
eigen frequency, the value of the first critical temperature, or both at the same time.
According to the developed methodology, comparative calculations of the pipeline by the finite element 
method for beam and shell models were carried out, which showed good convergence of results for all 
controlled parameters. The proposed approach can be used in designing structures of extended beams 
for control of their own frequency of the spectrum of vibrations and critical force (or temperature) by 
means of a reasonable selection of appropriate support systems.

Keywords: beam, support, free vibrations, stability, critical force, temperature, support factor, 
normalizing.
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Управление динамическим поведением  
протяженной балки посредством закреплений  
с учетом температуры
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А. В. Колотов, Н. В. Суходоева, А. Е. Митяев
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Аннотация. Динамическое поведение балочных конструкций при переменных нагрузках 
во  многом определяется спектром их собственных частот изгибных колебаний, в  котором 
обычно наиболее опасной является первая собственная частота. Изменение температуры 
закрепленной балки приводит к  появлению продольной силы, которая смещает спектр 
собственных частот изгибных колебаний в  опасную резонансную область и  может даже 
привести к потере устойчивости при достижении ею критического значения. Эффективным 
способом управления динамическим поведением балки является обоснованный выбор системы 
опор, однако в  известной литературе практически не  рассматривается такой проектный 
подход. В данной работе предлагается методика обоснованного выбора схемы закрепления для 
прямолинейных многоопорных балок с целью обеспечения заданных значений первой частоты 
собственных изгибных колебаний и первой критической нагрузки от действия осевой силы, 
вызванной изменением температуры балки. Методика основана на  известных положениях 
теории колебаний балок, теории устойчивости по Эйлеру и использует в качестве критерия 
выбора схемы закрепления коэффициенты опор, которые предварительно нормируются для 
достижения сопоставимых значений. Выбранная схема обеспечивает заданное значение 
первой собственной частоты колебаний, величину первой критической температуры 
или одновременно оба условия работоспособности. Согласно разработанной методике 
выполнены сравнительные расчеты прямого трубопровода методом конечных элементов 
для балочной и  оболочечной моделей, которые показали хорошую сходимость результатов 
по  всем контролируемым параметрам. Предложенный подход может быть использован при 
проектировании конструкций протяженных балочных конструкций для управления любой их 
собственной частоты спектра колебаний и критической силы (или температуры) посредством 
обоснованного выбора соответствующей системы опор.

Ключевые слова: балка, опора, свободные колебания, устойчивость, критическая сила, 
температура, коэффициент опор, нормирование.
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Введение

В  машиностроении существует большое количество протяженных многоопорных кон-
струкций, которые подвержены динамическим воздействиям в виде вынужденных колебаний 
в сочетании со значительными изменениями температур: трубопроводы, маслопроводы, паро-
проводы, ж/д рельсы, тяги, кабели, волноводы и др. Изменение температуры материала кон-
струкции вызывает изменение его геометрических размеров, что при наличии препятствий, 
например в виде неподвижных опор, приводит к появлению температурных усилий, которые 
изменяют значения собственных частот протяженных балочных конструкций и могут вызвать 
потерю их устойчивости. Условиями работоспособности таких протяженных многоопорных 
балочных конструкций является недопущение совпадения их собственных частот колебаний 
с частотами внешних воздействий и ограничение силовых воздействий критическими значе-
ниями. В большинстве случаев из всего спектра собственных частот и критических нагрузок 
протяженной балки наиболее опасными являются первая собственная частота изгибных ко-
лебаний f1 и первая критическая сила Pcr1, или соответствующая ей температура ΔТcr1. В этом 
случае условие работоспособности имеет вид:

, , или ,	 (1)

где допустимые значения частоты [ f1], силы [Pcr1] и  изменения температуры [ΔТcr1] берутся 
с учетом величин коэффициентов запаса.

Теоретические основы для расчета колебаний и  устойчивости многоопорных балок из-
ложены в работах многих ученых начиная с начала 20 века и по настоящее время [1–10]. В ре-
зультате к настоящему времени постановку задачи расчета колебаний и потери устойчивости 
для различных механических конструкций, подвергающихся изменению температур, с  ма-
тематической точки зрения можно считать решенной, и  она сводится к  дифференциальным 
уравнениям в частных производных с заданными граничными условиями. Решение такой за-
дачи сводится к нахождению собственных векторов и собственных значений для некоторой, 
полученной после ряда математических преобразований, системы линейных алгебраических 
уравнений [11–41].

Из-за сложности получения аналитического решения данной задачи часто применяют раз-
личные численные и получисленные методы расчета (численное итерационное решение, бес-
конечные ряды, специальные функции, комплексные числа и др.). Также распространена прак-
тика использования специализированных программ на  ЭВМ (Ansys, Nastran и  др.), которые 
обычно основаны на методе конечных элементов (МКЭ), что устраняет проблему получения 
решений для рассматриваемой конструкции практически любой сложности [43–45]. Вместе 
с тем численные методы позволяют получать только отдельные частные решения, не предста-
вимые в явном аналитическом виде, что затрудняет их использование в инженерной практике 
при проектных и исследовательских работах для оперативной качественной оценки принима-
емых предварительных решений. Для решения данной проблемы были разработаны приклад-
ные методы расчета и различные справочники по динамике типовых элементов конструкций 
(балки, пластинки, оболочки и др.), призванные помочь инженеру-проектировщику проводить 
необходимые расчеты без необходимости составления и решения дифференциальных уравне-
ний [46, 47].
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Однако практически вся литература по колебаниям и устойчивости многоопорных балок 
основана на исследовательском подходе, то есть она ориентирована только на ее использо-
вание для оценки динамических параметров уже существующих конструкций с заданными 
опорами, без возможности их проектного расчета и обоснования требований к закреплени-
ям. Аспекты влияния вида опор на  динамическое поведение балки и  возможность управ-
лять им кратко упоминаются в работе Тимошенко С. П. [42], однако данное предположение 
не получило у него дальнейшего развития. Между тем перед инженером-проектировщиком 
обычно стоит именно обратная задача: для заданной неизменяемой протяженной конструк-
ции необходимо определить, какие опоры, с какой жесткостью и с каким шагом необходи-
мо установить, чтобы получить требуемое значение первой собственной частоты колебаний 
и величину первой критической нагрузки (силы или температуры). Отсутствие проектных 
методов расчета многоопорных балок приводит к тому, что инженеру приходится выполнять 
серию расчетов с  различными закреплениями для достижения требуемого динамического 
поведения имеющейся конструкции.

Некоторым исключением можно считать направления виброзащиты и  оптимизации ба-
лочных конструкций, но используемые там подходы и методы также обходят стороной вопрос 
об обосновании числа и вида опор для получения требуемого динамического поведения кон-
струкции. Литература по виброзащите [48–54] в основном рассматривает следующие спосо-
бы регулирования вибраций: виброизоляция, дополнительное демпфирование, балансировка 
и т.д., только упоминая вариант обоснованного выбора схемы закрепления. Рассматривая тему 
оптимального проектирования балочных конструкций [55–58], авторы сосредоточиваются 
в  основном на  внесении изменений в  саму балку (форма, размеры, материал и  др.), причем 
варьируемые переменные должны быть непрерывными и гладкими, что затруднительно, на-
пример, для дискретного изменения числа и вида опор. Во многих практических случаях кон-
струкция балки дается в неизменяемом виде, что осложняет применение методов оптималь-
ного проектирования. Также получаемые авторами расчетные зависимости зачастую носят 
весьма общий характер, что совершенно неприменимо для инженерной практики.

Аналогичная ситуация наблюдается и с расчетом балок на устойчивость: в известной ли-
тературе не обнаружен проектный метод расчета с целью обоснования условий закрепления 
на  основе требуемого значения критической силы [59–61]. Между тем обоснованный выбор 
типа и способов расстановки опор является эффективным методом обеспечения условий рабо-
тоспособности (1) для протяженных балочных конструкций.

В данной работе на основе известных аналитических зависимостей теории колебаний ба-
лок и теории устойчивости балок предложена методика, позволяющая проводить обоснован-
ный выбор схемы закрепления, которая обеспечивает требуемые значения первой частоты соб-
ственных колебаний и первой критической силы или температуры для прямолинейных балок 
как раздельно, так и одновременно, что позволяет также явно оценить вклад различных фак-
торов (опоры, геометрические формы и размеры, материал и др.) на получаемые результаты.

1. Уравнения динамического состояния балки

Рассмотрим основные аналитические зависимости динамического состояния балки отно-
сительно первой собственной частоты изгибных колебаний и  первой критической силы как 
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наиболее опасные для ее работоспособности. Уравнение свободных колебаний балки с учетом 
действия сжимающей продольной силы (рис. 1, а) имеет вид [11–15]:

,	 (2)

где y=y(x, t) – ​функция прогиба при колебаниях; E – ​модуль Юнга; Jz – ​момент инерции по-
перечного сечения; m – ​удельная масса, m=ρS, где ρ – ​плотность материала; S – ​площадь по-
перечного сечения; Р – ​продольная сила.

В качестве функции прогиба y(x) для рассматриваемой изгибной формы колебаний на пер-
вой собственной частоте примем уравнение вида:

,	 (3)

где А – ​амплитуда колебаний; l – ​длина балки; ω– круговая частота колебаний.
Для однозначного решения уравнения (2) необходимо задать граничные условия, которые 

отражают условия закрепления балки в опорах.
Подставив функцию прогиба (3) в уравнение свободных колебаний (2), временно приняв 

Р=0 и учитывая условия закрепления балки, получим систему линейных уравнений, первое 
собственное значение которой и будет определять решение для ее первой частоты собственных 
колебаний:

,	 (4)

где α – ​коэффициент опор, который учитывает влияние способа закрепления балки.
При действии на балку сжимающей продольной силы Р первая собственная частота коле-

баний будет изменяться по зависимости [46]:

,	 (5)

Рис. 1. Влияние температуры балки на ее динамическое состояние: а – ​расчетная схема; б – ​зависимость 
частоты от температуры

Fig. 1. Influence of beam temperature on its dynamic state: a – ​design diagram; b – ​dependence of frequency on 
temperature
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где f1(P<>0) – ​первая собственная частота балки при действии продольной силы Р; f1(P=0) – ​первая 
частота свободных колебаний при отсутствии продольной силы Р; Pcr1 – ​первая критическая 
продольная сила балки.

Будем рассматривать изменение температуры ∆Т как основную причину появления про-
дольной силы Р, для этого выразим ее через температуру по формуле [47]:

,	 (6)

где αt – ​коэффициент температурного расширения материала балки.
Первую критическую силу в уравнении (5) можно определить по формуле Эйлера, которая 

имеет вид [59–61]:

,	 (7)

где μ – ​коэффициент приведения длины, также определяется способом закрепления.
Графически влияние продольной силы (6), выраженной через температуру, на  значение 

первой собственной частоты колебаний балки показано на  рис.  1б. Уменьшение температу-
ры ниже нуля приведет к повышению значения первой собственной частоты колебаний, что 
обычно допустимо и здесь не рассматривается. При увеличении же температуры до некоторо-
го критического значения ΔТcr (рис. 1б) частота собственных колебаний уменьшится до нуля, 
при этом сжимающая сила (6) достигнет своего первого критического значения, что приведет 
к общей потери устойчивости балки. Таким образом, два условия работоспособности (1) по ча-
стоте и температуре оказываются связанными через продольную силу. Объединив уравнения 
(4–7), получим условие для первой частоты собственных колебаний балки с учетом влияния 
температуры в виде:

.	 (8)

Выполнение условия (8) соответствует одновременному выполнению обоих условий рабо-
тоспособности (1): обеспечение минимального значения первой собственной частоты колеба-
ний и условие устойчивости конструкции балки при изменении температуры. Потеря устойчи-
вости конструкции, когда ее собственная частота колебаний равна нулю, есть динамический 
критерий устойчивости. В выражении (8) это соответствует случаю, когда выражение в скоб-
ках под корнем обратится в ноль, что позволяет выразить первую критическую температуру 
балки:

.	 (9)

Значения коэффициентов опор α и μ в разрешающих уравнениях (4,7–9) для простых слу-
чаев расстановки опор можно найти во многих справочниках [46,47] или рассчитать для тре-
буемой схемы закрепления. Рассмотрим далее более распространенные случаи многоопорного 
закрепления протяженных балок с целью создания методики обоснованного выбора схемы за-
крепления.
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2. Методика обоснованного выбора схемы закрепления

Коэффициенты опор α и µ обычно используются для проверочных расчетов путем их вы-
бора из справочников для известной конструкции с  заданными закреплениями. Рассмотрим 
постановку и решение обратной задачи – ​управление первой собственной частотой колебаний 
и первой критической нагрузкой балки с помощью обоснованного выбора для нее требуемой 
схемы закрепления.

2.1. Выбор базовых схем расстановки опор

Протяженные прямолинейные балочные конструкции в общем случае могут иметь про-
извольную систему закреплений, но на своих концах они обычно соединяются с массивны-
ми блоками, которые можно считать эквивалентом жесткой заделки. Протяженные балки, как 
правило, имеют несколько промежуточных опор, которые запрещают линейные смещения 
в поперечном направлении и незначительно ограничивают угловые перемещения, что позволя-
ет их смоделировать шарнирными опорами. В соответствии с таким подходом в данной работе 
ограничимся тремя базовыми схемами закрепления (рис. 2), для которых значения коэффици-
ентов опор α и µ приведены в табл. 1 [46,47].

Для всех схем при N=0 получаем однопролетную балку как частный случай многопро-
летной конструкции. Считаем, что во всех схемах опоры располагаются равноудаленно друг 
от друга, что рационально с точки зрения получения их равной изгибной жесткости и проч-

Таблица 1. Исходные значения коэффициентов опор

Table 1. Original values of support coefficients

№  
схемы Коэффициент

Число промежуточных опор N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
α 3,1416
µ 1

2
α 4,730 3,927 3,557 3,393 3,310 3,260 3,230 3,210 3,196 3,186 3,180
µ 0,5 0,699 0,814 0,879 0,917 0,939 0,954 0,964 0,971 0,977 0,978

3
α 3,927 3,393 3,261 3,210 3,186 3,173 3,164 3,159 3,156 3,153 3,151
µ 0,7 0,879 0,939 0,964 0,977 0,983 0,988 0,99 0,992 0,994 0,996

Рис. 2. Схемы способов закрепления балки

Fig. 2. Beam support schemes
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ности, и широко применяется на практике. В этом случае длину каждого пролета можно опре-
делить как:

.	 (10)

Максимальное число промежуточных опор в данной работе принято 10, но при необходи-
мости можно получить значения коэффициентов опор для любого числа и вида промежуточ-
ных опор. При этом при анализе табл. 1 можно отметить, что дальнейшее увеличение числа 
опор малоэффективно: при N>7 добавление промежуточной опоры слабо влияет на величину 
коэффициентов опор α, µ и, соответственно, на первую собственную частоту колебаний балки 
(4) и ее первую критическую нагрузку (7) или температуру (9).

2.2. Преобразование коэффициентов опор

Обеспечение условий работоспособности (1) основано на выполнении условия (8), в кото-
рое входят два разнозначных коэффициента опор α и µ, что затрудняет получение одного кри-
терия выбора требуемой схемы закрепления. Необходимо получить единый критерий выбо-
ра схемы закрепления, для этого коэффициенты опор должны иметь сопоставимые значения. 
Принимая единую изгибную форму деформаций балки (3) при колебаниях и потере устойчи-
вости для заданных закреплений с учетом (10), выполним нормирование исходных значений 
коэффициентов опор в табл. 1 для всех схем закреплений по отношению к коэффициентам опор 
абсолютно свободной балки по зависимостям:

.	 (11)

Полученные новые значения коэффициентов опор α' и μ' для всех базовых схем на рис. 2 
сведем в табл. 2.

Нормирование по выражениям (11) позволил установить прямую зависимость для первой 
собственной частоты колебаний, критической силы и критической температуры от новых зна-

Таблица 2. Нормированные значения коэффициентов опор

Table 2. Normalized values of support coefficients

№ 
схемы Коэффициент

Число промежуточных опор N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
α' 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121
μ' 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121

2
α' 2,267 6,250 11,54 18,66 27,75 38,77 51,80 66,82 83,83 102,8 124,0
μ' 4 8,187 13,58 20,71 29,73 40,83 53,84 68,87 85,91 104,8 126,5

3
α' 1,563 4,666 9,697 16,71 25,72 36,72 49,70 64,71 81,75 100,7 121,7
μ' 2,041 5,177 10,21 17,22 26,19 37,26 50,20 65,30 82,31 101,2 122,0
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чений коэффициентов опор, при этом вид записи этих уравнений практически не изменился 
с классического написания (7–9):

,	 (12)

,	 (13)

.	 (14)

Преобразование по формулам (11) позволяет в уравнениях (12–14) оставить исходную дли-
ну l балки, а количество промежуточных опор N уже учтено новыми коэффициентами опор α' 
и μ'. Вариант представления коэффициентов α' и μ' после нормирования также позволил полу-
чить их удобные и  сопоставимые значения. Например, по  значениям в  табл.  2 можно легко 
установить, во сколько раз изменятся первая собственная частота, критическая температура 
и первая критическая сила в зависимости от вида краевых опор и числа промежуточных опор 
N, поскольку нормированные коэффициенты α' и μ' теперь напрямую это определяют согласно 
зависимостям (12–14).

2.3. Единое условие работоспособности балки

После пересчета коэффициентов опор по зависимостям (11) новые значения α' и µ' оказыва-
ются очень близки друг к другу для каждого варианта схемы опоры (табл. 2), и при увеличении 
N это различие быстро уменьшается за  счет того, что для всех схем закреплений исходные 
коэффициенты α и µ (табл. 1) очень быстро сходятся к характерным константам:

α = π, μ = 1 при N → ∞	 (15)

Принимая условие равенства коэффициентов опор в пределах каждой схемы закрепления, 
получаем искомый единый критерий выбора схемы закрепления в виде минимально допусти-
мого значения коэффициента опор:

αmin = α' = μ'	 (16)

Подставляя равенство (16) в условие работоспособности (8), получаем квадратное уравне-
ние относительно искомого коэффициента αmin в виде:

.	 (17)

Решение уравнения (17) с учетом знаков имеет вид:

,	 (18)

где СΔT – ​коэффициент учета влияния температуры, определяется как:

.	 (19)
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Таким образом, для обеспечения условий работоспособности (1) необходимо из табл. 2 
выбрать такую схему закрепления и  число промежуточных опор, для которых значения 
коэффициентов α' и µ' будут не меньше, чем рассчитанная величина по выражению (18), 
то есть:

.	 (20)

Выбранная схема закрепления балки с соответствующими ей значениями коэффициентов 
α' и µ' будет обеспечивать одновременное выполнение условий работоспособности (1) по часто-
те, критической силе и температуре, в чем можно убедиться, проверив их фактические значе-
ния по зависимостям:

,	 (21)

,	 (22)

.	 (23)

Зависимости (21–23) получены в соответствии с новыми значениями коэффициентов опор 
из табл. 2, при этом если принять условие [ f1]=0, то вид записи этих уравнений совпадет с клас-
сическим вариантом их написания (7–9), который становится их частным случаем.

2.4. Алгоритм обоснованного выбора схемы закрепления

Предложенный способ нормирования значений коэффициентов опор и единый критерий 
выбора схемы закрепления (20) позволяют решать проектные задачи по обоснованному выбору 
такого закрепления балки, для которого будут выполнены все условия работоспособности (1). 
Для этого на подготовительном этапе необходимо:

1) создать набор базовых схем многоопорного закрепления, аналогично рис. 2;
2) определить коэффициенты опор α и µ для каждой схемы по справочной литературе либо 

расчетным путем;
3)  нормировать значения коэффициентов опор α и  µ для каждой схемы закрепления 

по формулам (11) или аналогичным зависимостям таким образом, чтобы они приняли близкие 
значения: α' ≈ μ'.

После этого обоснованный выбор схемы закрепления состоит из трех этапов:
1. Расчет минимального требуемого значения коэффициента опор αmin по формуле (18).
2. Выбор из созданного набора базовых схем закреплений такой схемы, для которой вы-

полняется условие (20).
3. Проверка фактических значений динамических параметров конструкции с выбранной 

схемой закрепления по формулам (21–23).
Рассмотрим пример расчета протяженной конструкции по разработанной методике и по-

лученным аналитическим зависимостям.
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3. Пример расчета

Рассмотрим трубопровод круглого поперечного сечения с  характеристиками: длина 
l=1,5 м, наружный диаметр D=15 мм, внутренний диаметр d=13 мм; материал: алюминиевый 
сплав Е=7.1*105MПa, плотность ›=2770 кг/м3, коэффициент теплового расширения αt =0,000023 
1/ °С. Исходное закрепление трубопровода выполнено в виде жесткой заделки на обоих краях, 
промежуточных опор нет, этому соответствует схема 2 на рис. 2 при N=0.

Необходимо выбрать схему расположения опор и требуемое число промежуточных, при 
которых обеспечивалось  бы значение первой собственной частоты колебаний [ f1]=250 Гц 
и критическая температура [ΔТcr1]=90 °С. Выполним решение по разработанной методике и по-
лученные результаты расчетов верифицируем методом конечных элементов в программе Ansys 
17 для балочной и оболочечной моделей конструкции трубопровода.

3.1. Аналитическое решение по разработанной методике

Первым шагом проверим текущие динамические параметры заданного трубопровода при 
исходном закреплении для схемы 2 на рис. 2 при N=0. Согласно табл. 2 этой схеме соответству-
ют значения нормированных коэффициентов опор α’=2,267 иµ’=4. По зависимостям (21,23) при 
ΔТ=0 °С и [ f1]=0 Гц получаем следующие исходные динамические характеристики трубопро-
вода:

f1= 39,76 Гц;		  ΔТcr1=18,79 °С.	 (24)

Потеря устойчивости будет происходить при нагреве на Тcr1=18.79  °С, что не позволяет 
использовать такое исходное закрепление не только для требуемых условий работоспособно-
сти, но  даже при ΔТ=0  °С, поскольку в  этом случае первая собственная частота колебаний 
будет составлять всего f1= 39,76 Гц. Необходимо выбрать другую схему закрепления, которая 
обеспечила бы требуемые условия работоспособности. Для этого подставим исходные данные 
трубопровода в условие (20) и получим требуемое минимальное значение нормированных ко-
эффициентов опор:

αmin = 26,76.	 (25)

Из табл. 2 выбираем схему закрепления, для которой min(α’, µ’)> 26,76, например, схему 
№ 2 с четырьмя промежуточными опорами (N=4), для которой коэффициенты опор равны:

α’ = 27,75; µ’ = 29,73.	 (26)

Проверяем фактические значения первой собственной частоты колебаний трубопровода 
по формуле (21) и критической температуры по выражению (23), получаем решение:

f1 = 290,16 Гц и ΔТcr1= 102,78 °С,	 (27)

что обеспечивает оба требования задачи.
На рис. 3 графически показано различие динамического поведения конструкции между 

исходным закреплением (N=0) и для выбранной схемы опор (N=4).
Точка А  на кривой f1(Т) при N=4 определяет фактические параметры трубопровода для 

выбранной схемы закрепления.
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Рис. 3. Зависимость первой собственной частоты колебаний от температуры

Fig. 3. Dependence of the first eigen frequency on temperature

Рис.  4. Результаты расчета оболочечной модели трубопровода: a  – ​первая мода колебаний при N=0 
и  ΔТ=0  °С;  б  – ​потеря устойчивости при Тcr1, N=0 и  [f1]=0 Гц; в  – ​первая мода колебаний при N=4 
и ΔТ=90 °С; г – ​потеря устойчивости при Тcr1, N=4 и [f1]=0 Гц

Fig. 4. Calculation results of the pipeline shell model: a – ​the first vibration mode at N=0 and ΔТ =00C; b – ​stabil-
ity loss at Tcr1, N = 0 and [f1] = 0 Hz; c– the firs vibration mode at N=4 and ΔТ = 900C; d– stability loss at Tcr1, 
N = 4 and [f1] = 0 Hz
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3.2. Численное решение задачи

Проведем верификацию полученных результатов численным методом конечных элемен-
тов в Ansys. Для этого создадим балочную и оболочечную модели трубопровода и рассчитаем 
параметры их динамического состояния для разных условий закреплений и температурах. Ба-
лочная модель содержит 1500 конечных элементов типа Beam189, а оболочечная модель имеет 
14328 конечных элементов Shell 281. На рис. 4 приведены некоторые характерные результаты 
численного расчета для оболочечной модели, а основные численные значения результатов рас-
чета сведены в табл. 3.

Сравнение результатов расчета по  предложенной методике с  численными решениями 
по методу конечных элементов показывает хорошую сходимость по всем контролируемым па-
раметрам, максимальное различие в  результатах составляет не  более 0,219  % для балочной 
и 1,52 % для оболочечной модели.

4. Обсуждение

Разработанная методика обоснованного выбора закреплений является развитием извест-
ной теории колебаний и теории устойчивости балок с учетом действия температуры, и поэтому 
полученные зависимости хорошо согласуются с известными решениями, которые становятся 
частными случаями предложенного проектного подхода. Полученные в работе аналитические 
зависимости позволяют проводить разносторонние исследования динамического состояния 
балки в зависимости не только от схем закрепления, но также и от ее геометрии (геометрия 
поперечного сечения, длина), материала (удельная масса, модуль Юнга) и критической темпе-
ратуры.

Предложенный подход справедлив не  только для рассмотренных типов опор (заделка, 
шарнирная опора), но и для любых опор, для которых будут известны коэффициенты опор α 
и µ. Методика также справедлива и при наличии в балочных конструкциях криволинейных 

Таблица 3. Сравнение результатов расчета

Table 3. Comparison of calculation results

Параметр

N=0 N=4

f1, Гц при 
ΔТ=0 °С

Тcr1, °С при 
[ f1]=0 Гц

f1, Гц при 
ΔТ=90 °С

Тcr1,  °С
при  

[ f1]=0 Гц
при  

[ f1]=250 Гц
Разработанная методика 39,76 18,79 290,16 139,62 102,78

Ansys, Beam189 39,75 18,78 290,39 139,93 102,91
Отклонение,% 0,00961 0,00786 0,0812 0,219 0,119

Ansys, Shell281 39,78 18,77 288,73 137,67 100,23
Отклонение,% 0,0532 0,0353 0,494 1,40 1,52
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участков, если по их краям установлены промежуточные опоры и длина дуги меньше длины 
пролета прямых участков. В этом случае жесткость криволинейного участка будет заведомо 
выше, чем у прямых участков и это не нарушит условие работоспособности (1).

Особенностью предложенной в данной работе методики выбора схемы закрепления явля-
ется дискретность выбора, поскольку мы можем выбирать только целое число промежуточных 
опор и их определенный тип. Следствием этого, в частности, является невозможность подбора 
схемы закреплений таким образом, чтобы протяженная конструкция была точно настроена 
на заданную первую частоту колебаний или критическую нагрузку. Такая точная настройка 
возможна путем применения опор с регулируемой жесткостью, однако решение такой задачи 
будет более сложным и здесь не рассматривается. Из табл. 2 можно заметить, что при малом 
числе промежуточных опор N<2 принятое допущение о равенстве значений нормированных 
коэффициентов опор (16) становится некорректным, в  этом случае предложенный подход 
можно использовать как первое приближение, проверяя фактические параметры конструкции 
по зависимостям (21–23).

Анализ примера расчета показывает (табл.  3), что все результаты расчета оболочечной 
модели трубопровода в Ansys имеют ожидаемо более низкие значения рассчитываемых пара-
метров по сравнению с балочной моделью, что объясняется влиянием локальных деформаций 
тонкостенного поперечного сечения. Также добавление опор уменьшает отношение длины сво-
бодного участка балки к поперечному размеру, что приводит к росту погрешностей расчета 
вследствие нарушения основных допущений теории балок. В частности, нарушаются основные 
ограничения на соотношения размеров балки [62,63], при соблюдении которых предлагаемый 
подход позволяет с достаточной точностью рассчитывать балки и с неосесимметричной тонко-
стенной формой поперечного сечения [64].

Еще одной особенностью расчетов является то, что при малых требуемых значениях пер-
вой собственной частоты колебаний решение оказывается очень чувствительным к значению 
коэффициента µ', а при больших значениях частот влияние обоих коэффициентов α' и µ' на ре-
шение становится равнозначным. Именно поэтому полученное фактическое значение первой 
собственной частоты (27) оказалось значительно выше, чем исходные требования в условиях 
задачи даже при выборе расчетной схемы, у которой значения коэффициентов α' и µ' (26) лишь 
немного больше требуемой величины (25).

В результате проведенная верификация подтвердила корректность предлагаемой методи-
ки и показала эффективность управления динамическим состоянием балки посредством из-
менения системы расположения опор. В работе были рассмотрены только первая собственная 
частота изгибных колебаний и  первая критическая нагрузка, однако предложенный подход 
применим и для последующих собственных частот, критических нагрузок, видов колебаний 
и форм потери устойчивости (продольные, крутильные и др.).

Заключение

Разработана методика управления динамическим поведением протяженных балок по-
средством обоснованного выбора схемы закрепления, обеспечивающая их работоспособ-
ность при заданных требованиях по  частоте собственных колебаний и  критической силе 
(или температуре). Предложенный метод имеет простую аналитическую формулировку, что 
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позволяет инженеру-проектировщику оперативно и обоснованно проводить многофакторное 
исследование или проектирование любых протяженных балочных конструкций для обе-
спечения ими заданных значений первой собственной частоты колебаний и температурной 
устойчивости.

Методика верифицирована сравнительным расчетом прямолинейного участка трубопро-
вода методом конечных элементов в программе Ansys для балочной и оболочечной моделей 
и показала хорошую сходимость по всем исследуемым параметрам динамического состояния.
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