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ВВЕДЕНИЕ

3



1 Основные определения

1.1 Линейные разностные уравнения

По аналогии с работой [6] введем обозначения x = (x1, x2, ..., xN) точ-

ки N -мерной целочисленной решетки Z
N = Z × ... × Z, где Z ҫ множество

целых чисел, и A ҫ конечное подмножество точек из Z
N . Разностным урав-

нением относительно неизвестной функции f(x) целочисленных аргументов

x = (x1, x2, ..., xN) с постоянными коэффициентами cα, где α = (α1, ..., αn),

называется соотношение вида

∑

α∈A

cαf(x+ α) = 0. (1)

В данной работе рассматривается слачай, когда множество А лежит в

октанте Z
n
0 = {(x1, x2, ..., xN) : xi ∈ Z, xi ≥ 0, i = 1, 2, ..., N} целочисленной

решетки и удовлетворяет условию:

∃m = (m1,m2, ...,mN) ∈ A : cm ̸= 0, ∀α ∈ A, ∀j = 1, 2, ..., N : αj ≤ mj.

Одномерный случай не вызывает трудностей и хорошо изучен (см. [4]).

А. Муавр в своей работе (см. [16]) рассмотрел степенные ряды

f(0) + f(1)z + ...+ f(k)zk + ...

с коэффициентами f(0), f(1), ... удовлетворяющими разностному уравнению

cmf(x+m) + cm−1f(x+m− 1) + ...+ c0f(x) = 0, x = 0, 1, 2, ...,

где cm ̸= 0, а cj ∈ C ҫ некоторые постоянные, и доказал, что такие ряды
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всегда сходятся к рациональным функциям (см. [16]).

В многомерном случае, который мение изучен (см. [8, 9]), интерес

представляют рациональные производящие функции, которые в иерархии

Р. Стенли (см. [13]) являются «наиболее полезным» классом производящих

функций. В комбинаторном анализе известен широкий класс задач, приво-

дящих к рациональным производящим функциям, например, в задачах о

числе путей на целочисленной решетки (см. [15]).

1.2 Решеточные пути

В комбинаторном анализе хорошо известна задача о решеточных пу-

тях: задан набор векторов ∆ = {α1, α2, ..., αn} ⊂ Z
N , и требуется вычислить

сколькими способами можно попасть в точку x ∈ Z
N из начала координат,

используя только шаги из ∆.

Если обозначить искомое число путей через f(x), то известно (см.

[15]),что f(x) удовлетворяет рекуррентному соотношению

f(x)− f(x− α1)− ...− f(x− αn) = 0, x ∈ K,

где K ҫ конус, натянутый на вектора из ∆.

Примеры классических решеточных путей.

1)Пути Дика. Путями Дика будем называть пути на целочисленной

решетки с шагами (0, 1), (1, 0), не поднимающиеся выше прямой y = x

(рис. 1). Количество таких путей из точки (0, 0) в точку (n, n) называется

n-ым числом Каталана и обозначается Cn. Числа Каталана также являют-

ся ответом к задаче о числе правильных скобочных последовательностей:

сколькими способами можно разместить n правильных скобочных последо-

вательностей. Можно заметить, что решения этой задачи для произвольного

числа n лежат на диагонали y = x.
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Рис. 1: Пути Дика

2)Пути Шрёдера. Путями Шрёдера будем называть пути на цело-

численной решётки с шагами (0, 1), (1, 0), (1, 1), не подминающиеся выше

диагонали y = x (рис. 2). Числа Шрёдера являются ответом на вопрос:

сколькими способами шахматный король может прийти из начала коорди-

нат в точку с координатами (n, n), используя только шаги из заданного

набора.

3)Пути Деланноя. Путями Деланноя будем называть пути на цело-

численной решётки с шагами (0, 1), (1, 0), (1, 1) (рис. 3).

1.3 Многомерные производящие функции и их се-

чения

Пусть ∆ = {α1, α2, ..., αn} ⊂ Z
N ҫ это набор из n векторов с целочис-

ленными координатами такой, что конус

K = {λ : λ = k1α
1 + ...+ knα

n}, ki = 1, 2, ..., i = 1, ..., n
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Рис. 2: Пути Шрёдера

заостренный, то есть целиком лежит в некоторой полуплоскости. Обозначим

f(x) = f(x1, x2, ..., xN) число путей из начала координат в точку (x1, x2, ...,

xN) ∈ K с шагами из ∆ и рассмотрим формальный степенной ряд

F (z) = F (z1, z2, ..., zN) =
∑

(x1,x2,...,xN )∈K

f(x1, x2, ..., xN)z
x1

1 zx2

2 ...zxN

N , (2)

который назовем производящим рядом для числа путей f(x1, x2, ..., xN) с

шагами из ∆.

F (z) =
∞
∑

k1+k2+...+kp=0





∑

(x1,x2,...,xN )∈Kp+1,...,n

f(x1, x2, ..., xN)z
x1

1 zx2

2 ...zxN

N



 ·

·
(

zα
1
)k1

...
(

zα
p)kp

, (3)
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Рис. 3: Пути Деланноя

где Kp+1,...,n ҫ это конус, натянутый на ветора {αp+1, ..., αn}. Причем сум-

мы вида F (kp+1, ..., kn; z) =
∑

(x1,x2,...,xN )∈Kp+1,...,n

f(x1, x2, ..., xN)z
x1

1 zx2

2 ...zxN

N бу-

дем называть сечениями производящего ряда F (z).
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2 Вид сечения производящего ряда и его рек-

курентное соотношение.

Пусть задан набор векторов ∆ = {α1, α2, ..., αn} ⊂ Z
N . Тогда произво-

дящая функция решеточных путей равна

F (z) =
1

1− zα
1 − zα

2 − ...− zα
n .

Теорема 1. Сечения производящего ряда F (z) для числа решеточных путей

имеют вид:

F (kp+1, ..., kn; z) =

(kp+1+...+kn)!
kp+1!·...·kn!

(1− zα
1 − zα

2 − ...− zα
p)

kp+1+...+kn+1
. (4)

Доказательство. Проведем некоторые преобразования с производящим

рядом

F (z) =
1

1−
p
∑

j=1

zα
j −

n
∑

j=p+1

zα
j

=
1

1−
p
∑

j=1

zα
j

·
1

1−

n
∑

j=p+1

zα
j

1−
p
∑

j=1

zα
j

,

расписываем последний множитель как сумму бесконечно убывающей гео-

метрической прогрессии:

1

1−
p
∑

j=1

zα
j

·
∞
∑

k=0











n
∑

j=p+1

zα
j

1−
p
∑

j=1

zα
j











k

=
∞
∑

k=0

(

n
∑

j=p+1

zα
j

)k

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)k+1
=
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=
∞
∑

kp+1+...+kn=0

(kp+1+...+kn)!
kp+1!·...·kn!

(

zα
p+1

)kp+1

· ... ·
(

zα
n)kn

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)kp+1+...+kn+1
=

∞
∑

kp+1+...+kn=0

(kp+1+...+kn)!
kp+1!·...·kn!

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)kp+1+...+kn+1
· (zα

p+1

)kp+1...((zα
n

)kn) =

=
∞
∑

kp+1+...+kn=0

F (kp+1, ..., kn; z)(z
αp+1

)kp+1...((zα
n

)kn),

где

F (kp+1, ..., kn; z) =

(kp+1+...+kn)!
kp+1!·...·kn!

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)kp+1+...+kn+1

является сечением производящего ряда F (z).

Теорема 2.Пусть у нас есть набор векторов ∆ = {α1, α2, ..., αn} ⊂ Z
N .

Тогда сечения для производящего ряда числа решеточных путей связаны

рекуррентная соотношением:

(1−

p
∑

j=1

zα
j

) · F (kp+1, ..., kn; z) = F (kp+1 − 1, ..., kn; z) + ...+

+ F (kp+1, ..., kn − 1; z). (5)

Доказательство. Подставим выражение (4) для сечения производящего

ряда из предыдущей теоремы в данное равенство. В левой части получим:

(1−
p
∑

j=1

zα
j

)
(

(kp+1+...+kn)!
kp+1!·...·kn!

)

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)kp+1+...+kn+1
.

10



А в правой:

(kp+1+kp+2...+kn−1)!
(kp+1−1)!·(kp+2)!·...·kn!

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)kp+1+...+kn
+

(kp+1+kp+2+...+kn−1)!
(kp+1)!·(kp+2−1)!·...·kn!

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)kp+1+...+kn
+ ...+

+

(kp+1+kp+2+...+kn−1)!
(kp+1)!·(kp+2)!·...·(kn−1)!

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)kp+1+...+kn
=

=
1

(

1−
p
∑

j=1

zα
j

)kp+1+...+kn
·

(

(kp+1 + kp+2...+ kn − 1)!

(kp+1 − 1)! · (kp+2)! · ... · kn!
+

+
(kp+1 + kp+2 + ...+ kn − 1)!

(kp+1)! · (kp+2 − 1)! · ... · kn!
+ ...+

(kp+1 + kp+2 + ...+ kn − 1)!

(kp+1)! · (kp+2)! · ... · (kn − 1)!

)

.

Приводим выражение в скобках к общему знаменателю:

(

(kp+1 + ...+ kn − 1)!(kp+1 + ...+ kn)

kp+1! · ... · kn!

)

=
(kp+1 + ...+ kn)!

kp+1! · ... · kn!
.

Сравнивая левую и правую части, получаем верное торжество.
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3 Примеры сечений производящих рядов

Пример 1. Рассмотрим систему векторов ∆ = {(2, 1), (0, 2)} ⊂ Z
2.

Рис. 4: Пример 1

Тогда производящая функция числа решеточных путей равна

1

1− z21z2 − z22
.

Проведем преобразования аналогичные теореме 1. Зафиксируем вектор (2, 1).

1

1− z21z2 − z22
=

1

(1− z21z2)− z22
=

1

1− z21z2
·

1

1− z22
1−z21z2

=

=
1

1− z21z2
·

∞
∑

k=0

(

z22
1− z21z2

)k

=
∞
∑

k=0

1

(1− z21z2)
k+1

· (z22)
k.

Вычисление сечений производящих рядов.
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1)Фиксируем вектор (2; 1).

Для k = 0

Fα1(0,z) = 1 + z21z2 + z41z
2
2 + z61z

4
2 + ... =

1

1− z21z2
,

для k = 1

Fα1(1,z) = C0
1z

2
2 + C1

2z
2
1z

3
2 + C2

3z
4
1z

4
2 + ...+ Ck−1

k z
2(k−1)
1 zk+1

2 + ...,

для k = 2

Fα1(2,z) = z42 +C1
3z

2
1z

5
2 +C2

4z
4
1z

6
2 +C3

5z
6
1z

7
2 +C4

6z
8
1z

8
2 + ...+Ck−2

k z
2(k−1)
1 zk+2

2 + ...,

для k = 3

Fα1(3,z) = z62 +C3
4z

2
1z

7
2 +C3

5z
4
1z

8
2 +C3

6z
6
1z

9
2 +C4

7z
8
1z

10
2 + ...+Ck−3

k z
2(k−3)
1 zk+3

2 + ...,

для k = 4

Fα1(4,z) = z82+C4
5z

2
1z

9
2+C4

6z
4
1z

10
2 +C4

7z
6
1z

11
2 +C4

8z
8
1z

12
2 + ...+Ck−4

k z
2(k−4)
1 zk+5

2 + ...,

тогда для произвольного k = t

Fα1(t,z) =
t−1
∑

k=0

Ct
k+tz

2k
1 z2t+k

2 +
∞
∑

k=2t

Ck−t
k z2k−t

1 zk+t
2 .

Графически сечения показаны на рисунке 5.

2)Фиксируем вектор (0; 2). Для k = 0

Fα2(0,z) = 1 + z22 + z42 + ... =
1

1− z22
,

13



Рис. 5: Сечения при фиксированном векторе (2, 1)

для k = 1

Fα2(1,z) = z21z2+C1
2z

2
1z

3
2+C2

3z
2
1z

5
2+C3

4z
2
1z

7
2+C4

5z
2
1z

9
2+C5

6z
2
1z

11
2 +...Ck−1

k z21z
2k−1
2 +...,

для k = 2

Fα2(2,z) = z41z
2
2 + C2

3z
4
1z

4
2 + C2

4z
4
1z

6
2 + C2

4z
4
1z

6
2 + C3

5z
4
1z

8
2 + ...+ Ck−2

k z41z
2k−2
2 + ...,

для k = 3

Fα2(3,z) = z61z
3
2 +C3

4z
6
1z

5
2 +C3

5z
6
1z

7
2 +C3

6z
6
1z

9
2 +C4

7z
6
1z

11
2 + ...+Ck−3

k z61z
2k−3
2 + ...,

тогда для произвольного k = t

Fα1(t,z) =
t−1
∑

k=0

Ct
k+tz

2t
1 z

2k+t
2 +

∞
∑

k=2t

Ck−t
k z2t1 z

2k−2
2 .
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Графически сечения показаны на рисунке 6.

Рис. 6: Сечения при фиксированном векторе (0, 2).

Пример 2. Рассмотрим систему из трех векторов ∆ = {α1, α2, α3} ⊂

Z
2, α1 = (1, 0), α2 = (1, 1), α3 = (0, 1). Зафиксируем один вектор α3.

F (z) =
1

1− zα
1 − zα

2 − zα
3
=

1

1− zα
3
·

1

1− zα
1+zα2

1−zα
3

=

=
1

1− zα
3
·

∞
∑

k=0

(

zα
1

+ zα
2

1− zα
3

)k

=
∞
∑

k1+k2=0

(k1+k2)!
k1!·k2!

(1− zα
3)k1+k2+1

· (zα
1

)k1 · (zα
2

)k2 =

=
∞
∑

k1+k2=0

F (k1, k2; z) · (z
α1

)k1 · (zα
2

)k2.

Графически сечения показаны на рисунке 7.
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Рис. 7: Сечения при фиксированном векторе α3.

Зафиксируем два вектора α1, α2.

F (z) =
1

1− zα
1 − zα

2 − zα
3
=

1

1− zα
1 − zα

2
·

1

1− zα
3

1−zα
1−zα

2

=

=
1

1− zα
1 − zα

2
·

∞
∑

k=0

(

zα
3

1− zα
1 − zα

2

)k

=
∞
∑

k3=0

1

(1− zα
1 − zα

2)k3+1
· (zα

3

)k3 =

=
∞
∑

k3=0

F (k3; z)(z
α3

)k3.

Графически сечения показаны на рисунке 8.
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Рис. 8: Сечения при фиксированных векторах α1, α2.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
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Приложение А

В этом разделе представлен код программы, написанный на встро-

енном языке системы компьютерной алгебра Maxima, который вычисляет

сечение производящего ряда для решеточных путей. Пусть ∆ = {(1, 0, 1),

(2, 2, 1), (2, 1, 3)} c двумя последними фиксированными векторами.
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