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Общая характеристика работы

Актуальность темы. При изучении бесконечных групп естественно

выделять и изучать классы групп с различными условиями конечности

(периодичность, локальная конечность и т.д.). Изучение групп с разного

рода условиями конечности началось еще в школе О.Ю. Шмидта (30-40-е

годы). Это было связано с попытками обобщить на бесконечные группы

некоторые результаты по конечным группам. Каждое условие само по се-

бе или в сочетании с другими представляет собой крупное направление

теории групп. За последние десятилетия в теории бесконечных периодиче-

ских групп решены многие проблемы, предложены различные конструкции

периодических групп, построено много серий примеров.

История периодических не локально конечных групп начинается с ра-

боты П.С. Новикова и С.И. Адяна [9], в которой доказана бесконечность

свободной бернсайдовой группы B(m, n) периода n с m порождающими

при m ≥ 2 и достаточно большом n. В период между анонсом П.С. Но-

викова и развернутой публикации [9] Е.С. Голод для каждого простого

числа p построил конечно порожденную p-группу неограниченного пери-

ода [2]. В класс периодических не локально конечных групп попала и

построенная А.Ю. Ольшанским [10] бесконечная группа, которая порож-

дена двумя элементами простого нечетного порядка p и любая собствен-

ная ее подгруппа имеет порядок p. Здесь следует также отметить группы

Р.И. Григорчука [3], конструкцию В.И. Сущанского конечно порожденных

p-групп подстановок неограниченного периода [16], теорию групп преоб-

разований однородных деревьев А.В. Рожкова [11], пример Лысенка [6]и

Иванова [24] группы B(n, r) четного периода r.

Все эти конструкции периодических не локально конечных групп об-

ладали характерной особенностью — они не содержали конечные простые

неабелевы группы. Естественно возник вопрос:

Существовуют ли простые периодические не локально конечные

группы, содержащие конечные простые неабелевы подгруппы?

В русле попыток решения этого вопроса появилось понятие насыщен-
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ности группы некоторыми системами конечных групп, введенное в 1993 г.

А.К. Шлёпкиным [18].

Группа G насыщена группами из множества M, если любая конеч-

ная подгруппа из G содержится в подгруппе, изоморфной некоторой

группе из M. Пусть группа G насыщена группами из некоторого множе-

ства M, и для любой группы X ∈ M в G найдется подгруппа L, изо-

морфная X. В этом случае будем говорить, что G насыщена множеством

групп M, а само множество M будем называть насыщающим множе-

ством групп для G.

Примеры периодических не локально конечных групп, насыщенных

заданными множествами конечных групп, хорошо известны. Так, из ос-

новного результата работы [1] следует, что если X — конечное множество

неединичных конечных групп нечетных порядков, содержащее цикличе-

скую группу порядка n ≥ 665, то существует бесконечная простая периоди-

ческая группа G, для которой X — насыщающее множество. Для нечетных

чисел n, больших 1010, есть более удивительные примеры А.Ю. Ольшан-

ского. В работе [10] (следствие 35.3) показано, что существует простая

группа Шмидта G, т.е. бесконечная группа, все собственные подгруппы

которой конечны, в которую вложима любая конечная группа нечетного

порядка. Используя другие результаты А.Ю. Ольшанского, можно пока-

зать, что для любого конечного или счетного множества X, состоящего

из конечных групп нечетного порядка и содержащего циклическую группу

порядка n > 1010, существует простая группа Шмидта с насыщающим мно-

жеством X. При изучении периодических групп, содержащих инволюции,

большую роль играет простой, но фундаментальный факт, что две инволю-

ции в периодической группе всегда порождают конечную подгруппу, кото-

рая к тому же достаточно прозрачно устроена — полупрямое произведение

циклической подгруппы на подгруппу порядка 2. За последнее десятиле-

тие получен ряд фундаментальных результатов по группам B(m, n) четных

периодов. Как оказалось, конечные подгруппы в таких группах содержатся

в конечных прямых произведениях групп диэдра [6, 24]. Таким образом,

группы B(m, n) достаточно большого четного периода n насыщены прямы-
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ми произведениями групп диэдра, взятых в конечном числе.

Выбор насыщающего множества имеет важное значение для успеха

описания тех или иных классов групп. Например, существуют простые

локально конечные группы, для которых насыщающее множество состоит

из конечных знакопеременных групп (О.Кегель). Насыщенность являет-

ся естественным обобщением локального покрытия группы [5]. После за-

вершения классификации конечных простых групп несколькими авторами

(В.В. Беляев, А.В. Боровик, С. Томас, Б. Хартли, Ф. Шют) независимо

были классифицированы бесконечные простые периодические линейные

группы над полем характеристики p > 0 (комментарии к вопросу 1.75

из Коуровской тетради). Тем самым были описаны группы, обладающие

локальными покрытиями простыми группами лиева типа, ранги которых

ограничены в совокупности. Они оказались простыми группами лиева ти-

па над локально конечным полем. Вопрос о возможности отказа в этом

последнем результате от условия локальной конечности исследуемой груп-

пы внесён Шлёпкиным в "Коуровскую тетрадь"под номером 14.101:

Верно ли, что периодическая группа, насыщенная конечными про-

стыми группами лиева типа, ранги которых ограничены в совокупно-

сти, сама является простой группой лиева типа конечного ранга?

Частичным решениям этого вопроса посвящен ряд работ А.К. Шлёп-

кина, А.И. Созутова, О.В. Васильевой, А.Г. Рубашкина, К.А. Филиппова,

Д.В. Лыткиной, В.Д. Мазурова [7,12,15,18,19,22].

А.К. Шлепкин изучил группы Шункова, насыщенные группами ли-

ева типа ранга 1, а также периодические группы, насыщенные группами

из множества
{
Re(q)|q = 32n+1

}
. А.К. Шлепкин и А.И. Созутов исследо-

вали периодические группы с сильно вложенной подгруппой, насыщен-

ные конечными простыми группами, а также бесконечные периодические

группы, содержащие абелеву силовскую 2-подгруппу и насыщенные ко-

нечными простыми подгруппами. О.В. Васильева установила структуру

групп Шункова, насыщенных центральными расширениями групп L2(q).

А.Г. Рубашкин рассматривал конечные периодические группы ограничен-

ного периода, насыщенные группами диэдра, как необходимый случай ха-
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рактеризации групп L2(P ) в классе периодических групп. Им совместно с

А.К.Шлёпкиным доказана конечность периодических групп, насыщенных

конечными простыми неабелевыми группами из конечного множества, не

содержащего групп, в централизаторах силовских 2-подгрупп которых есть

элементы нечётного порядка ≥ 5. К.А. Филиппов доказал, что периодиче-

ская группа G, насыщенная конечными простыми Z-группами, изоморфна

либо L2(P ), либо Sz(Q), где P и Q – подходящие локально конечные поля.

Им же получен критерий локальной конечности периодической группы, на-

сыщенной группами диэдра, и доказанно, что периодическая финитно ап-

проксимируемая группа, насыщенная группами диэдра, является локально

конечным диэдром. Д.В. Лыткина и В.Д. Мазуров доказали, что пери-

одическая группа G, насыщенная конечными простыми группами L3(2
n),

изоморфна L3(Q), где Q — локально конечное поле характеристики 2.

Продолжению исследований в данном направлении посвящена и на-

стоящая диссертация.

Цель работы. Исследование периодических групп с заданным набо-

ром конечных подгрупп.

Основные результаты

1. Описание периодических групп, насыщенных произвольными мно-

жествами конечных проективных специальных унитарных групп размерно-

сти 3 над полями четного порядка (теорема 1).

2. Доказательство конечности периодической группы, насыщенной

конечным множеством проективных специальных линейных и унитарных

групп размерности три над конечными полями (теорема 2).

3. Описание периодических групп, насыщенных полудиэдарльными

группами (теорема 3). В данном результате понятие полудиэдра обобщено

следующим образом: группа D называется полудиэдром, если D = 〈d〉h〈i〉,
d4n = i2 = 1, di = d2n−1.

Общая методика исследований. Методы локального анализа конеч-

ных групп приспосабливаются для целей исследования строения периоди-

ческих групп. При этом используются машинные вычисления для установ-
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ления некоторых свойств конечных групп.

Научная новизна и практическая ценность. Все результаты диссерта-

ционной работы являются новыми. Они носят теоретический характер. Ре-

зультаты и методы работы могут быть использованы в теории групп и её

приложениях.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на Меж-

дународной научной студенческой конференции (Новосибирск, 2007), Меж-

дународной конференции "Мальцевские чтения" (Новосибирск, 2007), Меж-

дународной конференции
”
Алгебра и её приложения“ (Красноярск, 2007),

V Всесибирском конгрессе женщин-математиков (Красноярск, 2008). Они

неоднократно обсуждались на семинарах при КрасГАУ и СФУ.

Публикации. Основные результаты опубликованы с полными доказа-

тельствами в работах [26] - [32], при этом статьи [26]- [30] написаны в

нераздельном соавторстве с научным руководителем К.А. Филипповым и

Д.В. Лыткиной, а работа [31] — с научным руководителем К.А. Филип-

повым. Работа [32] выполнена диссертанткой единолично. В работах [33]-

[35], принадлежащих диссертантке, изложены вспомогательные результа-

ты, полученные при помощи машинных вычислений.

Cтруктура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из

введения, трех глав и списка литературы (78 наименований), занимает

65 страниц текста, набранного в пакете LATEX. Нумерация теорем и лемм

сквозная.

Содержание работы
Диссертация состоит из трёх глав, первая из которых носит предвари-

тельный характер: здесь собраны вспомогательные результаты, используе-

мые в доказательстве основных результатов. Часть из них были получены

в процессе работы и приведены с доказательствами.

Во второй главе диссертации изучаются периодические группы, насы-

щенные группами из множества <, состоящего из проективных специаль-

ных унитарных групп размерности три над полем четной характеристики.

Здесь доказывается следующий результат.
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Теорема 1. Пусть бесконечная периодическая группа G насыщена

группами из множества < = {U3(2
n)}. Тогда G изоморфна группе U3(Q)

над локально конечным полем Q характеристики 2.

В [8] (вопрос 14.101) высказана гипотеза о том, что периодическая

группа, насыщенная группами из множества простых конечных групп лие-

ва типа, ранги которых ограничены в совокупности, сама является простой

группой лиева типа над локально конечным полем. Как уже отмечалось,

эта гипотеза подтверждена для случаев, когда < состоит, соответственно,

из групп Ри, проективных специальных линейных групп размерности 2,

групп Сузуки и проективных специальных линейных групп размерности

три над полями четной характеристики [7,12,17,19]. Теорема 1 расширяет

этот список.

Теорема 1 доказана в равном соавторстве с научным руководителем

доцентом К.А. Филипповым и Д.В. Лыткиной, доказательство опублико-

вано в [30,31].

В третьей главе исследуются периодические группы, насыщенные

конечным множеством проективных специальных линейных и унитарных

групп размерности три над конечными полями, и периодические группы,

насыщенные полудиэдральными группами.

Примеры периодических не (локально) конечных групп, насыщенных

конечным множеством конечных групп (даже одной группой простого по-

рядка n ≥ 665) приведены выше. Однако, для случая, когда < состоит из

конечного множества конечных простых неабелевых групп, аналогичные

примеры не локально конечных групп неизвестны. В [22] высказана гипо-

теза о том, что периодическая группа, насыщенная конечным множеством

< конечных неабелевых простых групп, конечна, и там же эта гипоте-

за подтверждена для случая, когда централизаторы силовских 2-подгрупп

групп из < не содержат элементов нечетного порядка, большего трех, а

также в случаях < = {U3(9)} [25], < = {L3(27)} [26], < = {L3(11)} [27].

В связи с этим интересно исследовать группы, насыщенные конечным

множеством конечных простых групп, в которых централизатор силовской

2-подгруппы содержит элемент нечетного порядка, большего трех. Все та-
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кие конечные простые группы перечислены в [4].

В первом параграфе третьей главы диссертации доказан следующий

результат.

Пусть δ — переменная, принимающая значения + или —. Через Lδ
3(p

n)

обозначается группа L3(p
n), если δ = + и группа U3(p

n), если δ = −.

Теорема 2. Пусть периодическая группа G насыщена группами из

множества < = {Lδi
3 (pni

i )|i = 1, 2, . . . ,m}. Тогда группа G изоморфна группе

L
δj

3 (p
nj

j ) для некоторого 1 ≤ j ≤ m.

Теорема 2 доказана в нераздельном соавторстве с научным руково-

дителем доцентом К.А. Филипповым и Д.В. Лыткиной, доказательство

опубликовано в [28,29].

В [13] рассмотрен случай, когда множество < состоит из конеч-

ных диэдров, т.е. конечных групп, порожденных двумя инволюциями. Там

же доказана теорема о том, что если G — периодическая группа, насы-

щенная группами диэдра и S — её силовская 2-подгруппа, то либо S

— группа порядка 2 и G — (локально) конечный диэдр (согласно [13]

группа называется локально конечным диэдром, если она является объ-

единением бесконечной возрастающей цепочки конечных диэдров), либо

G = ABC = ACB = BCA = CBA, где A — централизатор некоторой

инволюции z из центра S, B = O(CG(v)), где v — произвольная инво-

люция из S, отличная от z и C = O(CG(zv)). При этом A — (локально)

конечный диэдр, а B, C — (локально) циклические группы. Пока ещё не

известно, существуют ли не локально конечные группы, удовлетворяющие

этой теореме, хотя в частном случае это так (периодическая финитно ап-

проксимируемая группа, насыщенная группами диэдра, является локально

конечным диэдром [17]).

В связи с этим интересно исследовать случай, когда группа насыще-

на полудиэдрами. Понятие полудиэдра обычно применяется для 2-групп. В

диссертации понятие полудиэдра обобщается, а именно: группа D назы-

вается конечным полудиэдром, если D = 〈d〉h〈i〉, d4n = i2 = 1, di = d2n−1.

Будем называть группу локально конечным полудиэдром, если она яв-

ляется объединением бесконечной возрастающей цепочки конечных по-
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лудиэдров.

Таким образом, полудиэдральная группа не обязательно должна быть

2-группой.

Во втором параграфе третьей главы доказана следующая теорема.

Теорема 3. Пусть G — бесконечная периодическая группа, насы-

щенная конечными полудиэдрами. Тогда G — локально конечный полу-

диэдр и G = Bh〈i〉, где B = V ×H, V — конечная циклическая 2-группа,

H — локально циклическая группа, не содержащая инволюций, i — инво-

люция. Подгруппа V h 〈i〉 является конечным полудиэдром, а подгруппа

H h 〈i〉 — локально конечным диэдром.

Результат, доказанный в теореме 3, получен диссертанткой лично и

опубликован в [32].

Автор выражает благодарность своему научному руководителю Кон-

стантину Анатольевичу Филиппову за постановку задачи, помощь в работе

и внимание с его стороны.
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