




Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ïî òåîðåìå Êýëè ëþáàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå ïîäñòà-

íîâîê. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï ïîäñòàíî-

âîê ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèå íà ïîäñòàíîâêè "óñëîâèé êîíå÷íîñòè". Íàèáîëåå

èçâåñòíîå èç ýòèõ óñëîâèé - ôèíèòàðíîñòü ïîäñòàíîâîê.

Ïóñòü S(M) - ãðóïïà âñåõ ïîäñòàíîâîê íåïóñòîãî ìíîæåñòâàM . Ïîä-

ñòàíîâêà g ∈ S(M) íàçûâàåòñÿ ôèíèòàðíîé, åñëè å¼ íîñèòåëü {λ|λ ∈M,λg 6= λ}

êîíå÷åí. Ìíîæåñòâî Fin(M) âñåõ ôèíèòàðíûõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà M

îáðàçóåò íîðìàëüíóþ â S(M) ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó. Ëþáàÿ ïîä-

ãðóïïà èç Fin(M) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ôèíèòàðíûõ ïîäñòàíîâîê. Ýòè ãðóï-

ïû èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ.

È. Ä. Àäî [1] ïîêàçàëà, ÷òî ãðóïïà ôèíèòàðíûõ ïîäñòàíîâîê ñ óñëîâè-

åì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïîäãðóïï êîíå÷íà. Â ÷àñòíîñòè, Fin(M) íå ñîäåð-

æèò êâàçèöèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï Cp∞ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p. Ä. À. Ñóïðó-

íåíêî [7,8] îòêðûë ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïï ôèíèòàðíûõ ïîäñòàíîâîê è ïîñòàâèë âîïðîñ î ñòðîåíèè ëîêàëüíî

êîíå÷íûõ ãðóïï, èçîìîðôíî âëîæèìûõ â ãðóïïû Fin(M). Èç ðàáîò Ï.

Íîéìàíà [16], Ä. Óèãîëüäà [17] è Ô. Õîëëà [15] ñëåäóåò, ÷òî ñ÷åòíàÿ ôè-

íèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà X èìååò òî÷íîå ôèíèòàðíîå ïîäñòàíîâî÷-

íîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X - ëîêàëüíî íîðìàëüíàÿ

ãðóïïà.

Â ðàáîòå Â. Â. Áåëÿåâà [2] äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòàÿ ëîêàëüíî êîíå÷-

íàÿ ãðóïïà èìååò òî÷íîå ôèíèòàðíîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ å¼ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ïîäãðóïïà

ëîêàëüíî íîðìàëüíà. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëóïðîñòûõ ëîêàëüíî

êîíå÷íûõ ãðóïï ïîëó÷åí Â.Â. Áåëÿåâûì è Ä.À. Øâåäîì [3].
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Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî M ëèáî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z,

ëèáî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N . Â ðàáîòå Í.Ì. Ñó÷êîâà [10] ïîäñòà-

íîâêà g ∈ S(M) íàçâàíà îãðàíè÷åííîé, åñëè

w(g) = max
α∈M
|α− αg| <∞.

Ìíîæåñòâî Lim(M) âñåõ òàêèõ ïîäñòàíîâîê îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû Fin(M). Â ðàáîòå [9] âïåðâûå

áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ñìåøàííîé ãðóïïû C = AB, ãäå A, B - ïåðèîäè÷å-

ñêèå (è äàæå ëîêàëüíî êîíå÷íûå) ïîäãðóïïû, à â [10,11] óñòàíîâëåíî, ÷òî

C = 〈h|h ∈ Lim(Z), |h| <∞〉, ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è 2-ãðóïïà

Àë¼øèíà èçîìîðôíî âëîæèìû â C. Ïðè ýòîì Lim(Z) = C h 〈d〉, ãäå d -

ñäâèã, αd = α + 1 äëÿ ëþáîãî α ∈ Z.

Ôàêòîðèçàöèÿ âñåé ñìåøàííîé ãðóïïû Lim(N) äâóìÿ ëîêàëüíî êî-

íå÷íûìè ïîäãðóïïàìè äîêàçàíà â [12]. Òàì æå óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðóïïà

Lim(M) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè x ∈ S(M), äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð

îãðàíè÷åííîñòè w(x) = 1. Ýòè ïîðîæäàþùèå ÿâëÿþòñÿ ëèáî èíâîëþöèÿìè,

â ðàçëîæåíèè êîòîðûõ íà íåçàâèñèìûå öèêëû ó÷àñòâóþò òîëüêî òðàíñïî-

çèöèè âèäà (αα + 1), α ∈ M , ëèáî M = Z è x ∈ {d, d−1}. Â ðàáîòàõ

[13,14] íà÷àòî èçó÷åíèå íîðìàëüíîãî ñòðîåíèÿ ãðóïïû Lim(N). Ïîëó÷åíî

îïèñàíèå ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ðàäèêàëà ýòîé ãðóïïû.

Â ðàáîòå [18] äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè g ∈ S(M) îïðåäåëåí å¼ ïàðàìåòð

ðàññåèâàíèÿ λ(g) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî α ∈M îáîçíà÷èì

Mα(g) = {β|β ∈M, β 6 α, βg > α}, Lα(g) = {β|β ∈M, β > α, βg 6 α}.

Ïîëàãàåì òåïåðü

t(g) = max
α∈M
|Mα(g)|, s(g) = max

α∈M
|Lα(g)|, λ(g) = max(t(g), s(g)).

Ìíîæåñòâî Disp(M) = {g|g ∈ S(M), λ(g) <∞} îáðàçóåò ãðóïïó. Èç ëåãêî

ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà λ(g) 6 w(g) ñëåäóåò, ÷òî Lim(M) - ïîäãðóïïà
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ãðóïïûDisp(M). Ïðè ýòîì ïîäñòàíîâêè ãðóïïûDisp(M) óæå íå ñâÿçàíû ñ

ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè è èõ îáðàçàìè, à ñâÿçàíû ëèøü ñ åñòåñòâåííûì

óïîðÿäî÷åíèåì ìíîæåñòâàM . Åñëè, íàïðèìåð, x = (3 4)(5 8)...(2n+12n+1)...,

òî λ(x) = 1, w(x) = ∞, à çíà÷èò, x ∈ Disp(M), x /∈ Lim(M). Ïîýòîìó

ãðóïïà Disp(M) ñóùåñòâåííî øèðå ãðóïïû Lim(M).

Â ýòîé æå ðàáîòå ïîäñòàíîâêà g ∈ S(Z) íàçâàíà ðàâíîìåðíîé, åñ-

ëè |Mα(g)| = |Lα(g)| < ∞ ïðè ëþáîì α ∈ Z. Ìíîæåñòâî R âñåõ òàêèõ

ïîäñòàíîâîê îáðàçóåò ãðóïïó.

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãðóïï Lim(N) è Disp(M).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

1. Èçó÷åíû íîðìàëüíûå çàìûêàíèÿ â ãðóïïå Lim(N) ïîäñòàíîâîê g ñ

ïàðàìåòðîì îãðàíè÷åííîñòè w(g) = 1.

2. Äîêàçàíî, ÷òî â ãðóïïàõ Disp(N) è Disp(Z)∩R ëþáîå êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå âèäà Q = AB, ãäå A, B -

ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå ïîäãðóïïû èç Q.

3. Íàéäåíà ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè Disp(Z) è Disp(N).

4. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïû Disp(M) ïîðîæäàþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè g ìíî-

æåñòâà M ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ λ(g) = 1. Äàíî îïèñàíèå ýòèõ

ïîðîæäàþùèõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåä-

ñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â

òåîðèè ãðóïï.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ãðóïï.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîëîæåíû íà ÷åòûðåõ

êîíôåðåíöèÿõ.
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1. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ"(Åêàòåðèíáóðã,

2011) [22].

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àëãåáðà è ëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèÿ"(Åêàòåðèíáóðã,

2012) [23].

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àëãåáðà è ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèëîæå-

íèÿ, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Â.Ï. Øóíêîâà"(Êðàñíîÿðñê, 2013) [24].

4. XI ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ãðóïï, ïîñâÿùåííàÿ

70-ëåòèþ À.Þ. Îëüøàíñêîãî (Êðàñíîÿðñê, 2016) [25].

Ïóáëèêàöèè. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè âêëþ÷àåò 8

ðàáîò [18-25] (3 áåç ñîàâòîðîâ). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëè-

êîâàíû â ÷åòûðåõ ñòàòüÿõ [18-21] â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ãëàâû äåëÿòñÿ íà ïàðàãðàôû. Íóìå-

ðàöèÿ ôîðìóë, îïðåäåëåíèé, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, òåîðåì ñêâîçíàÿ â ïðåäå-

ëàõ êàæäîé ãëàâû è èìååò âèä n.m, ãäå n - íîìåð òåêóùåé ãëàâû. Îáúåì

äèññåðòàöèè - 54 ñòðàíèöû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â �1.1 Ãëàâû 1 ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è èçâåñòíûå ôàêòû, èñïîëü-

çóåìûå â äàëüíåéøåì. Äëÿ ïîíèìàíèÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà ýòîé ãëàâû (òåîðåìà 1.1) íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå (âïîëíå) ðàñ-

ñåÿííîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N , ââåäåíîãî â ðàáîòå [13]. Ïóñòü

L = {µ1, µ2, ..., µn, ... }−

áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N , ãäå µ1 < µ2 < ... < µn < ...; m -

ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòû µi, µj ìíî-

æåñòâà L ýêâèâàëåíòíû, åñëè ëèáî i = j, ëèáî i < j(j < i) è âûïîëíÿþòñÿ
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âñå íåðàâåíñòâà µk+1 − µk 6 m; i 6 k 6 j − 1 (j 6 k 6 i− 1). Ýòî îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå L íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïóñòü Bm(L) - ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ êëàññîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ m - ðàññåÿííûì, åñëè

âñå êëàññû ìíîæåñòâà Bm(L) êîíå÷íû è âïîëíå m - ðàññåÿííûì, åñëè

max
A∈Bm(L)

|A| <∞.

Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ (âïîëíå) ðàññåÿííûì, åñëè îíî (âïîëíå) m - ðàñ-

ñåÿííîå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m.

Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà µn+1 < µn+1

(n = 1, 2, ...). Ðàññìîòðèì èíâîëþöèþ

a = (µ1 µ1 + 1)...(µn µn + 1)...

ãðóïïû Lim(N). Î÷åâèäíî, w(a) = 1. Â [13] äîêàçàíî, ÷òî íîðìàëüíîå

çàìûêàíèå èíâîëþöèè a â ãðóïïå Lim(N) òîãäà è òîëüêî òîãäà ëîêàëüíî

êîíå÷íî, êîãäà L - âïîëíå ðàññåÿííîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1.1.Íîðìàëüíîå çàìûêàíèå T èíâîëþöèè a â ãðóïïå Lim(N)

òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Lim(N), êî-

ãäà L - ðàññåÿííîå ìíîæåñòâî. Åñëè L - ðàññåÿííîå, íî íå âïîëíå ðàññåÿííîå

ìíîæåñòâî, òî T - ñìåøàííàÿ ãðóïïà.

Äàííàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåò îäíó èç ãèïîòåç î íîðìàëüíûõ çàìûêà-

íèÿõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Lim(N) [13]. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. íà÷àòî

�1.2 è çàêîí÷åíî â �1.3.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòå [21].

Â ãëàâå 2 íà÷àòî èçó÷åíèå ãðóïï Disp(M). Â �2.1, 2.2 äîêàçàíî, ÷òî

ìíîæåñòâî R âñåõ ðàâíîìåðíûõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Z îáðàçóåò ãðóïïó

è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè G = Disp(N) è H = Disp(Z).
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Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêè ãðóïïû G äåéñòâóþò òîæäåñòâåííî íà ìíî-

æåñòâå Z\N , ìû ïîëó÷èì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå G < H. ×åðåç t îáîçíà-

÷åíà ïîäñòàíîâêà ãðóïïû S(Z), äëÿ êîòîðîé αt = −α (α ∈ Z).

Òåîðåìà 2.1. H ∩R = Fin(Z) · (G×Gt).

Òåîðåìà 2.2. H = (H ∩R)h < d >.

Ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè

êàæäàÿ å¼ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà èçîìîðôíî âëîæèìà â äåêàð-

òîâî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �2.3 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.3. Â ãðóïïàõ G è H ∩ R ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå âèäà Q = AB, ãäå A, B - ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîê-

ñèìèðóåìûå ïîäãðóïïû èç Q.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû êîíñòðóêòèâíîå è äà¼ò ÿñíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ýëåìåíòîâ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï èç G è H ∩R.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [18, 19]. Òåîðåìà 2.2 è

òåîðåìà 2.3 äëÿ ãðóïïH∩R äîêàçàíû àâòîðîì ëè÷íî; òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà

â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ À.À. Ìàíüêîâûì, à òåîðåìà 2.3 äëÿ ãðóïïû

G - â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ Í.Ì. Ñó÷êîâûì.

Â �3.1 èçó÷åíû ïîäñòàíîâêè g ìíîæåñòâà M ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâà-

íèÿ λ(g) = 1. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.1. Ãðóïïà Disp(M) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè g ìíî-

æåñòâà M , äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ λ(g) = 1.

Äëÿ ñëó÷àÿ M = N ïîëó÷åíî íåêîòîðîå óñèëåíèå ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.2. Ãðóïïà Disp(N) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè ìíîæå-

ñòâà N , êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòðû ðàññåâàíèÿ 1 è ðàçëàãàþòñÿ â ïðîèçâå-

äåíèå êîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû è òåîðåì 2.1, 2.2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.3. ÃðóïïàDisp(Z) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè g, gt (g ∈ G, λ(g) = 1)

è ñäâèãîì d.
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Òåîðåìû 3.1-3.3 äîêàçàíû àâòîðîì ëè÷íî. Ëåììû 3.1-3.5 èç �3.1 äî-

êàçàíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ Í.Ì. Ñó÷êîâûì. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3

îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [20].

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó

Í.Ì. Ñó÷êîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è âíèìàíèå ê ðàáîòå. À òàê æå âñåìó

êîëëåêòèâó êàôåäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÈÌèÔÈ ÑÔÓ çà

ñîòðóäíè÷åñòâî.
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