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Общая характеристика работы

Актуальность темы и степень её разработанности. Разработка
и исследование моделей и алгоритмов анализа данных, обнаружения законо-
мерностей в данных в условиях неопределённости практически всегда пред-
полагает оценивание функции распределения либо плотности вероятности
соответствующих величин. Задача оценивания плотности вероятности слу-
чайного вектора возникает при разработке методов распознавания образов,
фильтрации, распознавания и синтеза изображений.

Имеющиеся в настоящее время методы оценивания функции плотно-
сти вероятности можно разделить на параметрические и непараметрические.
Параметрические методы используются в случае, когда известна структу-
ра закона распределения с точностью до параметров, и задача сводится к
построению статистических оценок этих параметров, удовлетворяющих за-
данным условиям (состоятельность, несмещённость и др.). К числу наиболее
разработанных параметрических методов относятся метод моментов, метод
максимального правдоподобия, метод минимума 𝜒2. Однако часто в практи-
ческих задачах возникают ситуации, когда структура закона распределения
неизвестна, т.е. ситуации непараметрической неопределённости. При этом
априорная информация о функции плотности вероятности 𝑓(𝑥) носит более
общий характер, например, 𝑓(𝑥) может предполагаться непрерывной на дан-
ном отрезке, имеющей 𝑛-ю производную, имеющей суммируемый квадрат и
т.п. Использование параметрических методов при фактическом несовпадении
структуры закона распределения приводит к неудовлетворительным резуль-
татам. В этом случае используются методы, получившие название непара-
метрических.

Исторически первой непараметрической оценкой функции плотности
вероятности является гистограмма, исследованная К. Пирсоном в 1895 г. Во
второй половине 20-го века интерес к непараметрическим методам значитель-
но возрос, о чём свидетельствует ряд работ, посвящённых следующим оцен-
кам: полиграмма (Ф. П. Тарасенко, Е. В. Черепанов, А. И. Рубан), оценка 𝑘
ближайших соседей (Д. О. Лофтсгарден, К. П. Куэсенберри и др.), оценка
Розенблатта – Парзена (В. А. Васильев, А. В. Добровидов, Г. М. Кошкин,
А. В. Медведев и др.), проекционная оценка (Н. Н. Ченцов, Дж. С. Ватсон,
А. А. Новосёлов, В. Н. Вапник и др.).

При использовании непараметрических методов представляет интерес
исследование сходимости получаемых оценок к истинной функции плотно-
сти вероятности по заданной метрике, а также оценка скорости сходимости.
В связи с этим возникает задача оптимальной настройки оценок функции
плотности вероятности. Так, одной из первых формул для расчёта числа ин-
тервалов группирования одинаковой длины при построении гистограммы яв-

3



ляется формула Стэрджеса. В случае использования полиграммы или оценки
𝑘 ближайших соседей подлежит настройке численный параметр, определяю-
щий степень сглаженности полученной оценки.

При использовании проекционной оценки плотности вероятности слу-
чайного вектора x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘):

𝑓(x) =
𝑙∑︁

𝑗=0

𝑎𝑗𝜓𝑗(x)

настройке подлежат как численные параметры 𝑙, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙, так и ортогональ-
ная система функций {𝜓𝑗}. При этом оптимального набора функций 𝜓𝑗 для
всех плотностей не существует, так как очевидно, что для данной функции
плотности вероятности 𝑓(x) оптимальным будет любая система, в которой
𝜓0(x) ≡ 1

‖𝑓‖𝑓(x). Тогда 𝑙 = 0 и 𝑎0 = ‖𝑓‖.
Аналогично, при использовании оценки Розенблатта – Парзена:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘∏︁
𝑗=1

1

ℎ𝑗
Φ𝑗

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖𝑗
ℎ𝑗

)︂
настройке подлежат как параметры ℎ1, . . . , ℎ𝑘, так и «ядерные» функции Φ1,
. . . , Φ𝑘. Как и в случае проекционной оценки, несложно подобрать оптималь-
ные параметры для данного закона распределения.

Задача настройки непараметрических оценок значительно усложняется
при отсутствии информации о законе распределения. В большинстве работ,
посвящённых этой проблеме, исследования преимущественно выполняются в
предположении, что объём выборки 𝑛 → ∞. Так, асимптотические свойства
проекционной оценки исследуются в работах Н. Н. Ченцова, А. А. Новосё-
лова, Дж. С. Ватсона и др. Для оценки Розенблатта – Парзена в работе
В. А. Епанечникова для этого случая получено решение для формы ядра
Φ в классе усечённых функций, дифференцируемых в заданном интервале.
Однако в анализе данных задачу оценивания плотности часто приходится ре-
шать при малых 𝑛, например, при обработке биомедицинских данных и дан-
ных, касающихся производства и эксплуатации дорогостоящих технических
систем. Исследования показали, что результаты, полученные при 𝑛 → ∞,
могут оказаться неоптимальными для малых 𝑛.

В этих условиях представляет интерес исследование проекционной
оценки, так как, в отличие от других видов непараметрических оценок, на-
пример, оценки Розенблатта – Парзена или оценка 𝑘 ближайших соседей, про-
екционная оценка не содержит в себе всей выборки и допускает компактное
аналитическое выражение. Это оказывается более удобным при теоретиче-
ском анализе, в приложениях, а также повышает быстродействие алгоритмов
классификации и восстановления зависимостей.
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Целью диссертационной работы является разработка эффективных
методов и алгоритмов настройки непараметрических оценок в условиях ма-
лых выборок.

Поставленная цель достигается путём решения следующих задач:
а) провести сравнительный анализ известных методов настройки непа-

раметрических оценок;
б) осуществить расширение области применимости проекционной оцен-

ки;
в) исследовать возможность применения метода моментов для настрой-

ки проекционной оценки и выполнить его обобщение;
г) разработать алгоритмы настройки коэффициентов и длины ряда про-

екционной оценки функции плотности вероятности случайного вектора, ори-
ентированные на решение задач восстановления зависимостей, классифика-
ции и оценивания количества информации;

д) сравнить разработанные методы и алгоритмы с известными алгорит-
мами настройки проекционной оценки на малых выборках.

Соответствие диссертации паспорту специальности. Диссерта-
ционная работа соответствует области исследований специальности 05.13.17 –
Теоретические основы информатики по п. 5 «Разработка и исследование мо-
делей и алгоритмов анализа данных, обнаружения закономерностей в данных
и их извлечениях, разработка и исследование методов и алгоритмов анализа
текста, устной речи и изображений» и п. 7 «Разработка методов распознава-
ния образов, фильтрации, распознавания и синтеза изображений, решающих
правил. Моделирование формирования эмпирического знания».

Методы исследования. Основные результаты получены на основе
методов теории вероятностей, математической статистики, функционального
анализа и теории меры, а также матричного анализа. При численных расчё-
тах функционалов качества получаемых оценок использован метод статисти-
ческих испытаний.

Научная новизна:
1. Впервые использовано весовое расширение пространства 𝐿2 при по-

строении проекционной оценки для любых функций плотности вероятности,
в том числе, с несуммируемым квадратом. Тем самым расширена область
применения проекционных оценок, в частности, при решении задач обнару-
жения закономерностей в данных и распознавания образов.

2. Разработан новый метод настройки коэффициентов проекционной
оценки функции плотности вероятности случайного вектора, являющийся
обобщением метода моментов. Метод позволяет повысить эффективность
проекционной оценки в условиях малых выборок.

3. Предложен новый метод оценивания длины ряда проекционной оцен-
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ки, в которой коэффициенты настраиваются методом моментов или его обоб-
щением.

4. Разработаны алгоритмы настройки коэффициентов и длины ряда
проекционной оценки функции плотности вероятности случайного векто-
ра, которые ориентированы на решение задач восстановления зависимостей,
классификации и оценивания количества информации. Предложенные алго-
ритмы являются более результативными для проекционной оценки в услови-
ях малых выборок, чем алгоритмы, реализующие традиционный подход.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа носит
теоретический характер. Результаты могут быть использованы при решении
задач восстановления зависимостей, классификации и оценивания количе-
ства информации для построения проекционных оценок функции плотности
вероятности.

Положения, выносимые на защиту диссертационной работы.
1. Доказательство сходимости проекционной оценки в весовом про-

странстве 𝐿2,𝑤(R𝑘) к функции плотности вероятности для любого закона
распределения непрерывного случайного вектора при подходящей весовой
функции 𝑤.

2. Метод настройки коэффициентов проекционной оценки функции
плотности вероятности случайного вектора, представляющий собой обобще-
ние метода моментов.

3. Метод оценивания длины ряда проекционной оценки функции плот-
ности вероятности случайного вектора.

4. Алгоритмы настройки коэффициентов и длины ряда проекционной
оценки функции плотности вероятности случайного вектора, предназначен-
ные для решения прикладных задач на малых выборках.

Достоверность результатов работы подтверждается математиче-
скими доказательствами основных положений, а также численными экспери-
ментами.

Апробация результатов работы. Результаты диссертационной ра-
боты докладывались автором на следующих конференциях: Всероссийской
конференции «Наука. Технологии. Инновации» (Новосибирск, 2007 г.); Все-
российской конференции «Молодёжь и наука» (Красноярск, 2007, 2014 гг.);
Всероссийской конференции «Актуальные проблемы авиации и космонавти-
ки» (Красноярск, 2014, 2015, 2017 гг.); Всероссийской конференции «Наука и
АСУ – 2014» (Москва, 2014 г.); Международной конференции «Решетнёвские
чтения» (Красноярск, 2014, 2016 гг.).

Результаты работы обсуждались на научно-исследовательских семина-
рах в Сибирском федеральном университете и Сибирском государственном
университете науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнёва.
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Публикации. По результатам диссертационного исследования опубли-
ковано 12 работ, из которых 4 изданы в журналах, рекомендованных ВАК, 7
в тезисах и трудах конференций и 1 свидетельство о регистрации программы,
зарегистрированное в Реестре программ для ЭВМ.

Структура работы. Диссертационная работа изложена на 125 стра-
ницах и состоит из введения, трёх глав, заключения и списка литературы.
Библиографических список включает 160 наименований.

Содержание диссертации

Во введении обоснована актуальность темы диссертационной работы,
определены цель и задачи исследования, указаны применяемые в работе ме-
тоды, представлены основные результаты.

В главе 1 даётся обзор и сравнительный анализ основных методов
оценивания функции плотности вероятности (решается задача а) диссерта-
ционного исследования). Приводятся необходимые сведения из теории ме-
ры и функционального анализа. Определяется пространство 𝐿𝑝(Ω,Σ, 𝜇) 𝜇-
интегрируемых в 𝑝-й степени функций, заданных на множестве Ω, где 𝜇 – ме-
ра, определённая на системе подмножеств Σ множества Ω, 𝑝 ≥ 1. Указывают-
ся достаточные условия на 𝜇 для того, чтобы пространство 𝐿2(Ω,Σ, 𝜇) было
гильбертовым. Приводится постановка задачи оптимизации оценки функции
плотности вероятности.

Рассмотрим некоторый класс ℱ = {𝑓𝛼(x) | 𝛼 ∈ A} оценок функции
плотности вероятности 𝑓(x), где 𝛼 – набор параметров, A – некоторое мно-
жество. Критерием близости оценки 𝑓𝛼(x) к истинной плотности является
следующий функционал:

𝑄𝑝{𝑓} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦𝑝
𝐿𝑝

}︂
. (1.1)

Набор параметров 𝛼 выбирается, исходя из условия

𝑄𝑝{𝑓𝛼} → min
𝛼
.

Если 𝑝 = 2, то функционал (1.1) допускает следующее преобразование:

𝑄2{𝑓𝛼} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓𝛼

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓𝛼, 𝑓

)︁}︂
+ ‖𝑓‖2.

Слагаемое ‖𝑓‖2, независимое от 𝛼, при минимизации обычно опускается. То-
гда приходим к следующей задаче:

𝑊{𝑓𝛼} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓𝛼

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓𝛼, 𝑓

)︁}︂
→ min

𝛼
,
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эквивалентной задаче минимизации функционала (1.1). В ряде работ
(А. В. Лапко, А. В. Медведев, А. А. Новосёлов) этот подход используется
при настройке непараметрических оценок функции плотности вероятности.

Проекционная оценка функции плотности вероятности случайной ве-
личины определяется следующим образом:

𝑓(𝑥) =
𝑙∑︁

𝑗=0

𝑎𝑗𝜙𝑗(𝑥). (1.2)

Настройка коэффициентов 𝑎𝑗 и длины ряда 𝑙 традиционно осуществля-
ется по формулам:

𝑎𝑗 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜙𝑗(𝑥𝑖), 𝑗 = 0, . . . , 𝑙; (1.3)

𝑊̂𝑙 =
𝑙∑︁

𝑗=0

(︂
2

𝑛
𝑠2𝜙𝑗

−𝑚2
𝜙𝑗

)︂
; (1.4)

𝑙̂ = argmin
𝑙
𝑊̂𝑙. (1.5)

Оценка Розенблатта — Парзена определяется формулой:

𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

ℎ
Φ

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
. (1.6)

Известные методы настройки параметра размытости ℎ основаны на по-
строении несмещённой оценки функционала качества:

𝑊̂ (ℎ) =
1

ℎ𝑛2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜏

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
− 2

ℎ𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂
; (1.7)

ℎ̂ = argmin
ℎ
𝑊̂ (ℎ). (1.8)

В главе 1 указаны и другие методы настройки параметра размытости ℎ.
Глава 2 посвящена исследованию проекционной оценки. В ней решают-

ся задачи б), в) диссертационного исследования. Основные результаты второй
главы опубликованы в работах [1, 2, 3, 4, 5, 11, 12].

Построение проекционной оценки является мощным непараметриче-
ским методом восстановления функции плотности вероятности. В отличие
от оценки Розенблатта — Парзена и других непараметрических оценок про-
екционная оценка не содержит в себе всей исследуемой выборки и допускает
лаконичное математическое выражение. В § 2.1 решается проблема примени-
мости проекционной оценки для оценивания функций плотности вероятности
с несуммируемым квадратом.
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Пусть 𝑘 ∈ N, 𝜇 – мера Лебега в R𝑘, Ω – 𝜇-измеримое подмножество
в R𝑘, 𝑝 ≥ 1, 𝑤 : Ω → R, причём функция 𝑤(x) является 𝜇-измеримой,
положительной почти всюду на Ω и выполняется условие ess sup

x∈Ω
𝑤(x) < +∞.

Вводится следующее определение.
Определение 2.1. Весовое функциональное пространство 𝐿𝑝,𝑤(Ω)
определим как множество 𝜇-измеримых функций 𝑓 : Ω → R, удовлетво-
ряющих неравенству (︂∫︁

Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇
)︂1/𝑝

< +∞.

Функцию 𝑤(x) при этом будем называть весовой функцией.
Верны предложения.

Предложение 2.2. Всякое пространство 𝐿𝑝,𝑤(Ω) является полным по сво-
ей норме ‖ · ‖𝑝,𝑤.

Предложение 2.3. Всякое пространство 𝐿𝑝,𝑤(Ω) является сепарабельным.
Таким образом, при 𝑝 = 2 пространство 𝐿2,𝑤(Ω) является гильберто-

вым. Следовательно, в этом пространстве определена проекционная оценка.
Предложение 2.4. Пусть 𝜉 – непрерывный случайный вектор, 𝑓(x) –
его функция плотности вероятности, множество Ω ⊆ R𝑘 удовлетворя-
ет условию ∫︁

Ω

𝑓(x)𝑑𝜇(x) = 1,

𝑝 ≥ 1. Тогда существует такая весовая функция 𝑤(x), что 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑤(Ω).
Доказаны следующие необходимые и достаточные условия на весовые

функции 𝑤1 и 𝑤2 для того, чтобы пространство 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) было шире простран-

ства 𝐿𝑝,𝑤2
(Ω).

Следствие 2.3.3. Пространство 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) является расширением простран-

ства 𝐿𝑝,𝑤2
(Ω), т.е. 𝐿𝑝,𝑤2

(Ω) ⊂ 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω), тогда и только тогда, когда одновре-

менно выполняются условия:

1) ess inf
x∈Ω

𝑤1(x)

𝑤2(x)
= 0;

2) ess sup
x∈Ω

𝑤1(x)

𝑤2(x)
< +∞.

Также доказано более сильное утверждение о том, что при таком рас-
ширении пространство 𝐿𝑝,𝑤1

(Ω) содержит более широкое множество функций
плотности вероятности.
Теорема 2.3. Пусть 𝑤(x) – измерима и положительна почти всюду на Ω.
Тогда измеримая функция 𝑔(x), удовлетворяющая условиям
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1)
∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 = +∞;

2)
∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑤(x)𝑑𝜇 < +∞

существует тогда и только тогда, когда

ess inf
x∈Ω

𝑤(x) = 0. (2.1)

Теорема 2.4. Пусть весовая функция 𝑤(x) удовлетворяет равенству (2.1),
𝑝 > 1. Тогда найдётся измеримая на Ω функция 𝑔(x), принадлежащая мно-
жеству (𝐿𝑝,𝑤(Ω) ∖ 𝐿𝑝(Ω)) ∩ 𝐿1(Ω).

При настройке проекционной оценки в многомерном случае представ-
ляет интерес вопрос нахождения базиса в пространстве 𝐿2,𝑤(Ω), где Ω ⊆ R𝑘.
Оказалось, что если выполняется условие

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝑤1(𝑥1) . . . 𝑤𝑘(𝑥𝑘). (2.2)

причём 𝑤𝑖 : Ω𝑖 → R, Ω1 × · · · ×Ω𝑘 ⊇ Ω, то мера 𝜇𝑤, индуцированная весовой
функцией 𝑤 является прямым произведением мер 𝜇𝑤𝑖

:

𝜇𝑤 = 𝜇𝑤1
⊗ · · · ⊗ 𝜇𝑤𝑘

, 𝜇𝑤𝑖
(𝑋) =

∫︁
𝑋

𝑤𝑖(𝑥)𝑑𝑥,

и, следовательно, базисом в пространстве 𝐿2,𝑤(Ω) является система функций

𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝜙1,𝑗1(𝑥1) · . . . · 𝜙𝑘,𝑗𝑘(𝑥𝑘), 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 0, 1, . . . ,

где {𝜙1,𝑗}∞𝑗=0, . . . , {𝜙𝑘,𝑗}∞𝑗=0 – базисы в пространствах 𝐿2,𝑤1
(Ω1), . . . , 𝐿2,𝑤𝑘

(Ω𝑘)
соответственно. Преимуществом данного подхода является упрощение выкла-
док и уменьшение вычислительной сложности при построении проекционной
оценки. Недостатком является ограничение множества восстанавливаемых
функций плотности вероятности. Так, доказана следующая теорема.
Теорема 2.6. При 𝑘 ≥ 2 существуют функции 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω), не принадлежа-
щие никакому пространству 𝐿𝑝,𝑤(Ω), в котором весовая функция имеет
вид (2.2).

Примером такой функции плотности вероятности при 𝑘 = 2 является

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =
3

8
√︀

|𝑥1 − 𝑥2|
, 𝑥1, 𝑥2 ∈ [0; 1], 𝑥1 ̸= 𝑥2.

В § 2.2 исследуется проекционная оценка плотности вероятности, в ко-
торой параметры настраиваются методом моментов, а также предлагается
некоторое обобщение последнего.
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Применение метода моментов для оценивания коэффициентов 𝑎𝑗 проек-
ционной оценки сводится к решению системы линейных уравнений, которая
в матричном виде записывается следующим образом:⎛⎝ (1, 𝜙0)𝑤 . . . (1, 𝜙𝑙)𝑤

... . . . ...
(𝑥𝑙, 𝜙0)𝑤 . . . (𝑥𝑙, 𝜙𝑙)𝑤

⎞⎠ ·

⎛⎝𝑎0...
𝑎𝑙

⎞⎠ =

⎛⎝𝜈0...
𝜈𝑙

⎞⎠ , (2.3)

где (𝑥, 𝑦)𝑤 – скалярное произведение в весовом пространстве 𝐿2,𝑤,
𝜈𝑗 =

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥

𝑗
𝑖 – 𝑗-й выборочный начальный момент исследуемой случайной

величины, причём 𝜈0 ≡ 1. Если основная матрица системы (2.3) не вырожде-
на, то она имеет единственное решение, которое берётся в качестве искомых
оценок 𝑎𝑗.

Основная идея обобщения метода моментов состоит в том, что для оце-
нивания того же количества параметров 𝑎𝑗 используется большее количество
выборочных начальных моментов 𝜈𝑗. Пусть требуется оценить (𝑙 + 1) коэф-
фициентов 𝑎0, . . . , 𝑎𝑙. Выберем произвольное натуральное 𝑙′ > 𝑙 и запишем
для него соответствующую систему (2.3):⎛⎝ (1, 𝜙0)𝑤 . . . (1, 𝜙𝑙′)𝑤

... . . . ...
(𝑥𝑙

′
, 𝜙0)𝑤 . . . (𝑥𝑙

′
, 𝜙𝑙′)𝑤

⎞⎠ ·

⎛⎝𝑎0...
𝑎𝑙′

⎞⎠ =

⎛⎝𝜈0...
𝜈𝑙′

⎞⎠ . (2.4)

Если основная матрица системы (2.4) не вырождена, то имеется единственное
решение (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙′)𝑇 , из которого выбирается подматрица (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙)𝑇 ,
которая берётся в качестве набора искомых коэффициентов для оценки (1.2).
Данные значения обозначаются через 𝑎(𝑙

′)
𝑗 .

Для оценок 𝑎(𝑙
′)

𝑗 получены следующие свойства:

– при использовании ортонормированной системы Лежандра выполняется
равенство 𝑎(𝑙

′)
𝑗 = 𝑎

(𝑙)
𝑗 при любом 𝑙′ > 𝑙;

– в общем случае 𝑎(𝑙
′)

𝑗 ̸= 𝑎
(𝑙)
𝑗 , но при определённых условиях на базис при

неограниченном увеличении 𝑙′ и фиксированных 𝑛 и 𝑙 оценка 𝑎
(𝑙′)
𝑗 схо-

дится к традиционной оценке 𝑎𝑗 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜙𝑗(𝑥𝑖) почти наверное;

– в общем случае оценки 𝑎𝑗 не являются несмещёнными;

– оценка плотности, в которой коэффициенты рассчитываются обобщён-
ным методом моментов при подходящем выборе параметра 𝑙′ , ближе в
среднем квадратичном к истинной плотности при любой длине ряда 𝑙.

В § 2.3 рассматривается задача оценивания параметров 𝑙 и 𝑙′. Идея ме-
тода взята из работы А. А. Новосёлова. Оптимальные значения 𝑙* и (𝑙′)*
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определяются из условия

𝑄
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
=𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓

⃦⃦⃦2}︂
→ min

𝑙,𝑙′
.

Вводится функционал

𝑊
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
=𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙 , 𝑓

)︁}︂
,

минимизация которого эквивалентна минимизации функционала 𝑄:

argmin
𝑙,𝑙′

𝑄
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
= argmin

𝑙,𝑙′
𝑊
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
.

В ходе исследования удалось построить несмещённую оценку функци-
онала 𝑊

{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
:

𝑊̂𝑙,𝑙′ = trB−1
𝑙,𝑙′

(︂
𝜈𝜈𝑇

(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇
− 2Ĝ

)︂
, (2.5)

где
Ĝ = ‖𝑔𝑗1,𝑗2‖𝑗1=0,...,𝑙′

𝑗2=0,...,𝑙

,

𝑔𝑗1,𝑗2 =
1

𝑛(𝑛− 1)

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑗1𝑖

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜂𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑗1𝑖 𝜂𝑗2(𝑥𝑖)

)︃
.

Тогда оценки 𝑙̂ и 𝑙̂′ находятся путём минимизации 𝑊̂𝑙,𝑙′:(︁
𝑙̂, 𝑙̂′
)︁
= argmin

𝑙,𝑙′
𝑊̂𝑙,𝑙′.

Было проведено сравнение (см. табл. 2.1) предложенных методов на-
стройки проекционной оценки (𝑓3(𝑥) и 𝑓4(𝑥)) с традиционными методами
(𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥)), которое показало, что независимо от используемого базиса
и восстанавливаемого распределения обобщённый метод моментов на малых
выборках даёт близкие или лучшие результаты. В табл. 2.1 приведено срав-
нение качества оценок при 𝑛 = 100.

Таблица 2.1. Сравнение качества оценок

Распределение 𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥) 𝑓3(𝑥) 𝑓4(𝑥)

равномерное 0.466± 0.033 0.433± 0.030 0.433± 0.030 0.433± 0.030
кубическое 0.225± 0.032 0.198± 0.028 0.198± 0.028 0.198± 0.028

показательное 0.078± 0.013 0.071± 0.010 0.049± 0.008 0.047± 0.008
нормальное 0.051± 0.006 0.047± 0.005 0.050± 0.005 0.048± 0.005

В § 2.4 предложенный подход распространяется на многомерный слу-
чай. Была получена несмещённая оценка функционала 𝑊 , путём минимиза-
ции которой находятся оценки 𝑙̂1, . . . , 𝑙̂𝑘. Сравнение с традиционным подхо-
дом на тестовых распределениях показало, что предложенный подход даёт
лучшие результаты.
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В этом же параграфе рассматривается задача подбора весовой функ-
ции. Показано, что при определённых условиях пространство 𝐿2,𝑤(Ω) можно
расширить следующим образом:

𝑤0(x) =

⎧⎨⎩𝑤(x)
(︁∑︀𝑘

𝑗=1 |𝑥𝑗 − 𝑎𝑗|𝛼𝑗

)︁𝑝
, 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(a)

𝑤(x), 𝑥 ∈ Ω ∖ 𝑈𝛿(a)
, (2.6)

где 𝛿 > 0, 𝑈𝛿(a) – 𝛿-окрестность точки a, а показатели 𝛼𝑗 удовлетворяют
следующему неравенству:

1

𝛼1
+ ...+

1

𝛼𝑘
≤ 1.

В главе 3 рассматриваются три задачи анализа данных, решаемые с
помощью представленных в главе 2 результатов: восстановление функции ре-
грессии, классификация и оценивание количества информации. Предложены
алгоритмы настройки коэффициентов и длины ряда проекционной оценки
функции плотности вероятности случайного вектора, предназначенные для
решения прикладных задач на малых выборках. Алгоритмы реализованы на
языке Wolfram Language. Приводится сравнение разработанных алгоритмов
с известными алгоритмами настройки на малых выборках.

В § 3.1 рассматривается задача восстановления функции регрессии. Да-
ётся описание трёх алгоритмов её решения. Первый алгоритм 𝜙1 основан на
проекционной оценке функции плотности вероятности, в которой параметры
настраиваются при помощи метода моментов; два других 𝜙2, 𝜙3 – на оценке
Розенблатта – Парзена, с разными способами настройки параметра размыто-
сти. Сравнение разработанных алгоритмов на тестовых задачах по критерию
средней близости к истинной функции регрессии показало, что алгоритмы,
основанные на оценке Розенблатта – Парзена, эффективнее, чем алгоритм,
основанный на проекционной оценке, причём способ настройки параметра
размытости оказался несущественным (табл. 3.1).

Таблица 3.1. Результаты восстановления функции регрессии
Обозначение Оценка плотности Оценка параметров 𝑄{𝐼}

𝜙1 проекционная (1.2),
базис Лежандра

оценка Ченцова 0.1101± 0.0054

𝜙2 Розенблатта — Парзена (1.6),
параболическое ядро

минимизация оценки
функционала качества

0.03896± 0.00074

𝜙3 Розенблатта — Парзена (1.6),
параболическое ядро

метод максимального
правдоподобия

0.03906± 0.00078

В § 3.2 приводится постановка задачи классификации. Для решения
данной задачи разработано 3 алгоритма, в которых при синтезе решающих
правил использованы различные оценки плотности. Качество классификации
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оценивалось по средней близости восстановленных областей классификации
к истинным областям:

𝑄{𝜂} =𝑀{𝜌(𝑆, 𝑆)} =𝑀{𝜇(𝑆1 ∩ 𝑆1) + 𝜇(𝑆2 ∩ 𝑆2)}, (3.1)

где 𝑆1, 𝑆2 – истинные области классификации, 𝑆1, 𝑆2 – соответствующие вос-
становленные области, 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2), 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2), 𝜇 – мера Лебега на плоско-
сти (площадь плоской фигуры).

Результаты работы алгоритмов приведены на рис. 1.
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Рис. 1. Примеры решения задачи классификации.

Сравнение разработанных алгоритмов на тестовых задачах показало,
что улучшение достигается при использовании алгоритма, основанного на
оценке Розенблатта — Парзена (табл. 3.2).

Таблица 3.2. Результаты решения задачи классификации

Обозначение Оценка плотности Оценка параметров 𝑄{𝐼}

𝜂1 проекционная (1.2),
базис Лежандра

оценка Ченцова 3.55± 0.04

𝜂2 Розенблатта — Парзена (1.6),
параболическое ядро

минимизация оценки
функционала качества

3.56± 0.02

𝜂3 Розенблатта — Парзена (1.6),
параболическое ядро

метод максимального
правдоподобия

3.51± 0.02

В § 3.3 рассматривается задача оценивания количества информации.
Для решения данной задачи было разработано 4 алгоритма, для которых
было выполнено сравнение эффективности на тестовых задачах по критерию
средней близости к истинному значению. Сравнительный анализ показал, что
наибольшая точность достигается при использовании алгоритма, основанного
на оценке Розенблатта — Парзена. При этом при настройке проекционной
оценки эффективнее оказался предлагаемый алгоритм, основанный на методе
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моментов (табл. 3.3).
Таблица 3.3. Результаты оценивания количества информации

Обозначение Оценка плотности Оценка параметров 𝑄{𝐼}

𝐼1 проекционная (1.2),
базис Эрмита

оценка Ченцова 0.143± 0.01

𝐼2 проекционная (1.2),
базис Эрмита

метод моментов 0.135± 0.01

𝐼3 Розенблатта — Парзена (1.6),
ядро Гаусса

минимизация оценки
функционала качества

0.10± 0.01

𝐼4 Розенблатта — Парзена (1.6),
ядро Гаусса

метод максимального
правдоподобия

0.093± 0.003

В заключении сформулированы основные результаты и выводы дис-
сертационной работы.

Основные результаты и выводы

В ходе выполнения диссертационной работы были получены следующие
результаты:

– показано, что весовое гильбертово пространство 𝐿2,𝑤(Ω) может быть
использовано для построения проекционной оценки любой функции плотно-
сти вероятности (предл. 2.4);

– найден критерий на весовую функцию 𝑤(x) для расширения про-
странства 𝐿2(Ω) до пространства 𝐿2,𝑤(Ω), которое содержит более широкое
множество функций плотности вероятности (теорема 2.4);

– предложен способ построения весовой функции 𝑤(x), при котором
соответствующее расширение 𝐿2,𝑤(Ω) пространства 𝐿2(Ω) содержит оцени-
ваемую функцию плотности вероятности 𝑓(x) (формула (2.6));

– предложен новый метод настройки коэффициентов проекционной
оценки функции плотности вероятности случайного вектора, являющийся
обобщением метода моментов;

– доказано, что при определённых условиях частным случаем предло-
женного обобщения является традиционный метод оценивания коэффициен-
тов;

– предложен новый метод оценивания длины ряда проекционной оцен-
ки, в которой коэффициенты настраиваются методом моментов или его обоб-
щением;

– экспериментально установлено, что на малых выборках обобщение
метода моментов позволяет повысить эффективность проекционной оценки
(табл. 2.1);

– экспериментально установлено, что условиях малых выборок метод
моментов является более предпочтительным при настройке проекционной
оценки.
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