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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ àêòèâíî ðàçâèâàëàñü

â òå÷åíèè ïîñëåäíåãî ñòîëåòèÿ. Ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè XX âåêà ðåøàëèñü

êàê êîððåêòíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íèõ, òàêèå êàê çàäà÷à Íåéìàíà, Çàðåìáû,

Äèðèõëå, òàê è íåêîððåêòíûå, êàê çàäà÷à Êîøè.

Íåêîððåêòíûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ äàâíåé ïðîáëåìîé, ñâÿçàííîé ñ ïðèëîæåíèÿìè

â ôèçèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå, ìåõàíèêè æèäêîñòè è ò.ä. (ñì., íàïðèìåð, êíèãó

M.M. Ëàâðåíòüåâà, Â.Ã. Ðîìàíîâà è Ñ.Ï. Øèøàöêîãî1 è äð.). Ìåòîä ðåãóëÿ-

ðèçàöèè â ðàìêàõ òåîðèè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ Áàíàõà

(ñì., íàïðèìåð, êíèãó A.Í. Òèõîíîâà è Â.ß.Àðñåíèíà2), êàê êàæåòñÿ, ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèáîëåå ðåçóëüòàòèâíûì â èçó÷åíèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Îäíàêî,

ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåàëèçàöèè ðåãóëÿðèçàöèè (ñì., íàïðèìåð,

ðàáîòû Ë.A. Àéçåíáåðãà3 , T. Êàðëåìàíà4 äëÿ çàäà÷ ãîëîìîðôíîãî ïðîäîë-

æåíèÿ â êîìïëåêñíîì àíàëèçå è ðàáîòû Â.A. Êîçëîâà, Â.Ã. Ìàçüè è À.Â.

Ôîìèíà5, Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà6, Â.Ã. Ìàçüè è Â.Ï. Õàâèíà7 äëÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà). Êíèãà

Í.Í. Òàðõàíîâà8 äàåò äîâîëüíî ïîëíîå îïèñàíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè è ñïî-

ñîáîâ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, èìåþùèõ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû,

â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà è ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè.

Íåäàâíî áûë ðàçðàáîòàí ïîäõîä, (ñì. íàïðèìåð, ðàáîòû Á.Â. Øóëüöà ,

À.À. Øëàïóíîâà è Í.Í, Òàðõàíîâà 9, Ñ. Ñèìàíêè 10 è äð.), êîòîðûé îñíîâàí

1 Ëàâðåíòüåâ M.M., Ðîìàíîâ Â.Ã., Øèøàöêèé Ñ.Ï. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è
àíàëèçà: ó÷åáíîå ïîñîáèå // Ìîñêâà: Íàóêà, 1980.

2 Òèõîíîâ A.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷: ó÷åáíîå ïîñîáèå // Ìîñêâà:
Íàóêà, 1986.

3 Àéçåíáåðã Ë.A. Ôîðìóëû Êàðëåìàíà â êîìïëåêñíîì àíàëèçå. Ïåðâûå ïðèëîæåíèÿ: ìîíîãðàôèÿ //-
Íîâîñèáèðñê: Íàóêà.

4 Carleman T. Les fonctions quasianalytiques // Paris:Gauthier-Villars, 1926.
5 Êîçëîâ Â.A., Ìàçüÿ Â.Ã., Ôîìèí À.Â. Îá îäíîì èòåðàöèîííîì ìåòîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç.-1991.- Ò.31 �1- 45�52 ñ.
6 Ëàâðåíòüåâ Ì.Ì. Î çàäà÷å Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà // Äîêë.

ÀÍ ÑÑÑÐ, Ò. 112(2), 1957, 195�197.
7 Ìàçüÿ Â.Ã., Õàâèí Â.Ï. Î ðåøåíèÿõ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (åäèíñòâåííîñòü, íîð-

ìàëüíîñòü, àïïðîêñèìàöèÿ) //Òð. ÌÌÎ. - 1974. - T.30. - 61�114 c.
8 Tarkhanov N. The Cauchy Problem for Solutions of Elliptic Equations // Berlin, Akademie-Verlag, 1995.
9 Schulze B.W., Shlapunov A.A., Tarkhanov N. Green integrals on manifolds with cracks // Annals of

Global Analysis and Geometry, V.24 (2003), p. 131�160.
10 Simanca S. Mixed elliptic boundary value problems // Comm. in PDE 12 (1987), 123�200.
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íà ïðîñòîì íàáëþäåíèè, ÷òî ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííûx êðàåâûõ çàäà÷ òèïà Çà-

ðåìáû äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

ïîëó÷èòü ïîäõîäÿùóþ ðåãóëÿðèçàöèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ À.À. Øëàïóíîâà è

Í.Í. Òàðõàíîâà 11.

Îäíàêî ëîêàëüíûé àíàëèç ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè (îñîáåííî â îáëàñòÿõ ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé) ïîêàçûâàåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ñ òèïè÷íûì ïîâåäåíèåì, àäåêâàòíî îïèñûâàåìûì òîëü-

êî â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ðå-

çóëüòàòû ïî ñìåøàííûì çàäà÷àì äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áûëè ïîëó-

÷åíû â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà,(ñì., íàïðèìåð, êíèãè Ì.Â. Áîðñóêà

è Â.À. Êîíäðàòüåâà 12, Ñ.À. Íàçàðîâà è Á.À. Ïëàìåíåâñêîãî 13). Çà÷àñòóþ,

âåñîâûå ôóíêöèè âûáèðàþòñÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì äëÿ êîíòðîëÿ ïîâåäåíèÿ

ðåøåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè ãðàíèöû, ãäå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìåíÿþò ñâîé

õàðàêòåð, ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè À.À. Øëàïóíîâà è Í.Í. Òàðõàíîâà 14. Äðóãàÿ

ìîòèâàöèÿ ââåäåíèÿ âåñîâûõ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíûõ ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ îñîáåííîñòÿõ ãðàíèöû îáëàñòè, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à. Âîò

ïî÷åìó õîòåëîñü áû ñòðîèòü ðåãóëÿðèçàöèè íåêîððåêòíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïîäõîäÿùèõ âåñîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî õîòÿ ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à Êîøè, êàê õîðîøî èç-

âåñòíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó óñëîâíî-êîððåêòíûõ çàäà÷, ñì. íàïðèìåð, ðàáî-

òû A.Í. Òèõîíîâà è Â.ß. Àðñåíèíà2 , Ë.À. Àéçåíáåðãà è Í.Í. Òàðõàíîâà15,

âûäåëåíèå ìíîæåñòâ åå óñòîé÷èâîñòè íå áûëî ñðåäè öåëåé äèññåðòàöèè.

Òàêæå â ðàáîòå îòìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷è

11 Shlapunov A.A. and Tarkhanov N. Mixed problems with a parameter // Russ. J. Math. Phys., 12 (2005),
N 1, P. 97�124.

12 Borsuk M., Kondrat'ev V. Elliptic Boundary Value Problems of Second Order in Piecewise Smooth Domains
// Elsevier, Amsterdam-London, 2006.

13 Nazarov S. A., Plamenevskii B. A. Elliptic Problems in Domains with Piecewise Smooth Boundaries //
Walter de Gruyter, Berlin et al., 1994.

14 Òàðõàíîâ Í.Í., Øëàïóíîâ A.À. Çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â îáëàñòÿõ ñ
íåãëàäêèìè ðåáðàìè. I // Ìàò. òðóäû, 18(1) (2015), 118�189. Òàðõàíîâ Í.Í., Øëàïóíîâ A.À. Çàäà÷èØòóð-
ìà�Ëèóâèëëÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â îáëàñòÿõ ñ íåãëàäêèìè ðåáðàìè. II // Ìàò. òðóäû, 18(2) (2015),
133�204. Shlapunov A.A., Tarkhanov N.N. On completeness of root functionsof Sturm-Liouville problems with
discontinuous boundary operators // Journal of Di�erential Equations, 255 (2013), 3305-3337.

15 Àéçåíáåðã Ë.À., Òàðõàíîâ Í.Í. Óñëîâíî-óñòîé÷èâûå ëèíåéíûå çàäà÷è è ôîðìóëà Êàðëåìàíà // Ñèá.
ìàòåì. æóðí., 31:6 (1990), 9�15.

4



Êîøè â çàäà÷àõ òðàíñìèññèè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñì., íàïðè-

ìåð, ðàáîòû Ì.Â. Áîðñóêà16 ïî îòíîøåíèþ ê ýëëèïòè÷åñêîé òåîðèè è Ñ.Ä.

Ýéäåëüìàíà17 ê ïàðàáîëè÷åñêîé. Îäíèì èç àêòóàëüíûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ

îáðàòíàÿ çàäà÷à ýëåêòðîêàðäèîãðàôèè. Èìåííî çàäà÷à (÷èñëåííîé) ðåêîí-

ñòðóêöèè ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè ñåðäöà ïî èçìåðåíèÿì ÝÊÃ íà ïîâåðõ-

íîñòè òåëà èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ äèàãíîñòèêè è ëå÷åíèÿ ñåðäå÷íûõ

àðèòìèé, ñì, íàïðèìåð, ðàáîòû Ì. Áþðãåðà, Ê. Ìàðäàëà è Á. Íèëüñåíà18,

Ä. Ãåçåëîâèòöà è Â. Ìèëëåðà19, Æ. Ñàíäíåñà ñ ñîàâòîðàìè20 è äðóãèå. Ýòà

çàäà÷à âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðà-

áîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Âî-ïåðâûõ, ýòî çàäà÷à Êîøè äëÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ òåîðèè

íåêîððåêòíûõ çàäà÷, ñì. ðàáîòû Â.A. Êîçëîâà, Â.Ã. Ìàçüè è À.Â. Ôîìèíà5,

Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà6, A.Í. Òèõîíîâà è Â.ß. Àðñåíèíà2, Í.Í. Òàðõàíîâà8. Âî-

âòîðûõ, ýòî çàäà÷à Äèðèõëå è çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ

îïåðàòîðîâ, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì Ôðåäãîëüìà (ñì., íàïðèìåð, ðàáî-

òû Â.Ï. Ìèõàéëîâà21, Ä. Ãèëáàðãà è Í. Òðóäèíãåðà 22 , Â. Ìàêëèíà 23, ß.

Ðîéòáåðãà24 è Ñ. Ñèìàíêè10). Ìîäåëü òàêæå ñîäåðæèò ýâîëþöèîííóþ ÷àñòü,

ñì. ðàáîòû Ð. Àëèåâà è À. Ïàíôèëîâà25, Æ. Ñàíäíåñà ñ ñîàâòîðàìè20, â êî-

òîðîé ñîäåðæàòñÿ äîâîëüíî îáùèå íåëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,

êîòîðûå â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü ðåøåíû êëàññè÷åñêèìè

ìåòîäàìè, ñì., íàïðèìåð, êíèãè Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Â.À. Ñîëîííèêîâà è Í.Í.

16 Borsuk M. Transmission problem for Elliptic second-order Equations in non-smooth domains, Birkh�auser,
Berlin, 2010.

17 Ýéäåëüìàí Ñ.Ä. Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè � 6, Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ, 63, ÂÈÍÈÒÈ, Ì., 1990,
201�313.

18 Burger M., Mardal K.A., Nielsen B.F. Stability analysis of the inverse transmembrane potential problem
in electrocardiography // Inverse Problems, 26 (2010), 10, 105012.

19 Geselowitz D.B., Miller V. A bidomain model for isotropic cardiac muscle // Ann. Biomed. Eng., 1983;
11 (3-4), 191�206.

20 Sundnes J., Lines G.T.,Cai X., Nielsen B.F., Mardal K.A., Tveito A. Computing the Electrical Activity
in the Heart // Springer-Verlag, 2006.

21 Ìèõàéëîâ Â.Ï. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ// Ì.: Íàóêà, 1976.
22 Gilbarg D., Trudinger N. Elliptic Partial Di�erential Equations of second order, Berlin, Springer-Verlag,

1983.
23McLean W. Strongly Elliptic Systems and Boundary Integral Equations, Cambridge Univ. Press,

Cambridge, 2000.
24 Roitberg Ya. Elliptic Boundary Value Problems in Spaces of Distributions // Kluwer Academic Publishers,

Dordrecht, NL, 1996.
25 Aliev R.R., Pan�lov A.V. A simple two-variable model of Cardiac Excitation // Chaos, Solitons and

Fractals, V. 7:3 (1996), 293�301.
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Óðàëüöåâîé 26, Æ. Ëèîíñà27.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîé ÷àñòè ìîäå-

ëè ïðèâåëè ê èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòàì î íå åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèè

åå ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Õàðäè, ñì. ñòàòüþ Â. Êàëèíèíà ñ ñîàâòî-

ðàìè28. Ñòàòüÿ [6] áûëà ïîñâÿùåíà áîëåå øèðîêîìó êëàññó ïîäîáíûõ çàäà÷

òðàíñìèññèè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ýëëèïòè÷å-

ñêèõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îäíàêî îáà ðåçóëüòàòà áû-

ëè ïîëó÷åíû ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: âñå ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû,

çàäåéñòâîâàííûå â ìîäåëè, äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû: Îïèñàòü ïóòè ðåãóëÿðèçàöèè íåêîð-

ðåêòíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì â âåñîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, è óêàçàòü íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ çàäà÷è Êîøè â çàäà-

÷àõ òðàíñìèññèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

1. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ îäíîãî êëàññà

íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà;

2. äîêàçàíà òåîðåìà î ðàçëîæåíèè Õîäæà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îáîáùåííîãî

ëàïëàñèàíà â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà;

3. óêàçàí îäèí èç ñïîñîáîâ ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèï-

òè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáî-

ëåâà;

4. äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè îäíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òðàíñìèñ-

ñèè, ñâÿçàííîé ñ îáîáùåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è ýëåêòðîêàðäèîãðàôèè;

5. îïèñàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òðàíñìèññèè;

6. äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ îäíîãî ýâîëþöèîííîãî îáîáùåíèÿ

äàííîé çàäà÷è òðàíñìèññèè.

26 Ëàäûæåíñêàÿ Î.À., Ñîëîííèêîâ Â.À., Óðàëüöåâà Í.Í. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà // Ìîñêâà: Íàóêà, 1967.

27 Lions J.-L. Quelques m�ethodes de r�esolution des probl�emes aux limites non lin�eare // Dunod/Gauthier-
Villars, Paris, 1969.

28 Kalinin V., Kalinin A., Schulze W.H.W., Potyagaylo D., Shlapunov, A. On the correctness of the
transmembrane potential based inverse problem of ECG // Computing in Cardiology, 2017, 1�4.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-

ìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, à òàêæå ìåòîä èíòåãðàëüíûõ

ïðåäñòàâëåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè â

ôèçèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå, ìåõàíèêè æèäêîñòè, ýëåêòðîêàðäèîëîãèè è äð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîøëè

àïðîáàöèþ íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ

ó÷åíûõ ¾Ìîëîäåæü è íàóêà: ïðîñïåêò Ñâîáîäíûé¿, (Êðàñíîÿðñê, 2018�

2022);

2. Êðàñíîÿðñêèé ãîðîäñêîé ñåìèíàð ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó è àëãåáðàè-

÷åñêîé ãåîìåòðèè (Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2021�2022);

3. Ìåæãîðîäñêîé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ¾Íåêëàññè÷åñêèå çà-

äà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ (2022);

4. Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé (Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2021�2022).

Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íàïèñàíà àâ-

òîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ïîëó÷å-

íû àâòîðîì ëè÷íî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3-õ

ñòàòüÿõ ([4], [5], [6]) è 3-õ òåçèñàõ ([1], [2], [3]). Âñå ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â

æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèé,

à ñòàòüè [4], [5], [6] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â íàóêîìåòðè-

÷åñêèõ áàçàõ äàííûõ SCOPUS è Web of Science.

Ðåçóëüòàòû ñòàòüè [6] ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî, ñòàòüè [4], [5]

ïîëó÷åíû â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì À.À. Øëà-

ïóíîâûì. Ëè÷íûé âêëàä ñîàâòîðà â ñîâìåñòíûå ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 50%.

Ôèíàíñîâàÿ ïîääåðæêà. Ðàáîòà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè-

÷åñêèì öåíòðîì, ôèíàíñèðóåìûìÌèíîáðíàóêè ÐÔ (Ñîãëàøåíèå 075-02-2022-

876). ×àñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëà ïîëó÷åíà ñîèñêàòåëåì
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ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ôîíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòå-

ìàòèêè "Áàçèñ".

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåð-

æèò 63 íàèìåíîâàíèÿ, à ñïèñîê ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè 6 íàèìå-

íîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè: 107 ñòðàíèöû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà îáùèì ñâåäåíèÿì ôóíê-

öèîíàëüíîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, íåîáõîäèìûì äëÿ äàëüíåéøåãî èçëî-

æåíèÿ, è íåêîòîðûì ïîáî÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà

îïóáëèêîâàíû â [4].

Âî âòîðîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ îäèí èç ïóòåé ðåãóëÿðèçàöèè íåêîððåêò-

íîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â âå-

ñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà. Â ïàðàãðàôå 2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç

îáùèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ Ãèëüáåðòà è

óòî÷íÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è Êîøè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.

Áîëåå òî÷íî, ïóñòüA � íåíóëåâîé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, êîòîðûé

äåéñòâóåò èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H1 â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H2.

Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç ker (A) ÿäðî îïåðàòîðà A. Ïóñòü A? îáîçíà÷à-
åò ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê A (â ñìûñëå òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ),

êîòîðûé äåéñòâóåò èç H2 â H1 è IHj
� åäèíè÷íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå

Hj. Ïîñêîëüêó îáðàç îïåðàòîðà A ìîæåò áûòü íå çàìêíóò, òî ðåøåíèå îïå-

ðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Au = f (1)

ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé (ñì. êíèãè1,2).

Ñëåäóþùàÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà äàåò îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé åå

ðåãóëÿðèçàöèè, ñì., íàïðèìåð, êíèãó1 èëè ñòàòüþ29.

Òåîðåìà 2.1.1 Ïóñòü a = max (‖A‖, 1). Äëÿ äàííîãî f ∈ H2 ñóùåñòâó-

åò ðåøåíèå u ∈ H1 óðàâíåíèÿ (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. (f, g) = 0 äëÿ âñåõ g ∈ ker (A?);
29 Shlapunov A.A. Iterations of self-adjoint operators and their applications to elliptic systems // Math.

Nachrichten, 218 (2000), p. 165�174.
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2. ðÿä Íåéìàíà u(f) = a−1
∑∞

ν=0(IH1
−a−2A?A)νA?f ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå H1.

Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ u(f) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1),

îðòîãîíàëüíûì ê ker (A).

Â ðàáîòå çàäà÷à Êîøè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D èç Rn äëÿ ýëëèïòè÷å-

ñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A = A(x, ∂) (âîçìîæíî, îáëàäàþùåãî

ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè ìëàäøåãî ïîðÿäêà) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-

ìè íà îòíîñèòåëüíî îòêðûòîì ìíîæåñòâå S íà ãðàíèöå ∂D ñâîäèòñÿ ê óðàâíå-

íèþ (1) â ïîäõîäÿùèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà Hs,γ(D), ñîäåðæàùèõ

ýëåìåíòû ñ ïðåäïèñàííûìè ãëàäêîñòüþ s ∈ N è ðîñòîì âáëèçè ∂S â D, êîí-
òðîëèðóåìûì âåñîâîé ôóíêöèåé ρ è âåùåñòâåííûì ÷èñëîì γ.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé (âåñîâîé) ìàòðè÷íûé îïåðàòîð ïåðâîãî

ïîðÿäêà

A = A(x, ∂) =
n∑
j=1

Aj(x)∂j + A0(x)ρ−1(x), (2)

ãäå ρ � íåïðåðûâíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèé, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëþ òîëüêî íà

íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå Ξ ⊂ X . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Aj ÿâëÿ-

åòñÿ (l × k)-ìàòðèöåé ñ ãëàäêèìè êîìïîíåíòàìè â X äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè

X ⊂ Rn. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð A èìååò èíúåêòèâíûé ñèìâîë íà X ,
ò.å. l ≥ k è îòîáðàæåíèå σ(A)(x, ξ) =

∑n
j=1Aj(x)ξj : Ck → Clèíúåêòèâíî äëÿ

âñåõ x ∈ X è äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn \ {0}.
Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè â îáëàñòè D ⊂ X íà øêàëå

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ
[
H1,γ(D)

]k
, àññîöèèðîâàííûõ ñ âåñîâîé ôóíêöèåé ρ, ñì.

ñòàòüþ30. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A ïîðîæäàåò íåïðåðûâíûé ëèíåé-

íûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé èç
[
H1,γ(D)

]k
â
[
H0,γ(D)

]l
. Áîëåå òîãî, ìîæíî

ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Êîøè ñ äàííûìè íà S ⊂ ∂D: ïî çàäàííûì g ∈
[
H0,γ(D)

]l
è v0 ∈

[
H1/2,γ(∂D)

]k
, íàéòè (åñëè âîçìîæíî) v ∈

[
H1,γ(D)

]k
, óäîâëåòâîðÿþ-

ùóþ {
Av = g â D,
t
(γ)
1 (v) = v0 íà S.

(3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∂S ñîâïàäàåò ñ ñèíãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì Ξ.

Ñíà÷àëà óêàæåì îäèí êëàññ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà òåîðå-

30Òàðõàíîâ Í.Í., Øëàïóíîâ A.À. Çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â îáëàñòÿõ ñ
íåãëàäêèìè ðåáðàìè. I // Ìàò. òðóäû, 18(1) (2015), 118�189.
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ìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ òàêîé çàäà÷è Êîøè.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.1 Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèö Ai, 0 ≤ i ≤ n, âåùå-

ñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå â îêðåñòíîñòè D, ρ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ âíå Ξ. Åñëè S ñîäåðæèò îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî

∂D, òî çàäà÷à (3) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â
[
H1,γ(D)

]k
.

Óêàæåì, êîãäà çàäà÷à Êîøè ïëîòíî ðàçðåøèìà. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå[
H1,γ(D, S)

]k
åñòü çàìûêàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà

[
C∞comp(X \ Γ)

]k
â
[
H1,γ(D)

]k
.

Òåîðåìà 2.1.2 Ïóñòü l = k, ýëåìåíòû ìàòðèö Ai, 0 ≤ i ≤ n, âåùåñò-

âåííî-àíàëèòè÷åñêèå, ρ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âíå Ξ. Åñëè

∂D ãëàäêàÿ è ∂D \ S ñîäåðæèò îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî

∂D, òî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A ïîðîæäàåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé

îïåðàòîð

A :
[
H1,γ(D, S)

]k → [
H0,γ(D)

]l
, (4)

îáðàç êîòîðîãî ïëîòåí â
[
H0,γ(D)

]l
.

Äàëåå, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê A â (4), â

ïàðàãðàôå 2.2 îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ âåñîâûõ ëàïëàñèàíîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáî-

ëåâà. Õîòÿ çàäà÷à Äèðèõëå õîðîøî èçó÷åíà â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, ñì., íàïðèìåð, ïèoíåðñêóþ ðàáîòó Ì.È. Âèøèêà31 èëè ìîíî-

ãðàôèþ ß. Ðîéòáåðãà24 äëÿ îáû÷íûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, è êíèãè Ì.Â.

Áîðñóêà è Â.À. Êîíäðàòüåâà12, Ñ.À. Íàçàðîâà è Á.À. Ïëàìåíåâñêîãî13 � äëÿ

âåñîâûõ, â äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû

î íåé â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì âèäå, ïîçâîëÿþùåì

èñïîëüçîâàòü èõ êàê èíñòðóìåíò äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è Êîøè è çàäà÷ òðàíñ-

ìèññèè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíà òåîðåìà î ðàçëîæåíèè Õîäæà çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ îáîáùåííûõ ëàïëàñèàíîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.

Çàôèêñèðóåì ãëàäêóþ îðèåíòèðîâàííóþ (n− 1)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü Γ̃ â

X . Ïóñòü Γ ⊂ X � çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî îòêðûòîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà

èç Γ̃ ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Γ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü X \ Γ

êàê ìíîãîîáðàçèå ñ òðåùèíîé Γ. Äàëåå, äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω òàêîé, ÷òî

Ω \ Γ ⊂ X \ Γ, è ëèáî Γ ⊂ Ω, ëèáî Γ ⊂ ∂Ω è Ω èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó

31Âèøèê M.È. Î ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé //Ìàòåì. ñá.- 1951.-
Ò.29. �3. 615�676 ñ.
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(ñëó÷àé Ω = X \ Γ âêëþ÷åí), ââåäåì ýðìèòîâó ôîðìó ïåðâîãî ïîðÿäêà

hΩ,γ(u, v) =
n∑

i,j=1

(ai,j∂ju, ∂iv)H0,γ(Ω) + (a0,0u, v)H0,γ+1(Ω)+

n∑
j=1

(
(aj,0∂ju, ρ

−1v)H0,γ(Ω) + (ρ−1u, aj,0∂jv)H0,γ(Ω)

)
â ïðîñòðàíñòâå

[
H1,γ(Ω)

]k
, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ai,j ñóòü

(k × k)-ìàòðèöû ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ýëåìåíòàìè êëàññà L∞(X ).

×åðåç Hγ(Ω) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî â
[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
, ñîñòîÿùåå èç

ôóíêöèé w, óäîâëåòâîðÿþùèõ hΩ,γ(w, v) = 0 äëÿ âñåõ v ∈
[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
.

Ïî òåîðåìå î ïðÿìîé ñóììå, ìîæíî ðàçëîæèòü ïðîñòðàíñòâî
[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
â âèäå

[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
= Hγ(Ω) ⊕ H⊥γ (Ω). Òàêîå ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåò äâà

îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðà, èç êîòîðûõ íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí, äåéñòâóþùèé

â Hγ(Ω) (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Π(Ω)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà mΩ òàêàÿ, ÷òî

‖u‖2
[H1,γ(Ω)]

k ≤ mΩ

(
hΩ,γ(u, u) + ‖u‖2

[H0,γ(Ω)]
k

)
(5)

äëÿ âñåõ u ∈
[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
.

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýðìèòîâà ôîðìà hX ,γ(·, ·) èíäóöèðóåò ôðåä-
ãîëüìîâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî (âåñîâîãî) îïåðàòîðà

âòîðîãî ïîðÿäêà

∆γ = −
n∑

i,j=1

∂i(ai,j∂ju) +
n∑
j=1

(
aj,0∂ju

ρ
− ∂j

(
a∗j,0u

ρ

))
+
a0,0 u

ρ2
(6)

â îáëàñòè Ω. Ýòîò îïåðàòîð íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç H1,γ(Ω, ∂Ω) â ïðîñòðàí-

ñòâî, äâîéñòâåííîå ê H1,γ(Ω, ∂Ω).

Ïðîñòðàíñòâî H̃−1,γ(Ω) ìîæåò áûòü èäåíòèôèöèðîâàíî êàê äâîéñòâåííîå

ê ïðîñòðàíñòâó H1,γ(Ω, ∂Ω), ñì. ñòàòüþ32 èëè êíèãó33. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

32Schechter M. Negative norms and boundary problems // Ann. Math. - 1960.-V.3.- pp.581�593.
33Áåðåçàíñêèé Þ.Ì. Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ // Êèåâ:

Íàóê. äóìêà, 1965.
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äëÿ f ∈
[
H̃−1,γ(Ω)

]k
íàéòè u ∈

[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
, óäîâëåòâîðÿþùóþ

hΩ,γ(u, v) = 〈f, v〉Ω,γ (7)

äëÿ âñåõ v ∈ H1,γ(Ω, ∂Ω), ãäå 〈·, ·〉Ω,γ åñòü îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè äëÿ

H0 =
[
H0,γ(Ω)

]k
è H+ =

[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
.

Êàê îáû÷íî, îáîáùåííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è 7 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: {
∆γu = f â Ω,

u = 0 íà ∂Ω.

Òåîðåìà 2.2.1 Åñëè âûïîëíåíî (5), òî çàäà÷à Äèðèõëå (7) ÿâëÿåò-

ñÿ ôðåäãîëüìîâîé. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ

êîíå÷íî-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Hγ(Ω). Çàäà÷à ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

〈f, v〉Ω,γ = 0 äëÿ âñåõ v ∈ Hγ(Ω). (8)

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Φ(Ω)
γ :

[
H̃−1,γ(Ω)

]k
→
[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
òàêîé, ÷òî Φ

(Ω)
γ Π

(Ω)
γ = Π

(Ω)
γ Φ

(Ω)
γ = 0 è

Φ
(Ω)
γ ∆γu = u− Π

(Ω)
γ u äëÿ âñåõ u ∈

[
H1,γ(Ω, ∂Ω)

]k
,

∆γΦ
(Ω)
γ f = f − Π

(Ω)
γ f äëÿ âñåõ f ∈

[
H̃−1,γ(Ω)

]k
.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð (t
(γ)
1 )−1

r , ëåãêî ïîëó÷èòü ðå-

øåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå:{
∆γu = f â Ω,

t
(γ)
1 u = u0 íà ∂Ω.

Ñëåäñòâèå 2.2.2 Åñëè âûïîëíåíî (5), òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð

P (Ω)
γ :

[
H1/2,γ(∂Ω)

]k
→
[
H1,γ(Ω)

]k
12



òàêîé, ÷òî

P (Ω)
γ Π(Ω)

γ = P (Ω)
γ Π(Ω)

γ = 0, ∆γP
(Ω)
γ = 0,

Φ
(Ω)
γ ∆γu+ P

(Ω)
γ t

(γ)
1 u = u− Π

(Ω)
γ u äëÿ âñåõ u ∈

[
H1,γ(Ω)

]k
,

t
(γ)
1 P

(Ω)
γ u0 = u0 äëÿ âñåõ u0 ∈

[
H1/2,γ(∂Ω)

]k
.

Òàêèì îáðàçîì, Φγ è Pγ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äè-

ðèõëå (7) è èíòåãðàëà Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2.2.1

è ñëåäñòâèå 2.2.2 äàþò ðàçëîæåíèÿ Õîäæà îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé çà-

äà÷ Äèðèõëå ñîîòâåòñòâåííî, ñì. ñòàòüþ9, êíèãó34 äëÿ îáû÷íûõ ïðîñòðàíñòâ

Ñîáîëåâà.

Â ïàðàãðàôå 2.3 îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü χΩ - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè Ω. Äîîïðåäåëèì êàæäóþ

ôóíêöèþ u ∈ L2(Ω) íóëåì ïðè ïðîäîëæåíèè èç Ω â X \ Γ. Áîëåå òîãî, òàêîå

ïðîäîëæåíèå ïîðîæäàåò ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû

χΩ : L2(Ω)→ L2(X \ Γ), χΩ : H1
0(Ω)→ H1

0(X \ Γ),

óäîâëåòâîðÿþùèå ∂j(χΩu) = χΩ(∂ju), 1 ≤ j ≤ n,è

‖χΩv‖L2(X ) = ‖v‖L2(Ω), ‖χΩu‖H1(X\Γ) = ‖u‖H1(Ω)

äëÿ âñåõ v ∈ L2(Ω) è u ∈ H1
0(Ω).

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1 Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòàmX\Γ

òàêàÿ, ÷òî

‖u‖2
[H1,γ(X\Γ)]

k ≤ mX\Γ

(
hX\Γ,γ(u, u) + ‖u‖2

[H0,γ(X\Γ)]
k

)
(9)

äëÿ âñåõ u ∈
[
H1,γ(X \ Γ, ∂(X \ Γ))

]k
, òî (5) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé îáëàñòè

Ω ⊂ X \ Γ. Îáëàñòü Ω ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç

äâóõ óñëîâèé: Γ ⊂ Ω èëè Γ ⊂ ∂Ω. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî v ∈ Hγ(Ω) èìååì

χ
(γ)
Ω v ∈ Hγ(X \ Γ).

Çàìåòèì, ÷òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A? :
[
H0,γ(D)

]l → [
H1,γ(D, S)

]k
äëÿ

îïåðàòîðà (4) âñåãäà ñóùåñòâóåò (ñì., íàïðèìåð, êíèãó35). ×òîáû ïîñòðîèòü

34 Shlapunov A.A., Tarkhanov N. Duality by reproducing kernels// International Journal of Math. and Math.
Sciences, 6 (2003), 78pp.

35Êîëìîãîðîâ À.Í., Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà: ó÷åáíîå ïî-
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åãî, äëÿ êàæäîãî f ∈
[
H0,γ(D)

]l
íóæíî íàéòè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w =

A?f ∈
[
H1,γ(D, S)

]k
äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

(w, v)[H1,γ(D)]
k = (f,Av)[H0,γ(D)]

l äëÿ âñåõ v ∈
[
H1,γ(D, S)

]k
. (10)

Èç ñêàçàííîãî âûøå, (10) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ

ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîðîæäåííîãî ýðìèòîâîé ôîð-

ìîé (·, ·)H1,γ(D), ñì. òàêæå ñòàòüè
9,11. Îäíàêî íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

â êîíñòðóêòèâíîé ôîðìå íå òàê ïðîñòî. Òàêèì îáðàçîì, èäåÿ íàõîæäåíèÿ ñî-

ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A? : H2 → H1 äëÿ íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

A : H1 → H2 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: çàìåíèòü îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå ïðîñòðàíñòâà H1 íà äðóãîå (âîçìîæíî, áîëåå ñëîæíîå) òàêîå, ÷òî 1) íîâîå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò íîðìó ýêâèâàëåíòíóþ ñòàðîé, 2) ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð çàäàåòñÿ (îòíîñèòåëüíî) ïðîñòîé ôîðìóëîé

(ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè9,36 äëÿ ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â

îáû÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, âêëþ÷àÿ ñëó÷àè áåç ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ).

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó, êîãäà Γ = S è Ξ = ∂S. Ââåäåì îïå-

ðàòîð ñóæåíèÿ RD :
[
H1,γ(X \ S)

]l → [
H1,γ(D)

]k
. Çàôèêñèðóåì îïåðàòîð (6)

íàä X \ Γ, óäîâëåòâîðÿþùèé (9) è òàêîé, ÷òî

RDu ∈ ker (A) äëÿ âñåõ u ∈ Hγ(X \ Γ), (11)

ãäå ker (A) � ÿäðî îïåðàòîðà A èç (4), ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å (3). Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç h
(A)
Ω (·, ·) ýðìèòîâó ôîðìó, ñâÿçàííóþ ñ îáëàñòüþ Ω ⊂ X \ Γ

(ñëó÷àé Ω = X \ Γ âêëþ÷åí). Ïóñòü Φ
(Ω)
γ,A è P

(Ω)
γ,A îáîçíà÷àþò ôóíêöèþ Ãðèíà

è èíòåãðàë Ïóàññîíà ñâÿçàííûå ñ h
(A)
Ω (·, ·), ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà äëÿ u ∈
[
H1,γ(D, S)

]k
îïðåäåëèì

E(u) =

{
u â D,
P

(X\D)
γ,A t

(γ)
1,Du â X \ D.

ñîáèå // Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò, 2004.
36Ðîìàíîâ A.B. Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé îïåðàòîðà Ìàðòèíåëëè-Áîõíåðà è óðàâíåíèå Êîøè-Ðèìàíà //-

Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ.- 1978.- Ò.242. 780�783 ñ.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ââåñòè ýðìèòîâó ôîðìó

hD,γ(u, v) = h
(A)

X\S,γ(E(u), E(v)) + (Π(X\Γ)
γ E(u),Π(X\Γ)

γ E(v))[H0,γ(X\Γ)]
l

â ïðîñòðàíñòâå
[
H1,γ(D, S)

]k
. Òàêæå îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé f ∈

[
H0,γ(D)

]l
îïåðàòîð:

Tγ,Af = Φ
(X\S)
γ,A

(
ρ2γ

n∑
j=1

∂j

(
ρ−2γA∗jχ

(γ)
D f
)

+ ρ−1A∗0χ
(γ)
D f

)
. (12)

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9) è (11). Òîãäà ýðìèòîâà ôîð-

ìà hD,γ(·, ·) åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
[
H1,γ(D, S)

]k
, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åìó íîðìà ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖ · ‖[H1,γ(D)]
k â ýòîì ïðîñòðàíñòâå è

hD,γ(RDTγ,Af, v) = (f,Av)[H0,γ(D)]
l

äëÿ âñåõ f ∈
[
H0,γ(D)

]l
è v ∈ [H1,γ(D, S)]k, ãäå

Tγ,A :
[
H0,γ(D)

]l → [
H1,γ(X \ S, ∂(X \ S))

]k
(13)

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì (12).

Â ïàðàãðàôå 2.4 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿæåííûõ îïåðà-

òîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëè-

êîâàíû â [5].

Íàêîíåö, òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì ïðèìåíåíèÿì íåêîððåêò-

íîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Áîëåå òî÷íî, ðàññìàòðèâà-

åòñÿ îäèí êëàññ çàäà÷ òðàíñìèññèè, ñì. ðàáîòû Ì.Â.Áîðñóêà16 è Ñ.Ä. Ýéäåëü-

ìàíà17, ñâÿçàííûõ ñ ìîäåëÿìè ýëàñòè÷íîñòè, äèôôóçèè è ýëåêòðîêàðäèîëî-

ãèè. À èìåííî, â ïàðàãðàôå 3.1 îïèñàíà êëàññè÷åñêàÿ ñòàöèîíàðíàÿ äâó-

îáëàñòíàÿ ìîäåëü ýëåêòðîêàðäèîëîãèè, ñì. ðàáîòû18,19,20. Â ïàðàãðàôå 3.2

ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå çàäà÷è èç ïàðàãðàôà 3.1. Äëÿ ìàòðè÷íîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A(x, ∂) =
∑
|α|≤mAα(x)∂α ïîðÿäêà m, ãäå Aα(x)

� (l × k)-ìàòðèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C∞(X) íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå

X ⊂ Rn, ðàññìîòðèì çàäà÷ó òðàíñìèññèè.

Ïóñòü Ωm è Ω - ãëàäêèå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn, n ≥ 2 òàêèå, ÷òî
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Ω ⊃ Ωm, ãäå Ωm ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì Ωm. Ïîëîæèì Ωb = Ω\Ωm. Îáîçíà÷èì

÷åðåçA(i),A(e),A(b) ìàòðè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ âåùåñòâåííî-

àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè è èíúåêòèâíûìè ñèìâîëàìè â íåêîòîðûõ

îêðåñòíîñòÿõ Um è Ub êîìïàêòîâ Ωm è Ωb, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äèôôåðåí-

öèàëüíûå îïåðàòîðû

∆(e) = (A(e))∗A(e), ∆(b) = (A(i))∗A(i), ∆(b) = (A(b))∗A(b)

ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè è ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè â Um è Ub, ñîîòâåòñòâåí-

íî.

Òàêæå çàôèêñèðóåì (k×k)-ìàòðè÷íûå ãðàíè÷íûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà B
(b)
1 âáëèçè ∂Ωb è B

(i)
1 , B

(e)
1 âáëèçè ∂Ωm òàê, ÷òî (Ik, B

(b)
1 ), (Ik, B

(i)
1 ) è

(Ik, B
(e)
1 ) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìè Äèðèõëå è∫

∂Ωm

v∗B
(i)
1 udσ =

∫
Ωm

(
(A(i)v)∗A(i)u− v∗∆(i)u

)
dy, (14)

∫
∂Ωm

v∗B
(e)
1 udσ =

∫
Ωm

(
(A(e)v)∗A(e)u− v∗∆(e)u

)
dy (15)

äëÿ âñåõ u ∈ [H2(Ωm)]k, v ∈ [H1(Ωm)]k,∫
∂Ωb

v∗B
(b)
1 udσ =

∫
Ωb

(
(A(b)v)∗A(b)u− v∗∆(b)u

)
dy (16)

äëÿ âñåõ u ∈ [H2(Ωb)]
k, v ∈ [H1(Ωb)]

k.

Çàäà÷à 3.2.1 Ïóñòü s ≥ 2 è αi, αe, βe, βi ∈ R, α2
e +α2

i 6= 0, β2
e + β2

i 6= 0.

Äëÿ äàííûõ âåêòîðîâ

f ∈ [Hs−2(∂Ω)]k, f0 ∈ [Hs−1/2(∂Ω)]k, f1 ∈ [Hs−3/2(∂Ω)]k,

íàéòè, åñëè ýòî âîçìîæíî, âåêòîð-ôóíêöèè ui, ue ∈ [Hs(Ωm)]k, ub ∈ [Hs(Ωb)]
k,
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óäîâëåòâîðÿþùèå

αi∆
(i)ui + αe∆

(e)ue = 0 â Ωm, (17)

∆(b)ub = f â Ωb, (18)

ue = ub íà ∂Ωm, (19)

B
(e)
1 ue = βeB

(b)
1 ub íà ∂Ωm, (20)

B
(i)
1 ui = βiB

(b)
1 ub íà ∂Ωm, (21)

B
(b)
1 ub = f1 íà ∂Ω, (22)

ub = f0 íà ∂Ω. (23)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c0

òàêàÿ , ÷òî∫
∂Ωm

h∗(y)(ui + c0ue)(y)dσ(y) = 0 äëÿ âñåõ h ∈ SA(i)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k. (24)

×àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 3.2.1 ðàññìîòðåí â [6] â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ.

Ñîîòíîøåíèÿ (17), (21) ïðèâîäÿò íàñ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å Íåéìàíà: äëÿ

äàííûõ g ∈ [Hs−2(Ωm)]k è u1 ∈ [Hs−3/2(∂Ωm)]k, íàéòè, åñëè ýòî âîçìîæíî,

ôóíêöèþ u ∈ [Hs(Ωm)]k òàêóþ, ÷òî{
∆(i)u = g â Ωm,

B
(i)
1 u = u1 íà ∂Ωm,

(25)

ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ10. Óñëîâèÿ Øàïèðî-Ëîïàòèíñêîãî îáåñïå÷èâàþò çàäà-

÷å (25) ñâîéñòâî Ôðåäãîëüìà. Ôàêòè÷åñêè, ïðè óñëîâèè (14), îíè ýêâèâàëåíò-

íû ñëåäóþùåìó: ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà ci òàêàÿ, ÷òî

‖u‖H1(Ωm) ≤ ci‖A(i)u‖L2(Ωm) äëÿ âñåõ u ∈ (SA(i)(Ωm) ∩ [H1(Ωm)]k)⊥,

ãäå (SA(i)(Ωm) ∩ [H1(Ωm)]k)⊥ îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðî-

ñòðàíñòâó SA(i)(Ωm) ∩ [H1(Ωm)]k â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå [H1(Ωm)]k. Â

÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ Øàïèðî-Ëîïàòèíñêîãî ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
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SA(i)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé

çàäà÷è õîðîøî èçâåñòíû ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè10,37.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçN (i)(g, u1) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (25), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ∫
∂D

h∗(x)u(x)dσ(x) = 0 äëÿ âñåõ h ∈ SA(i)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à 3.2.1 ñîäåðæèò çàäà÷ó Êîøè (18), (22), (23) äëÿ

ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∆(b), êîòîðàÿ îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé â

ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Ì.Ì.

Ëàâðåíòüåâà6, Í.Í. Òàðõàíîâà8, èëè äðóãèå. Îäíàêî òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

äëÿ çàäà÷è Êîøè, ñâÿçàííîé ñ ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð,

òåîðåìó 2.8 â ñòàòüå38), îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü âåêòîð-ôóíêöèè ub â

ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ëåáåãà è Ñîáîëåâà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò.

Îïèøåì ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé çàäà÷è 3.2.1 ñ íóëåâûìè äàííûìè.

Òåîðåìà 3.2.3 Ïóñòü s ≥ 2, (14), (15), (16) âûïîëíåíû è ïàðà (∆(i), B
(i)
1 )

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Øàïèðî-Ëîïàòèíñêîãî â Ωm. Åñëè αi 6= 0 è

SA(i)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k ⊂ S∆(e)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k, (26)

òîãäà ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è çàäà÷è 3.2.1 ñîñòîèò èç

òðîåê ui, ue, ub èç [Hs(Ωm)]k × [Hs(Ωm)]k × [Hs(Ωb)]
k, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
ub = 0 â Ωb,

ue = u â Ωm,

ui = (−αe/αi)N (i)(∆(e)u, 0) + h0 â Ωm,

(27)

ãäå h0 - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà SA(i)(Ωm) ∩
[Hs(Ωm)]k è u � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ èç [H2

0(Ωm)∩Hs(Ωm)]k. Áîëåå

òîãî, åñëè ïðåäïîëîæåíèå êàëèáðîâêè (24) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïàðû ui, ue èç

íóëåâîãî ïðîñòðàíñòâà, òîãäà ýëåìåíò h0 èç (27) ðàâåí íóëþ.

37Àãðàíîâè÷ Ì. Ñ. Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è â ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ // Ñîâåðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìà-
òèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ, 39 (2011), 11�35.

38Shlapunov A.A., Tarkhanov N. Bases with double orthogonality in the Cauchy problem for systems with
injective symbols// Proc. London. Math. Soc., 71 (1995), N. 1, p. 1�54.
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Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ çàäà÷è 3.2.1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

SA(i)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k ⊂ SA(e)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k, (28)

SA(i)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k = SA(i)(Ω) ∩ [Hs(Ω)]k ⊂ SA(b)(Ωb) ∩ [Hs(Ωb)]
k. (29)

Òåîðåìà 3.2.4 Ïóñòü âûïîëíåíî s ≥ 2, (14), (15), (16) è ïàðà (∆(i), B
(i)
1 )

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Øàïèðî-Ëîïàòèíñêîãî â Ωm è ïóñòü âëîæåíèÿ

(28), (29) âåðíû. Åñëè αi 6= 0, òîãäà äëÿ äàííûõ f ∈ [Hs−2(∂Ωb)]
k, f0 ∈

[Hs−1/2(∂Ωb)]
k, f1 ∈ [Hs−3/2(∂Ωb)]

k ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ub ∈ [Hs(Ωb)]
k ê

(18), (22) è (23), ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ue, ui ∈ [Hs(Ωm)]k, óäîâëåòâîðÿþùèå

(17), (19), (20), (21), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(βeαe + αiβi)
(∫

Ωb

h∗(y)f(y)dy +

∫
∂Ωb

h∗(y)f1(y)dσ(y)
)

= 0 (30)

äëÿ âñåõ h ∈ SA(b)(Ωb) ∩ [Hs(Ωb)]
k.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêîãî òèïà çàäà÷ è ïóòè èõ ðå-

øåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîäåëè 3.2.

Â ïàðàãðàôå ïàðàãðàôå 3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ýâîëþöèîííàÿ ìîäåëü

îáîáùåííîé çàäà÷è òðàíñìèññèè. Äëÿ íåå ïîëó÷åíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.

×òîáû îïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû, ââåäåì ïîäõîäÿùèå ïðîñòðàí-

ñòâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñì., íàïðèìåð, ãë. 1 â êíèãå26.

Áîëåå òî÷íî, äëÿ T > 0 îïðåäåëèì ΩT = Ω×(0, T ). Ïóñòü C2s,s(ΩT ) � ìíî-

æåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé u íà ΩT , êîòîðûå èìåþò íà ΩT íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòè÷íûå ïðîèçâîäíûå ∂jt ∂
α
xu äëÿ âñåõ ìóëüòè-èíäåêñîâ (α, j) ∈ Zn+×Z+,

óäîâëåòâîðÿþùèõ |α| + 2j ≤ 2s. Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç H2s,s(ΩT ), s ∈ Z+,

àíèçîòðîïíûå (ïàðàáîëè÷åñêèå) ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííóþ çàäà÷ó 3.2.1 ñ äîáàâëåíèåì ïåðå-

ìåííîé âðåìåíè t ∈ [0, T ].

Çàäà÷à 3.4.1 Ïóñòü αi, αe, βe, βi, µi, µe ∈ R, α2
i + α2

e 6= 0, β2
e + β2

i 6= 0,

µ2
i + µ2

e 6= 0. Äëÿ äàííûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé

f ∈ [L2(Ωm×(0, T ))]k, f0 ∈ [L2([0, T ], H3/2(∂Ωm)]k, f1 ∈ [L2([0, T ], H1/2(∂Ωm)]k,
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è îòîáðàæåíèå I : [H2,1(Ωm× (0, T )]k → [L2(Ωm× (0, T )]k, íàéòè íåèçâåñò-

íûå âåêòîðíûå ôóíêöèè ub ∈ [H2,1(Ωb × (0, T )]k, ui, ue ∈ [H2,1(Ωm × (0, T )]k,

óäîâëåòâîðÿþùèå

αi∆
(i)ui + αe∆

(e)ue = 0 â Ωm × [0, T ], (31)

∆(b)ub = f â Ωb × [0, T ], (32)

ue = ub íà ∂Ωm × [0, T ], (33)

B
(e)
1 ue = βeB

(b)
1 ub íà ∂Ωm × [0, T ], (34)

B
(i)
1 ui = βiB

(b)
1 ub íà ∂Ωm × [0, T ], (35)

B
(b)
1 ub = f1 íà ∂Ω× [0, T ], (36)

ub = f0 íà ∂Ω× [0, T ], (37)

−µi∆(i)ui + µe∆
(e)ue =

∂(ui − ue)
∂t

+ I(ui − ue) â Ω× (0, T ). (38)

Êàê è ðàíüøå, ðàçóìíî äîïîëíèòü çàäà÷ó ïðåäïîëîæåíèåì êàëèáðîâêè:

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c0(t) ∈ C[0, T ] òàêàÿ, ÷òî∫
∂Ωm

h∗(y)(ui(y, t) + c0(t)ue(y, t))dσ(y) = 0 (39)

äëÿ âñåõ h ∈ SA(i)(Ωm) ∩ [Hs(Ωm)]k è ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 3.4.1 Ïóñòü s ≥ 1, αi 6= 0, µiαe + µeαi 6= 0, (14), (15), (16)

âûïîëíåíî è ïàðà (∆i, B
(i)
1 ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Øàïèðî-Ëîïàòèíñêîãî

â Ωm. Ïóñòü òàêæå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà ∆i ïîñòîÿííû. Åñëè ∆(e) =

γ∆(i) ñ íåêîòîðîé γ > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (39), è

I(v) =
n∑
j=1

aj∂jv + a0v + g (40)

ñ íåêîòîðîé âåêòîðíîé ôóíêöèåé g ∈ [L2(Ωm × (0, T ))]k, è ñ íåêîòîðûìè

(k× k)-ìàòðèöàìè aj, 0 ≤ j ≤ n, òîãäà çàäà÷à 3.4.1. èìååò íå áîëåå îäíîãî

ðåøåíèÿ (ui, ue, ub) â ïðîñòðàíñòâå [H2,1(Ωm×(0, T ))]k×[H2,1(Ωm×(0, T ))]k×
[H2,1(Ωb × (0, T ))]k.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

1. èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé îäíîãî

êëàññà íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà;

2. ðàçâèòû ýëåìåíòû òåîðèè Õîäæà çàäà÷è Äèðèõëå îáîáùåííîãî ëàïëàñè-

àíà â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà;

3. îïèñàí îäèí èç ñïîñîáîâ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöàëüíûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà;

4. èçó÷åíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé îäíîé ñòàöè-

îíàðíîé çàäà÷è òðàíñìèññèè, ñâÿçàííîé ñ çàäà÷àìè êàðäèîãðàôèè, óïðó-

ãîñòè è äèôôóçèè, à òàêæå îäíîãî åå ýâîëþöèîííîãî îáîáùåíèÿ.

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè, ðàáîòàþùèìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ àíàëèçà è

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó

ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Øëàïóíî-

âó Àëåêñàíäðó Àíàòîëüåâè÷ó çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü è ïîääåðæêó íà âñåõ

ýòàïàõ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû.
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