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Введение

Актуальность темы. С начала 2000-х годов перспективным и быстро
развивающимся стало направление модальных и много-модальных пропози-
циональных логик, описывающих рассуждения, доказательства и процессы
вычислений. Такие логики позволяют перейти от языка, выражающего про-
стые факты и утверждения, к более богатому и выразительному. Они имеют
дело с высказываниями, содержащими в себе такие модальности, как воз-
можно, необходимо, до тех пор, пока . . . и т.д., которые нельзя выразить с
помощью языка классических пропозициональных логик. Более широкая вы-
разительность достигается посредством добавления к классической пропози-
циональной системе одного или нескольких модальных операторов (обычно
� или ♦).

Обычно модальные операторы читаются как «необходимо, что...», «воз-
можно, что...», однако, существует великое множество различных интерпре-
таций. В случае временных логик, модальное выражение �p может быть
истолковано как «всегда в будущем верно p», а ♦p - «существует момент в
будущем, когда верно p». Такой язык эффективен при описании процессов
во времени. Причем любую временную логику можно расширить до много-
модальной посредством добавления операторов, представляющих будущее и
прошлое [20]. Такие логики нашли широкое применение при изучении ис-
кусственного интеллекта (AI) и в компьютерных науках (CS), для проверки
корректности вычислительных программ [31, 32, 34, 35, 22, 15].

Еще одним примером много-модальных логик являются логики Знания
[18, 17, 25] с модальностями, представляющими знания агентов. Они приме-
нимы для формализации утверждений об агентах, обладающих некоторой
неполной информацией. Такие эпистемические модели имеют свой предел
выразимости: с их помощью трудно описать процесс изменения информации,
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доступной агенту. Добавление временной модальности в таком случае рас-
ширяет описательные возможности языка. Наиболее естественным является
внедрение логики знания в рамки временной логики. Таким образом, получим
много-модальную систему, сочетающую временные операторы и операторы
знания. Хорошо известно, что такие системы образуют богатый, выразитель-
ный и интуитивно понятный язык [18], [54], [26].

Модели, порожденные сочетанием операторов, представляющих время и
знание агентов эффективно зарекомендовали себя в описании взаимодей-
ствия между различными агентами в потоке времени [18], [20], [26], [13], [12],
[16]. Они получены добавлением к классической пропозициональной системе
двух видов модальностей: для моделирования потока времени и для опи-
сания знания агентов. Полученный язык позволяет описывать ситуации, в
которых агенты, обладающие определенными знаниями, оперируют ими в
процессах рассуждений и вычислений, использующих пошаговые стратегии,
имитирующие время. Изучение подобных систем активно развивается с се-
редины 90-х годов. Например, Р. ван дер Мэйден и Н.В. Шилов [55] изучали
линейную модальную логику Знания и Времени с модальными оператора-
ми until и common knowledge и показали (Теорема 1 [55]), что эта логика не
разрешима. В серии работ В.В. Рыбакова и Э. Калардо [11], [13] изучалась
линейная много-модальная логика Знания и Времени LTK с операторами
знания агентов Ki, оператором common knowledge �∼ и оператором време-
ни true from now on �T . Было доказано, что такая логика разрешима от-
носительно доказуемости формул и допустимости правил вывода. В статье
В.В. Рыбакова и С.В. Бабёнышева [46] рассматривается много-модальная ло-
гика с оператором knowledge by interaction with agents ♦R. В книге Р. Фагина
и др. [18] (Глава 4.3, Knowledge and Multi-Agent Systems: Incorporating time)
предложено сочетание логики LTL (Linear Time Logic) и оператора knowledge
base KKB. Полная аксиоматизация целого ряда различных логик с условиями
на знание и время (с операторами next, until, и операторами знания агентов)
представлена в работе Й. Халперна [25]. В [33] рассмотрено вычислительное
дерево логики знания (computation tree logic of knowledge (CTLK)), применя-
емое для проверки эпистемических свойств мульти-агентных систем.

С развитием компьютерных наук возрос интерес к изучению допустимых
правил вывода для неклассических логик. Изучение искусственного интел-
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лекта нуждается в языке, приспособленном для описания различных динами-
ческих систем, и язык много-модальных логик успешно справляется с этим.
Изначально, факты и утверждения описываются с помощью формул в этом
языке, которые не способны выразить изменяющиеся условия и предпосыл-
ки. На помощь приходит применение правил вывода или секвентов, кото-
рые выражают логическое следование от условий (посылок) к заключениям,
представляющим собой выводы или факты, которые можно получить из име-
ющихся предпосылок. Тем самым, правила вывода предоставляют нам более
тонкий и выразительный аппарат для моделирования процессов мышления
и вычислений.

Правило вывода - это схема, регламентирующая допустимые способы пе-
рехода от некоторой совокупности формул α1, . . . , αn, называемых посылка-
ми, к некоторой определенной формуле β, называемой заключением. Непо-
средственным изучением правил вывода впервые занялись Е. Лось (1955),
А. Тарский (1956) и Р. Сушко (1958). Правило вывода называется истинным
в логике λ, если из того, что α1, . . . , αn ∈ λ следует β ∈ λ. Правило выво-
димо (доказуемо) в λ, если заключение β выводится из посылок α1, . . . , αn с
помощью аксиом и постулированных правил логики λ. Понятие допустимо-
го правила вывода было впервые введено П. Лоренценем [30] в 1955 г. Для
произвольной логики допустимыми являются те правила, которые не изменя-
ют множество доказуемых теорем данной логики (т.е. правила, относитель-
но которых логика замкнута). Формально, правило считается допустимым
в λ, если при любой подстановке ε, из αε1, . . . , αεn ∈ λ следует, что βε ∈ λ.
Понятно, что любое доказуемое правило является допустимым в заданной
логике. Таким образом, множество всех допустимых в логике λ правил об-
разует наибольший класс правил вывода, которыми мы можем расширить
аксиоматическую систему λ, не изменяя множества доказуемых теорем.

Начало истории изучения допустимых правил может быть датировано
1975 г. с появления проблемы Х. Фридмана о существовании алгоритмиче-
ского критерия допустимости правил в интуиционистской логике Int [19]. В
классической логике вопрос допустимости решался тривиально - допустимы
только доказуемые правила. Однако, в логиках первого порядка, модальных
и суперинтуиционистских логиках существуют допустимые, но не доказуемые
правила вывода. В 1960 г. П. Харроп в работе [27] показал, что в логике Int
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допустимо, но не доказуемо ¬x→ (y ∨ z)/(¬x→ y)∨ (¬x→ z). Г. Е. Минц в
[2] доказал, что если правило r допустимо в Int и не содержит связок→ или
∨, то r выводимо в Int, и показал, что правило ((x → y) → (x ∨ y))/(((x →
y) → x) ∨ ((x → y) → z)) допустимо, но не доказуемо в Int. В модальных
логиках S4, S4.1, Grz допустимо, но не доказуемо правило Леммона-Скотта
�(�(�♦�p → �p) → (�p ∨ �¬�p))/�♦�p ∨ �¬�p, [28, 29, 43]. Таким об-
разом, возникли вопросы алгоритмической разрешимости задачи распозна-
вания допустимых правил вывода.

Положительное решение проблемы Фридмана о существовании алгорит-
ма, распознающего допустимость правил вывода интуиционистской логики
Int, было получено В.В. Рыбаковым в 1984 г. [36]. При развитии теории до-
пустимых правил вывода для неклассических логик, В.В. Рыбаков положи-
тельно решил проблему допустимости правил вывода в широком классе мо-
дальных логик, в частности для K4, S4, Grz, GL и многих других [8] - [6],
[38] - [42].

В работе [36] В.В. Рыбаковым был использован специальный метод для
разрешения проблемы допустимости правил вывода, который нашел свое
применение во многих последующих исследованиях. Суть его заключается
в том, что для всякого правила вывода существует конечное, с точностью до
изоморфизма, множество конечных моделей Крипке специального вида, на
элементах которых можно проверять истинность правила, для выяснения его
допустимости. Несмотря на успехи в решении проблем допустимости правил
вывода в различных логиках, данный метод имеет свои ограничения: он при-
меним только для финитно-аппроксимируемых логик, поскольку только в
этом случае можно эффективно описать n-характеристическую модель логи-
ки. Одним из условий существования алгоритмов разрешимости допустимых
правил вывода логики является ее обычная разрешимость относительно до-
казуемости формул [43]. Напомним, что логика разрешима, если существует
процедура, позволяющая по произвольной формуле определить, принадле-
жит ли она логике. Во многих случаях доказательство разрешимости логики
сводится к доказательству того, что она обладает свойством конечных моде-
лей (так называемым свойством финитной аппроксимируемости), т.е. что
она полна относительно некоторого класса конечных фреймов Крипке (Тео-
рема Харропа).
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Совместно со своими учениками В.В. Рыбаков исследовал вопрос разре-
шимости относительно доказуемости формул и допустимости правил вывода
многих много-модальных логик, в том числе и логик, использующих опера-
торы знания и времени [48], [23], [47]. В работе Э. Калардо и В.В. Рыбакова
[11] было показано, что много-модальная логика LTK с транзитивным и ре-
флексивным отношением времени является разрешимой относительно дока-
зуемости формул. А в [12] доказано, что данная логика является разрешимой
относительно допустимости правил вывода. А.В. Кошелева в своей работе [1]
изучила проблемы разрешимости много-модальных S5t-логик. В [46] С.В. Ба-
бёнышев и В.В. Рыбаков доказали, что временная транзитивная логика S4T

с добавлением операторов знания агентов разрешима.
Несмотря на активные исследования в сфере допустимых правил выво-

да, большая часть результатов получена для транзитивных логик. При этом
особый интерес представляют нетранзитивные логики, так как они более вос-
требованы в computer science. Выяснилось, что для нетранзитивных логик
не удается напрямую применять основные результаты и техники, использу-
емые при исследовании допустимых правил вывода логик с транзитивными
отношениями достижимости. Как было отмечено, при исследовании допусти-
мых правил вывода центральную роль играют n-характеристические моде-
ли Крипке. Однако, построение таких моделей является достаточно ясным
только для расширений модальной логики K4 и интуиционистской логики.
В нетранзитивном случае модели описаны только для очень малого списка
логик. В работе [14] была представлена n-характеристическая модель для ми-
нимальной логики K. В [24] описана схема построения n-характеристической
модели временной логики с нетранзитивным оператором времени завтра, и
найден критерий допустимости правил вывода рассматриваемой логики. Так-
же проблема допустимости правил вывода была решена для нетранзитивной
временной логики конечных интервалов [45] и логики LTLPast, которая соче-
тает в себе операторы знания агентов и нетранзитивный временной оператор
since [53].

Результаты, представленные в диссертации, продолжают серию работ
В.В. Рыбакова по исследованию свойств мульти-агентной логики Знания и
Времени LTK. В работах [11] - [13] исследована логика LTK c транзитивным
и рефлексивным отношением времени. Было доказано, что данная логика

7



обладает свойством финитной аппроксимируемости и является разрешимой
относительно доказуемости формул и допустимости правил вывода. Также
в [11] представлена конечная аксиоматизация LTK. Однако, если предпо-
ложить, что отношение времени не является транзитивным, то полученные
результаты и технику исследования нельзя перенести на данный случай. Ме-
тоды, используемые в [11] - [13] оказываются явным образом не применимы
при интранзитивном отношении достижимости по времени.

В диссертационной работе представлена мульти-агентная логика Знания
и Времени LTKr с интранзитивным и рефлексивным отношением времени.
Язык LTKr содержит временной оператор сегодня и завтра �T , оператор
всеобщего знания (common knowledge) �∼ и несколько операторов знания
агентов �i. Такая логика применима при описании моделей, в которых время
рассматривается как линейная дискретная последовательность состояний, со-
держащих в себе набор информационных узлов. Интранзитивность времени в
данном контексте понимается следующим образом: на информационном узле
актуальна только та информация, которая доступна либо в данный момент,
либо будет доступна в следующий. Такие модели применимы в программном
обеспечении, в области Интернет и в алгоритмах поиска.

Цель работы.
1. Выяснить, является ли линейная много-модальная логика Знания и

Времени LTKr с интранзитивным и рефлексивным отношением времени
финитно-аппроксимируемой и разрешимой.

2. Исследовать разрешимость проблемы допустимости правил вывода ло-
гики LTKr. Предоставить алгоритм, который по заданному правилу r опре-
деляет, допустимо ли правило вывода r в LTKr.

Методика исследования.
Используются языки модальных и много-модальных логик, в том числе

язык временных логик. В качестве основного инструмента исследования при-
меняется семантика Крипке, расширенная на много-модальный и временной
случаи. Также применяются общие методы теоретико-модельной семантики
для пропозициональных нестандартных логик. Например, метод фильтра-
ции, метод редуцирования правил вывода, семантический критерий допусти-
мости правил вывода с помощью n-характеристических моделей.

Научная новизна. Все результаты, представленные в диссертации, яв-
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ляются новыми и снабжены подробными доказательствами. Результаты сов-
местных работ получены в нераздельном соавторстве.

Основные результаты. В диссертационной работе семантически опре-
делена линейная интранзитивная много-модальная логика LTKr, сочетаю-
щая модальные операторы знания и времени, получены следующие основные
результаты:

1. Доказана финитная аппроксимируемость и, как следствие, разреши-
мость линейной много-модальной логики Знания и Времени LTKr с интран-
зитивным и рефлексивным отношением времени.

2. Получены необходимое и достаточное условия допустимости правил
вывода в логике LTKr.

Первый из основных результатов получен автором самостоятельно, вто-
рой результат получен совместно с В.В. Рыбаковым при равном участии обе-
их сторон.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты, представлен-
ные в диссертации, носят теоретический характер и могут быть использованы
в дальнейших исследованиях свойств много-модальных интранзитивных ло-
гик, а также в таких областях, как теория моделей, теория графов и computer
science.

Апробация работ. Результаты диссертации докладывались на

• VIII всероссийской научно-технической конференции студентов, аспи-
рантов и молодых ученых, посвященной 155-летию со дня рождения
К.Э. Циолковского (Красноярск, 2012);

• VII всесибирском конгрессе женщин-математиков (Красноярск, 2012);

• международной конференции серии "Мальцевские чтения"
(Новосибирск, 2012);

• международной конференции, посвященной памяти В.П. Шункова "Ал-
гебра и Логика: Теория и Приложения"(Красноярск, 2013);

• международной конференции серии "Мальцевские чтения"
(Новосибирск, 2013);
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• международной конференции "Алгебра и математическая логика: тео-
рия и приложения"(Казань, 2014);

• международной конференции серии "Мальцевские чтения"
(Новосибирск, 2015).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в рабо-
тах [56] - [64], из них 2 работы [56], [57] в ведущих рецензируемых изданиях,
рекомендованных ВАК.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, четы-
рех глав, разбитых на разделы, и списка литературы из 64 наименований, в
том числе 9 работ автора по теме диссертации. Общее число страниц дис-
сертационной работы - 73. Все утверждения (теоремы, леммы, следствия,
определения и используемые формулы) пронумерованы двумя числами: пер-
вое является номером главы, второе - порядковым номером утверждения в
рамках главы.

Краткое содержание работы. Во введении обосновывается актуаль-
ность выбранной в диссертационной работе темы. Дается краткий обзор ис-
тории много-модальных логик и допустимых правил вывода. Сформулирован
предмет, цель и методы проведения исследования, указаны основные его ре-
зультаты. Приведен список конференций, на которых была проведена апро-
бация работ по изучаемой теме, также дается обзор основных разделов дис-
сертационной работы.

Первая глава посвящена необходимым предварительным сведениям.
В §1 даются общие сведения из области модальных и много-модальных

логик, приводятся основные факты семантики Крипке для модальных и
много-модальных логик. Также приведены необходимые определения и утвер-
ждения о канонических моделях и методе фильтрации моделей Крипке.

В §2 включены все необходимые определения и теоремы теории допусти-
мых правил вывода.

Вторая глава посвящена семантическому описанию логики LTKr, как
множества формул, истинных на фреймах специального вида, называемых
LTKr-фреймами.

В §3 дано определение LTKr-фреймов и указаны наиболее важные их
свойства. На основе этих свойств приводится одна из возможных интерпре-
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таций моделей такого вида.
В §4 рассмотрены фреймы, содержащие конечные замкнутые циклы

сгустков. Изначально, определение LTKr-фрейма не предусматривает нали-
чие циклов в линейной цепи LTKr-фрейма, однако, в Леммах 2.1 и 2.2 до-
казано, что фреймы, содержащие циклы сгустков конечной длины, являются
p-морфными образами LTKr-фреймов и адекватны логике LTKr.

В §5 вводится много-модальный язык LLTK и стандартным образом опре-
деляется множество формул соответствующего языка. Логикой LTKr назы-
ваем множество всех формул в языке LLTK , истинных на LTKr-фреймах.
Также в §5 отмечено свойство перестановочности модальных операторов �T

и �∼, а также ♦T и ♦∼ в логике LTKr.
В §6 приводится некоторая система аксиом ASLTKr

. Доказывается, что
фрейм n-канонической модели, построенной на основе данной системы, обла-
дает основными свойствами LTKr-фрейма. Сформулирована гипотеза о том,
что ASLTKr

является конечной аксиоматизацией логики LTKr.
Глава 3 целиком посвящена вопросу разрешимости логики LTKr отно-

сительно доказуемости формул. В Теореме 3.1 доказано, что LTKr обладает
свойством финитной аппроксимируемости. На основе этого строится алго-
ритм, с помощью которого можно для произвольной формулы в языке LLTK

за конечное количество шагов установить, принадлежит ли формула логике.
Таким образом, имеет место первый из основных результатов диссертацион-
ной работы:

Теорема 3.2 Логика LTKr разрешима.
В главе 4 решается задача разрешимости логики LTKr относительно

допустимости правил вывода. Её решение основано на семантическом крите-
рии допустимости правил вывода с помощью n-характеристических моделей,
описанном В.В. Рыбаковым в [43].

В §7 строится специальная модель ChLTKr
(n) и доказывается, что она

яляюеся n-характеристической для логики LTKr.
Однако, в Лемме 4.2 установлено, что элементы данной модели не являет-

ся формульными, что не позволяет напрямую применять метод из [43]. Чтобы
обойти данную проблему, в §8 строится специальная конечная LTKr-модель,
особое строение которой позволило сформулировать и доказать необходимое
и достаточное условия недопустимости произвольного правила вывода в ре-
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дуцированной нормальной форме в логике LTKr. Таким образом, доказан
второй основной результат диссертации:

Теорема 4.1 Логика LTKr разрешима относительно допустимости
правил вывода.

В заключении подводятся итоги проведённых исследований, отмечается
их актуальность, научная новизна и практическая ценность, указываются
возможные области применения и дальнейшее направление работы.

Автор выражает искреннюю благодарность научному руководителю Вла-
димиру Владимировичу Рыбакову, а также Виталию Валентиновичу Римац-
кому за постановку задачи, помощь в работе и неизменную поддержку в ра-
боте над диссертацией.
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Глава 1

Основные определения и
теоремы

1. Семантика Крипке

Основным инструментом диссертационного исследования является семан-
тика возможных миров. Первоначально идею возможных миров использовал
Лейбниц для толкования "необходимо истинного"как того, что имеет место
во всех возможных мирах, а "случайно истинного"как того, что имеет место в
некоторых из них. Впоследствии Р. Карнап (1946), исходя из идей Лейбница,
строит первую содержательную семантику для модального языка. Начиная с
конца 1950-х годов, в модальной логике получила широкое распространение
реляционная семантика Крипке, в которой вводится отношение достижимо-
сти (relation of accesibility) между мирами.

Основной структурой семантики является фрейм Крипке, который пред-
ставляет собой пару 〈W,R〉, гдеW – множество (непустое) возможных миров,
a R – бинарное отношение на W между мирами. Отношение R называют от-
ношением достижимости: запись wRz означает, что мир z достижим из мира
w способом, зафиксированным в свойствах отношения R. Модель определя-
ется как упорядоченная тройка 〈W,R, V 〉, где V есть функция означивания,
приписывающая значения переменным множества миров V (p) ⊆ W , где они
истинны.
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Модальный язык содержит:

1. счетное множество пропозициональных переменных p1, p2, . . . ;

2. классические логические связки ∧, ∨,→, ¬ (конъюнкция, дизъюнкция,
импликация, отрицание);

3. модальный оператор � – оператор необходимости;

4. скобки.

Понятие формулы в модальном языке вводится индуктивно:

1. пропозициональные переменные являются формулами;

2. если A и B - формулы, то ¬A, (A∧B), (A∨B), (A→ B) также являются
формулами;

3. если A - формула, то �A - формула;

4. других формул, кроме построенных по пп. 1, 2, 3, нет.

В модальной логике также рассматривается унарный оператор ♦, опре-
деляемый как: ♦A = ¬�¬A. Для любой формулы A модального языка вы-
ражение �A интерпретируется как «необходимо A», а выражение ♦A - как
«возможно A».

Отношение истинности |= на модели 〈W,R, V 〉 для модальных формул
определяется следующим образом:

(1) ∀a ∈ W (a |=V p⇔ a ∈ V (p));
(2) ∀a ∈ W (a |=V ¬A⇔ a 6|=V A);
(3) ∀a ∈ W (a |=V A ∧B ⇔ (a |=V A) ∧ (a |=V B));
(4) ∀a ∈ W (a |=V A ∨B ⇔ (a |=V A) ∨ (a |=V B));
(5) ∀a ∈ W (a |=V A→ B ⇔ (a 6|=V A) ∨ (a |=V B));
(6) ∀a ∈ W (a |=V �A⇔ (∀b ∈ W (aRb⇒ b |=V A)));
(7) ∀a ∈ W (a |=V ♦A⇔ (∃b ∈ W (aRb ∧ b |=V A))).
В диссертационной работе используется семантика Крипке расширенная

на много-модальный случай, где количество модальностей фиксировано, но
потенциально не ограничено. Поэтому основные формальные определения и
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обозначения семантики Крипке будем давать именно для случая с множе-
ством модальностей.

Пропозициональный k-модальный язык L содержит все элементы одно-
модального языка, однако, вместо одного модального оператора � имеем k

операторов �1, . . . ,�k. Понятие k-модальной формулы языка L также опре-
деляется индуктивно стандартным образом, и множество всех таких формул
обозначим как For(L).

k-модальная логика λ есть подмножество множества For, замкнутое от-
носительно постулированных правил вывода (modus ponens, подстановки и
т.д.).

По определению, нормальной k-модальной логикой называется расшире-
ние минимальной k-модальной логики Kk, аксиомами которой являются:

1) все пропозициональные тавтологии;
2) �i(p→ q)→ (�ip→ �iq), i := 1, . . . , k.

Правилами вывода служат правила:

MP :
ϕ, ϕ→ φ

φ
; Nec :

ϕ

�iϕ
.

Определение 1.1. k-модальный фрейм Крипке – это кортеж
F = 〈WF , R1, . . . , Rk〉, гдеWF – не пустое множество элементов, и каждое
Ri – некоторое бинарное отношение на WF , т.е. Ri ⊆ W 2

F .

Далее под фреймом понимаем именно k-модальный фрейм Крипке.

Определение 1.2. n-модальный фрейм F = 〈WF , R1, . . . , Rn〉 называется
открытым подфреймом m-модального фрейма S = 〈WS , S1, . . . , Sm〉, если
n = m, WF ⊆ WS, для любого отношения Ri выполняется Si ∩W 2

R = Ri, а
также ∀a ∈ WF ,∀b ∈ WS(aRib⇒ b ∈ WF).

Определение 1.3. Фрейм F = 〈WF , R1, . . . , Rk〉 называется связным по
отношению Ri, если ∀x, y, z ∈ WF (xRiy ∧ xRiz =⇒ yRiz ∨ zRiy).

Определение 1.4. Дан k-модальный фрейм Крипке F = 〈WF , R1, . . . , Rk〉;
для любого Ri, Ri-сгусток – это подмножество C множества WF такое,
что ∀w∀z ∈ C(wRiz & zRiw) и ∀z ∈ WF∀w ∈ C(((wRiz & zRiw)⇒ z ∈ C.
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Другими словами, Ri-сгустком называется множество элементов, дости-
жимых друг из друга по отношению Ri.

Говорим, что Ri-сгусток C порожден элементом w (обозначаем C(w)),
если w принадлежит C.

Рассмотрим некоторое множество пропозициональных переменных P и
некоторый k-модальный фрейм Крипке F = 〈WF , R1, . . . , Rk〉.

Определение 1.5. Означиванием переменных из множества P на фрейме
F называется функция V , которая каждой переменной p ∈ P ставит в
соответствие множество V (p) ⊆ WF , т.е. V : P 7−→ 2WF .

Иначе говоря, функция означивания V определяет, на каких элементах
основного множестваWF фрейма F истинна та или иная пропозициональная
переменная. Через Dom(V ) := P обозначаем множество переменных, для
которых определено V .

Фрейм Крипке F = 〈WF , R1, . . . , Rk〉 с введенным на нем означиванием
V переменных из P называем моделью Крипке и обозначаетсяM = 〈F , V 〉.

Отношение истинности |= наM = 〈W,R1, . . . , Rk, V 〉 определяется стан-
дартным образом:

(1) ∀a ∈ W (a |=V p⇔ a ∈ V (p));
(2) ∀a ∈ W (a |=V ¬A⇔ a 6|=V A);
(3) ∀a ∈ W (a |=V A ∧B ⇔ (a |=V A) ∧ (a |=V B));
(4) ∀a ∈ W (a |=V A ∨B ⇔ (a |=V A) ∨ (a |=V B));
(5) ∀a ∈ W (a |=V A→ B ⇔ (a 6|=V A) ∨ (a |=V B));
(6) ∀a ∈ W (a |=V �iA⇔ (∀b ∈ W (aRib⇒ b |=V A)));
(7) ∀a ∈ W (a |=V ♦iA⇔ (∃b ∈ W (aRib ∧ b |=V A))).

Истинность формулы A на элементе a модели M = 〈F , V 〉 обозначаем
(F , a) |=V A. Истинность A на каждом элементе моделиM обозначаем как
F |=V A. Если A истинна на фрейме F при любом означивании V , обозна-
чаем F |= A. Множество всех элементов модели, на которых истинна A,
обозначаем V (A).

Определение 1.6. Модель M1 = 〈F1, V1〉 называется открытой подмоде-
лью моделиM2 = 〈F2, V2〉, если:

1) F1 является открытым подфреймом F2,
2) Dom(V1) = Dom(V2) и ∀p ∈ Dom(V1)(V1(p) = V2(p) ∩WF1

).
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Справедлива следующая лемма о сохранении истинности формул на под-
моделях:

Лемма 1.1 (гл. 2.5 [43]). Если M1 = 〈F1, V1〉 открытая подмодель модели
M2 = 〈F2, V2〉, тогда ∀v ∈ WF1

выполнено (F1, v) |=V1
A⇐⇒ (F2, v) |=V2

A.

Важными для диссертационного исследования понятиями являются по-
нятия p-морфизма фреймов и p-морфизма моделей.

Определение 1.7. Отображение f фрейма F = 〈WF , R1, . . . , Rk〉 на фрейм
S = 〈WS , S1, . . . , Sk〉 называется p-морфизмом F на S, если:

(i) ∀a, b ∈ WF(aRib =⇒ f(a)Sif(b));
(ii) ∀a, b ∈ WF(f(a)Sif(b) =⇒ ∃c ∈ WF : aRic и f(c) = f(b)).

Определение 1.8. Отображение f называется p-морфизмом модели
M1 = 〈F1, V1〉 на модельM2 = 〈F2, V2〉 , если

(i)f является p-морфизмом фрейма F1 на фрейм F2;
(ii)Dom(V1) = Dom(V2);
(iii) ∀p ∈ Dom(V1),∀w ∈ WF1

[(F1, w) |=V1
p⇔ (F2, f(w)) |=V2

p].

При этом модельM2 является p-морфным образом моделиM1

Справедлива лемма о сохранении истинности формул при p-морфизме
моделей:

Лемма 1.2 (гл. 2.5 [43]). Если f является p-морфизмом модели M1 =

〈F1, V1〉 на модель M2 = 〈F2, V2〉, тогда для любой формулы A, зависящей
от переменных из Dom(V1), выполняется

∀a ∈ WF1
((F1, a) |=V1

A⇔ (F2, f(a)) |=V2
A).

Определение 1.9. Модели M1, M2 будем называть изоморфными, если
существует биективный p-морфизмM1 наM2.

Далее приведем необходимые определения, связанные с понятием логики
и основными ее свойствами.

Определение 1.10. Фрейм Крипке F называется адекватным логике λ или
λ-фреймом, если для любой формулы A ∈ λ выполняется F |= A.
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Определение 1.11. Логика λ называется финитно аппроксимируемой, ес-
ли существует такое множество конечных λ-фреймов =, что для любой
формулы A 6∈ λ, существует F ∈ =: F 6|=V A.

Другими словами, логика является финитно аппроксимируемой, если лю-
бая формула, не принадлежащая этой логике, опровергается на некоторой
конечной модели. Стоит также выделить понятие эффективной финитной
аппроксимируемости, которое накладывает ограничение на размер фрейма
опровергающей модели:

Определение 1.12. Логика λ называется эффективно финитно аппрокси-
мируемой, если существует вычислимая функция f такая, что для любой
формулы A 6∈ λ, существует конечная модель 〈F , V 〉: F 6|=V A и F |=V B

для любой формулы B ∈ λ, причем ||WF || ≤ f(||A||).

Одним из важнейших свойств логики является ее разрешимость. Ранее
автором упоминалось значение данного свойства при изучении допустимых
правил вывода. Формально:

Определение 1.13. Если существует алгоритм, позволяющий распознать,
принадлежит ли произвольная формула A логике или нет, то такую ло-
гику называем разрешимой.

При исследовании правил вывода в диссертационной работе использу-
ется семантический критерий допустимости правил вывода с помощью n-
характеристических моделей. В [43] приводится следующее определение n-
характеристической модели:

Определение 1.14. Модель КрипкеM = 〈F , V 〉, где V : Pn → 2WF и
Pn = {p1, p2, . . . , pn}, называется n-характеристической для логики λ, если
для любой формулы A(p1, . . . , pn) от переменных p1, . . . , pn выполняется
A ∈ λ ⇐⇒ F |=V A.

Для элементов n-характеристической модели определим свойство фор-
мульности элемента:

Определение 1.15. Элемент w модели M = 〈F , V 〉 является формуль-
ным, если существует формула β(w) такая, что

∀z ∈ F((F , z) |=V β(w)⇔ w = z).
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Свойство формульности существует и для понятия означивания пропо-
зициональных переменных. Означивание является формульным, если истин-
ность переменной на элементе зависит от истинности на этом элементе неко-
торой формулы. Формально:

Определение 1.16. Для модели M = 〈F , V 〉, где Dom(V ) = {p1, . . . , pn},
новое означивание V1 пропозициональных переменных q1, . . . , qm на F яв-
ляется формульным, если для любой qi выполняется V1(qi) = V (φi), для
некоторой формулы φi = φi(p1, . . . , pn).

Далее приведем необходимые определения и обозначения из теории n-
канонических моделей. Метод n-канонических моделей применяется при до-
казательстве полноты аксиоматической системы рассматриваемой логики.

Определение 1.17. Выводом формулы D в аксиоматической системе AS
логики λ называется конечная последовательность формул A1, . . . , An та-
кая, что каждая Ai является либо аксиомой AS, либо получена из преды-
дущих формул Aj, 1 ≤ j ≤ i, посредством постулированных в λ правил
вывода, причем An = D.

Определение 1.18. Дана система аксиом AS логики λ в языке L. Множе-
ство формул ∆ в языке L называется:

1. AS-непротиворечивым ⇐⇒ ∆ 6`AS ⊥;

2. L-полным ⇐⇒ ∀A ∈ (For(L)A ∈ ∆ или ¬A ∈ ∆);

3. AS-максимальным ⇐⇒ ∆ является AS-непротиворечивым и
L-полным множеством.

Определение 1.19. Пусть λ - нормальная k-модальная логика в языке L,
содержащая модальные операторы �1, . . . ,�k. n−каноническая модель ло-
гики λ это модельMc

n = 〈W c
n, R

c
1, . . . , R

c
k, V

c
n 〉, где:

1. W c
n – это множество всех возможных λ-максимальных множеств,

содержащих формулы, зависящие только от пропозициональных пе-
ременных {p1, . . . , pn};
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2. ∀v, z ∈ W c
n, vRc

iz ⇐⇒ {A|�iA ∈ v} ⊆ z, 1 ≤ i ≤ k;

3. V c
n (pi) = {v ∈ W c

n|pi ∈ v}, 1 ≤ i ≤ n.

Фрейм n-канонической моделиMc
n будем обозначать как F c

n.

Лемма 1.3. Дана нормальная k-модальная логика λ и n-каноническая мо-
дель этой логики Mc

n = 〈W c
n, R

c
1, . . . , R

c
k, V

c
n 〉. Тогда для любого элемента

v ∈ W c
n и для любой формулы A(p1, . . . , pn) языкаM выполняется

�iA ∈ v ⇐⇒ ∀z ∈ W c
n(vRc

iz =⇒ A ∈ z).

Лемма 1.4. Дана нормальная k-модальная логика λ и n-каноническая мо-
дель этой логикиMc

n = 〈F c
n, V

c
n 〉. Тогда для любого элемента v ∈ W c

n и лю-
бой формулы A(p1, . . . , pn) ∈ For(L) выполняется (F c

n, v) |=V cn A⇐⇒ A ∈ v.

Приведем теперь основные определения и утверждения о методе филь-
трации моделей Крипке. ПустьM = 〈WF , R1, . . . , Rk, V 〉 - некоторая модель
Крипке. Пусть S – конечное множество формул, замкнутое относительно под-
формул, то есть для любой формулы из S все ее подформулы также принад-
лежат S.

Определим отношение эквивалентности ≡S на WF следующим образом:

a ≡S b⇔ (α ∈ S)((F , a) |=V α⇔ (F , b) |=V α).

Пусть WF≡S := {[a]≡S |a ∈ WF}, а V ar(S) – множество всех пропозицио-
нальных переменных, входящих в формулы из S.

Определение 1.20. Фильтрация модели M по конечному множеству S
есть такая модель КрипкеM≡S :=

〈
WF≡S , R

′

1, . . . , R
′

k, VS

〉
, в которой

1. ∀p ∈ V ar(S)(Vs(p) := {[a]≡S |(F , a) |=V p});

2. ∀a, b ∈ WF≡S (aRib⇒ [a]≡SR
′

i[b]≡S), i = 1, . . . , k;

3. ∀a, b ∈ WF≡S ([a]≡SR
′

i[b]≡S ⇒ (�iα ∈ S ∧ (F , a) |=V �iα =⇒
=⇒ (F , b) |=V α)), где i = 1, . . . , k.

Справедлива лемма о сохранении истинности формул при фильтрации:
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Лемма 1.5 (Лемма о фильтрации). Если M≡S :=
〈
WF≡S , R

′

1, . . . , R
′

k, VS

〉
–

фильтрация моделиM по S, то ∀a ∈ WF и ∀α ∈ S выполняется

(F , a) |=V α⇔ (F≡S , [a]≡S) |=VS α.

2. Допустимые правила вывода

Приведем необходимые определения и утверждения, связанные с допу-
стимыми правилами вывода.

Определение 1.21. Правилом вывода r называется выражение вида

r :=
ϕ1(x1, . . . , xm), . . . , ϕn(x1, . . . , xm)

φ(x1, . . . , xm)
,

где ϕ1(x1, . . . , xm), . . . , ϕn(x1, . . . , xm) и φ(x1, . . . , xm) - формулы, постро-
енные с использованием переменных x1, . . . , xm. Через Pr(r) будем обозна-
чать множество элементов посылки {ϕ1, . . . , ϕn} правила r, а через Con(r)

заключение φ правила r.

Определение 1.22. Правило r истинно на модели 〈F , V 〉 (будем использо-
вать обозначение F |=V r), если

∀a ∈ WF [(F , a) |=V

∧
1≤i≤m

ϕi ⇒ (F , a) |=V φ].

Запись F 6|=V r означает, что правило r опровергается на F при означи-
вании V .

Определение 1.23. Подстановка Σ - это замена каждой пропозициональ-
ной переменной xi ∈ V ar(r) формулой αi. Для формулы A обозначим Σ(A)

как результат применения подстановки Σ к A.

Определение 1.24. Правило вывода

r := ϕ1(x1, . . . , xm), . . . , ϕn(x1, . . . , xm)/φ(x1, . . . , xm)

называется допустимым в логике λ тогда и только тогда, когда для
любой подстановки Σ, если Σ(ϕi) ∈ λ для каждого i, то Σ(φ) ∈ λ.
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Лемма 1.6. [например, [43]]
Правило вывода r не допустимо в логике λ тогда и только тогда, когда

для любой последовательности m-характеристических моделей, найдется
номер n и n-характеристическая модель M из этой последовательности,
на фрейме которой при некотором формульном означивании переменных
опровергается r.

Будем говорить, что в языке k-модальной логики правило вывода r имеет
редуцированную нормальную форму, если r := εr/x1, где

εr :=
∨

1≤j≤s
θj; θj := (

∧
1≤i≤m

[x
d(j,i,1)
i ∧

∧
1≤l≤k

(♦lxi)
d(j,i,l+1)]),

d(j, i, z) ∈ {0, 1} и, для любой формулы α, α0 := α, α1 := ¬α. Здесь
Pr(r) – это множество дизъюнктов посылки {θ1, . . . , θn} правила r, а Con(r)

– заключение x1.

Определение 1.25. Правило вывода rnf в редуцированной нормальной фор-
ме является редуцированной нормальной формой правила r тогда и только
тогда, когда для любого фрейма F выполняется F |= r ⇔ F |= rnf .
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Глава 2

Логика LTKr

3. LTKr-фреймы

Начнем с определения семантических моделей для рассматриваемой логи-
ки LTKr. Семантика логики LTKr основывается на много-модальных фрей-
мах Крипке F := 〈

⋃
i∈N Ci, RT , R∼, R1, . . . , Rn〉. Они представляют собой

множество непустых сгустков элементов Ci, упорядоченных в цепь линей-
ным, рефлексивным, интранзитивным отношением RT (Рис.1). Отношения
R∼, R1, . . . , Rn определяются локально на каждом сгустке элементов Ci, т.е.
истинность информации, доступной агенту на элементе s ∈ Ci, зависит толь-
ко от истинности утверждений на Ci. Такая модель является адекватной ин-
терпретацией работы компьютерной сети: i ∈ N является номером времен-
ного состояния, Ci - множество веб-сайтов (компьютеров, и т.д.), доступных
в момент i, и агент не может прогнозировать будущее.

Рис. 1.

Формально модели определяются следующим образом:

Определение 2.1. LTKr-фрейм – это много-модальный фрейм Крипке
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F = 〈WF , RT , R∼, R1, . . . , Rk〉 где:

1. WF :=
⋃
n∈J

Cn, где J = [0, L], L ∈ N ; или J = N , где N - множество
натуральных чисел;

2. RT – линейное, интранзитивноe на сгустках, рефлексивное бинарное
отношение на WF :

wRTz ⇔ [∃n ∈ J((w ∈ Cn)&(z ∈ Cn)) ∨ ((w ∈ Cn)&(z ∈ Cn+1))];

3. R∼ – это универсальное S5-отношение на любом Cn ∈ WF :

wR∼z ⇔ ∃n ∈ J((w ∈ Cn)&(z ∈ Cn));

4. Ri – некоторое отношение эквивалентности внутри каждого RT -
сгустка Cn.

Класс всех таких фреймов обозначим LTKr.

Кроме того, на LTKr-фрейме выполняется:
PM.1: vR∼z =⇒ (vRTz & zRTv);
PM.2: vRiz =⇒ vR∼z;
PM.3: (vRTz & zRTv) =⇒ vR∼z;
PM.4: (vRTz & zR∼y) ∨ (vR∼z & zRTy) =⇒ vRTy.
В частности, каждый RT -сгусток LTKr-фрейма также является одновре-

менно и R∼-сгустком.
Каждый элемент LTKr-фрейма можно представить как информацион-

ную точку. Временное отношение RT связывает такие точки в линейный и
дискретный временной поток. Для двух точек w и z, выражение wRTz озна-
чает, что либо w и z доступны в момент n, либо z будет доступна в сле-
дующий момент по отношению к w. Таким образом, точки, принадлежащие
одному RT -сгустку, образуют момент временного потока. Хотя обычно время
воспринимается как непрерывное, оно также может быть представлено и как
дискретное. В данном контексте дискретность временного потока понимается
следующим образом: между двумя временными моментами Cn и Cn+1 таки-
ми, что CnRTCn+1, не существует других временных моментов. Кроме того,
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временная цепь моментов имеет начало. Также важным для нас является до-
пущение о линейности потока времени, то есть отсутствия ветвления: после
каждого временного момента Cn может наступить только один момент Cn+1

такой, что CnRTCn+1.
Отношение R∼ связывает все информационные точки, потенциально до-

ступные в один и тот же момент. Таким образом, в рассматриваемой интер-
претации, R∼ определяет информацию, потенциально известную в каждой
информационной точке текущего временного состояния.

Отношение Ri связывает между собой те точки, которые доступны неко-
торому агенту i в рассматриваемый момент времени. Каждая точка снабжает
агента некоторой информацией, актуальной в данный момент.

Определение 2.2. Для двух RT -сгустков Cm и Cj запись CmRTCj означа-
ет, что ∀w ∈ Cm,∀z ∈ Cj(wRTz). При чем Cm является RT -предшественником
сгустка Cj, а Cj – RT -последователем сгустка Cm.

Определение 2.3. LTKr-фрейм F , где WF = C1(z)RTC2RT . . . RTCn бу-
дем называть возрастающей цепью сгустков. При этом LTKr-цепи могут
быть как конечные, так и бесконечные. Множество всех элементов WF

будем обозначать z≤.

Определение 2.4. Элемент z LTKr-фрейма F имеет глубину m, если m
– это максимальный номер сгустка в конечной возрастающей цепи
z≤ = C1(z)RTC2RT . . . RTCm, причем ∀z ∈ Cm если имеет место zRTw, то
w ∈ Cm (т.е. Cm - финальный сгусток фрейма F).

Определение 2.5. Говорим, что элемент z достижим из элемента w ров-
но через m "шагов"по отношению RT , если найдутся сгустки C1, C2, . . . , Cm

такие, что C(w)RTC1RTC2RT . . . RTCm и z ∈ Cm.

4. p-морфные образы LTKr-фреймов

В данном параграфе мы представим фреймы Крипке, которые являются
p-морфными образами LTKr-фреймов и адекватны логике LTKr.

Рассмотрим фрейм Крипке Fn+m = 〈WFn+m
, Rn+m

T , Rn+m
∼ Rn+m

1 , . . . , Rn+m
k 〉,

где:
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1. WFn+m
=
⋃n+m
j=1 Cj, где Cj – RT -сгусток;

2. wRn+m
T z ⇔ [∃l ∈ {1, . . . , n+m}((w ∈ Cl)&(z ∈ Cl))]∨

∨[∃l ∈ {1, . . . , n+m− 1}((w ∈ Cl)&(z ∈ Cl+1))]∨
∨[(w ∈ Cn+m)&(z ∈ Cn+1)];

3. wRn+m
∼ z ⇔ ((w ∈ Cl)&(z ∈ Cl));

4. Rn+m
i - некоторое отношение эквивалентности внутри каждого RT -

сгустка Cl.

Другими словами, фрейм Fn+m представляет собой конечную возрастаю-
щую цепь из n RT -сгустков, которая заканчивается циклом из RT -сгустков
длины m (Рис.2).

Рис. 2.

Лемма 2.1. Фрейм Fn+m является p-морфным образом LTKr-фрейма.

Доказательство. Рассмотрим LTKr-фрейм F∞ = 〈WF∞, RT , R∼, R1, . . . , Rk〉
такой, что: WF∞ =

⋃∞
j=1Kj, при этом Kj

∼= Cj и Kn+ml+j
∼= Cn+j,

где j ∈ {1, . . . , n}, l ∈ {0, . . . ,∞} и j ∈ {1, . . . ,m}.
Определим отображение f : F∞ −→ Fn+m следующим образом:
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f :

{
Kj −→ Cj, j ∈ {1, . . . , n}
Kn+ml+j −→ Cn+j, j ∈ {1, . . . ,m}

Легко проверить, что f является p-морфизмом. Покажем выполнение (i),
(ii) Определения 1.7 для элементов a, b ∈

⋃∞
j=1Kj.

(i) ∀a, b ∈
⋃∞
j=1Kj(aRξb =⇒ f(a)Rn+m

ξ f(b)) по определению отношений
Rn+m
ξ , где ξ ∈ {T,∼, 1, . . . , k}.
(ii) Доказательство этого пункта разобьём на несколько случаев:
1) пусть f(Kj)R

n+m
T f(Kj+1), где (j ∈ {1, . . . , n+m−1}), тогда существует

сгусток Kj+1 : (KjRTKj+1 & f(Kj+1) = Cj+1);
2) пусть f(Kn+m)Rn+m

T f(Kn+m+1), тогда существует сгусток Kn+m+1 та-
кой, что Kn+mRTKn+m+1 & f(Kn+m+1) = Cn+1;

3) пусть теперь f(Kn+lm+j)R
n+m
T f(Kn+lm+j+1), где l ∈ {0, . . . ,∞} и

j ∈ {1, . . . ,m−1}. Тогда найдется Kn+lm+j+1 такой, что Kn+lm+jRTKn+lm+j+1

и f(Kn+lm+j+1) = Cn+j;
4) наконец, пусть f(Kn+lm+m)Rn+m

T f(Kn+lm+m+1). Тогда ∃Kn+lm+m+1 та-
кой, что Kn+lm+mRTKn+lm+m+1 и f(Kn+lm+m+1) = f(Kn+m(l+1)+1) = Cn+1.

Таким образом, отображение f является p−морфизмом. И фрейм Fn+m

является p-морфным образом LTKr-фрейма.

Рассмотрим теперь фрейм FΘ = 〈WFΘ
, RΘ

T , R
Θ
∼, R

Θ
1 , . . . , R

Θ
k 〉, где:

1. WFΘ
= C, при этом RT -сгусток C = C1

∼ ∪ C2
∼;

2. ∀w∀z ∈ WFΘ
: wRΘ

T z & zRΘ
Tw;

3. wRΘ
∼z ⇔ ((w ∈ Cm

∼ )&(z ∈ Cm
∼ )), где m ∈ {1, 2};

4. RΘ
i - некоторое отношение эквивалентности внутри Cm

∼ , где m ∈ {1, 2}.

Фрейм FΘ представляет собой изолированный RT -сгусток, состоящий из
двух несравнимых R∼-сгустков. При этом бинарные отношение на FΘ имеют
свойства бинарных отношений LTKr-фрейма (Рис. 3).
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Рис. 3.

Лемма 2.2. FΘ является p-морфным образом LTKr-фрейма.

Доказательство. Рассмотрим LTKr-фрейм F∞ = 〈WF∞, RT , R∼, R1, . . . , Rk〉
такой, что: WF∞ =

⋃∞
j=1K

j, при этом K2k+1 ∼= C1
∼ & K2k+2 ∼= C2

∼.
Определим отображение f : F∞ −→ FΘ следующим образом:

f :

{
K2k+1 −→ C1

∼

K2k+2 −→ C2
∼

Легко проверить, что f является p-морфизмом. Покажем выполнение (i),
(ii) определения 1.7 для элементов a, b ∈

⋃∞
j=1K

j.
(i) ∀a, b ∈

⋃∞
j=1K

j(aRξb =⇒ f(a)RΘ
ξ f(b)) по определению отношений RΘ

ξ ,
где ξ ∈ {T,∼, 1, . . . , k}.

(ii) Если f(K2k+1)RΘ
T f(K2n+2), тогда существует сгусток K2k+2 такой, что

K2k+1RTK
2k+2 и f(K2k+2) = f(K2n+2) = C2

∼. Если f(K2k+2)RΘ
T f(K2n+1), то-

гда существует сгусток K2k+3 : K2k+2RTK
2k+3 & f(K2k+3) = f(K2n+1) = C1

∼.
Таким образом, отображение f является p-морфизмом фрейма F∞ на FΘ.

5. Синтаксис LTKr

Язык LLTK логики LTKr состоит из:

1. счетного множества пропозициональных переменных P := {p1, p2, . . . };

2. булевых операций {∧,∨,→,¬};

3. множества унарных модальных операторов {�T ,�∼,�i (1 ≤ i ≤ k)};
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4. вспомогательных символов: скобок.

Формула в языке LLTK определяется стандартным образом.
Исходя из определений отношений RT , R∼, R1, . . . , Rk, введенные модаль-

ные операторы будем, например, интерпретировать следующим образом:

a. �TA означает, что информация A истинна в рассматриваемый момент
и будет истинна в следующий;

b. �∼A означает, что A истинна в рассматриваемый момент времени;

c. �iA(1 ≤ i ≤ k), означает, что информация истинна во всех информа-
ционных точках, доступных агенту ”i”.

Определение 2.6. Логика LTKr – это множество всех LTKr-истинных
формул: LTKr := {A ∈ For(LLTKr)|∀F ∈ LTKr(F |= A)}. Если A принадле-
жит LTKr, то говорим, что A - теорема LTKr.

Определение 2.7. Пусть A – формула в языке логики LTKr. Модаль-
ная временная степень td(A) формулы A определяется следующим образом:
td(p) = td(>) = td(⊥) = 0; td(¬α) = td(α); td(α → β) = td(α ∨ β) = td(α ∧
β) = max(td(α), td(β)); td(�∼α) = td(�iα) = td(α); td(�Tα) = td(α) + 1.

Утверждение 2.1. В логике LTKr справедливо �T�∼α ≡ �∼�Tα.

Доказательство. Рассмотрим произвольную LTKr-модель M = 〈F , V 〉 и
некоторый RT -сгусток C фрейма F .

1) Пусть для произвольного элемента e ∈ C верно (F , e) |=V �∼�Tα.
Тогда ∀x ∈ C : (F , x) |=V �Tα) и ∀y ∈ {t|xRT t} : (F , y) |=V α. То есть
на каждом элементе сгустков C и C+1 : CRTC+1 истинна формула α. По
определению отношения R∼ имеем ∀x ∈ C : (F , x) |=V �∼α и ∀y ∈ C+1 :

(F , y) |=V �∼α. Таким образом, по определению отношения RT выполняется
(F , e) |=V �T�∼α и (F , e) |=V �∼�Tα→ �T�∼α.

2) Пусть (F , e) |=V �T�∼α. Тогда ∀x ∈ C : (F , x) |=V �∼α, и для всех
элементов y сгустка C+1: CRTC+1 выполняется (F , y) |=V �∼α. Следова-
тельно, ∀x ∈ C : (F , x) |=V α и ∀y ∈ C+1 : (F , y) |=V α. То есть на каждом
элементе сгустков C и C+1 истинна формула α, это означает, что ∀x ∈ C :
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(F , x) |=V �Tα. Так как e ∈ C, то (F , e) |=V �∼�Tα. Таким образом, спра-
ведливо (F , e) |=V �T�∼α→ �∼�Tα.

В силу п.п. 1) и 2) справедливо (F , e) |=V �T�∼α ↔ �∼�Tα. Так как
LTKr-фрейм F и означивание V были выбраны произвольно, то имеет место
перестановочность модальных операторов �T и �∼ в логике LTKr.

Утверждение 2.2. В логике LTKr справедливо ♦T♦∼α ≡ ♦∼♦Tα.

Доказательство. Рассмотрим произвольную LTKr-модель M = 〈F , V 〉 и
некоторый RT -сгусток C фрейма F .

1) Пусть для произвольного элемента e ∈ C верно (F , e) |=V ♦T♦∼α.
Тогда по определению истинности отношения RT существует z ∈ {t|eRT t} :

(F , z) |=V ♦∼α. Следовательно, ∃y ∈ {t|zR∼t} : (F , y) |=V α. По определению
отношений RT и R∼, возможны два случая расположения элементов z и y

относительно e:
a) z ∈ C и, следовательно, y ∈ C. В силу рефлексивности отношения RT

имеем (F , y) |=V ♦Tα. Так как y ∈ C, то y ∈ {t|vR∼t} и (F , e) |=V ♦∼♦Tα.
b) z ∈ C+1, где CRTC+1. Тогда y также принадлежит сгустку C+1 и

y ∈ {t|eRT t}. Следовательно, выполняется (F , e) |=V ♦Tα. В силу рефлек-
сивности отношения R∼ справедливо (F , e) |=V ♦∼♦Tα.

Таким образом, (F , e) |=V ♦T♦∼α→ ♦∼♦Tα.
2) Пусть теперь (F , e) |=V ♦∼♦Tα. Тогда существует z ∈ {t|eR∼t} такой,

что (F , z) |=V ♦Tα. По определению истинности оператора ♦T , существует
элемент y ∈ {t|zRT t} : (F , y) |=V α. Также имеем два случая расположения
элемента y относительно e:

a) y ∈ C. В силу рефлексивности отношения R∼ верно (F , y) |=V ♦∼α.
Так как y ∈ C, то y ∈ {t|eRT t} и (F , e) |=V ♦T♦∼α.

b) y ∈ C+1, где CRTC+1. Аналогично пункту a) верно (F , y) |=V ♦∼α и
(F , e) |=V ♦T♦∼α. Следовательно, (F , e) |=V ♦∼♦Tα→ ♦T♦∼α.

В силу п.п. 1) и 2) справедливо (F , e) |=V ♦T♦∼α ↔ ♦∼♦Tα. Так как
LTKr-фрейм F и означивание V были выбраны произвольно, то имеет место
перестановочность модальных операторов ♦T и ♦∼.
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6. Свойства n-канонической модели LTKr

Рассмотрим следующую аксиоматическую систему ASLTKr
в языке LLTK :

Аксиомы CPC (классического пропозиционального исчисления);
L�T : �T (�TA→ B) ∨�T (�TB → A);
K�ξ : �ξ(A→ B)→ (�ξA→ �ξB), ξ ∈ {T,∼, 1, . . . , k};
T�ξ : �ξA→ A, ξ ∈ {T,∼, 1, . . . , k};
4�ξ : �ξA→ �ξ�ξA, ξ ∈ {∼, 1, . . . , k};
5�ξ : ¬�ξA→ �ξ¬�ξA, ξ ∈ {∼, 1, . . . , k};
Tr.C.1: ♦T♦∼A→ ♦TA;
Tr.C.2: ♦∼♦TA→ ♦TA;
AL: �∼A ∧�∼B ∧ ♦T (¬A ∧�∼B)→ �TB;
M.1: �TA→ �∼A;
M.2: �∼A→ �iA, 1 ≤ i ≤ k;
Правила вывода ASLTKr

:

MP :
A,A→ B

B
NecT :

A

�TA

Nec∼ :
A

�∼A
Neci :

A

�iA

Определение 2.8. LTKrax := {A ∈ For(LLTK)| `ASLTKr A}

Теорема 2.1. ∀A ∈ For(LLTK) (A ∈ LTKrax =⇒ A ∈ LTKr)

Доказательство. Доказательство будем проводить индукцией по длине вы-
вода D1, . . . , Dj = D теоремы D ∈ LTKrax. Покажем, что аксиомы системы
ASLTKr

истинны на всех LTKr-фреймах при любом означивании.
L�T : предположим, что L�T опровергается на некотором LTKr-фрейме

F при означивании V , то есть существует элемент v, принадлежащий WF ,
такой, что (F , v) 6|=V �T (�TA → B) ∨ �T (�TB → A). Тогда выполняется
(F , v) |=V ♦T (�TA ∧ ¬B) ∧ ♦T (�TB ∧ ¬A). Следовательно, существуют эле-
менты x, y ∈ {t|vRT t} такие, что (F , x) |=V �TA∧¬B и (F , y) |=V �TB∧¬A.
Возможны 3 варианта расположения элементов x, y.

1) x ∈ C(v) и y ∈ C(y): C(v)RTC(y). Так как y ∈ {t|xRT t}, тогда верно
(F , y) |=V A ∧ ¬A, противоречие.
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2) y ∈ C(v) и x ∈ C(x): C(v)RTC(x). Так как x ∈ {t|yRT t}, тогда верно
(F , x) |=V B ∧ ¬B, противоречие.

3) x, y принадлежат одному сгустку. Тогда (F , y) |=V ¬A противоречит
(F , x) |=V �TA.

Таким образом, аксиома L�T истинна на всех LTKr-фреймах при любом
означивании.

K�ξ: предположим, что существует LTKr-фрейм F , означивание V и эле-
мент v ∈ WF такие, что (F , v) 6|=V �ξ(A → B) → (�ξA → �ξB), где
ξ ∈ {T,∼, 1, . . . , k}. Тогда (F , v) |=V �ξ(A → B) и (F , v) 6|=V (�ξA → �ξB).
То есть ∀z ∈ {t|vRξt} выполняется (F , z) |=V (A → B) ∧ A, и существу-
ет элемент w ∈ {t|vRξt} такой, что (F , w) |=V ¬B. По правилу MP имеем
(F , w) |=V B, т.е. (F , w) |=V B ∧ ¬B, что невозможно. Следовательно, K�ξ

истинна на всех LTKr-фреймах при любом означивании.
T�ξ: пусть (F , v) 6|=V �ξA → A, ∀ξ ∈ {T,∼, 1, . . . , k}. Тогда (F , v) |=V

�ξA и (F , v) 6|=V A. В силу рефлексивности отношения Rξ имеем v ∈
{t|vRξt}, следовательно, (F , v) |=V A∧¬A, что приводит к противоречию. Та-
ким образом, формула T�ξ истинна на всех LTKr-фреймах при любом озна-
чивании.

4�ξ: пусть (F , v) 6|=V �ξA → �ξ�ξA, где ξ ∈ {∼, 1, . . . , k}. Тогда
(F , v) |=V �ξA и (F , v) 6|=V �ξ�ξA. То есть ∀z ∈ {t|vRξt} : (F , z) |=V A),
и ∃w ∈ {t|vRξt} : (F , w) |=V ¬�ξA. По определению истинности оператора
�ξ существует элемент m ∈ {t|wRξt} : (F ,m) 6|=V A. Так как по опреде-
лению LTKr-фрейма отношения Rξ являются транзитивными, то vRξm и
(F ,m) |=V A ∧ ¬A, что приводит к противоречию. Следовательно, формула
4�ξ истинна на всех LTKr-фреймах при любом означивании.

5�ξ: предположим, что (F , v) 6|=V ¬�ξA → �ξ¬�ξA, ξ ∈ {∼, 1, . . . , k}.
Тогда (F , v) |=V ¬�ξA и (F , v) 6|=V �ξ¬�ξA. Это означает, что существуют
элементы z, w ∈ {t|vRξt} такие, что (F , z) |=V ¬A и (F , w) |=V �ξA. По
определению истинности оператора �ξ получаем, что для любого элемента
m ∈ {t|wRξt} выполняется (F ,m) |=V A. В силу транзитивности отноше-
ний Rξ имеем (F ,m) |=V A ∧ ¬A, получаем противоречие. Следовательно,
формула 5�ξ истинна на всех LTKr-фреймах при любом означивании.

Tr.C.1: пусть теперь выполняется (F , v) 6|=V ♦T♦∼A → ♦TA. Тогда
(F , v) |=V ♦T♦∼A и (F , v) 6|=V ♦TA. Так как (F , v) |=V ♦T♦∼A, то существу-
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ет элемент z ∈ {t|vRT t}, на котором истинна формула ♦∼A и ∃y ∈ {t|zR∼t} :

(F , y) |=V A). По определению отношений RT и R∼, имеем y ∈ C(v) или
y ∈ C+1 : C(v)RTC+1, следовательно, y ∈ {t|vRT t}. Тогда (F , v) |=V ♦TA.
По предположению имеем (F , v) 6|=V ♦TA, что приводит к противоречию.
Таким образом, аксиома Tr.C.1 истинна на всех LTKr-фрейма при любом
означивании.

Tr.C.2: (F , v) 6|=V ♦∼♦TA→ ♦TA. Тогда справедливо (F , v) |=V ♦∼♦TA и
(F , v) 6|=V ♦TA. Так как (F , v) |=V ♦∼♦TA, то ∃z ∈ {t|vR∼t} : (F , z) |=V ♦TA,
и ∃y ∈ {t|zRT t} : (F , y) |=V A. По определению отношений RT и R∼ имеем
y ∈ C(v) или y ∈ C+1 : C(v)RTC+1. Следовательно, y ∈ {t|vRT t}. Тогда
(F , v) |=V ♦TA, что противоречит исходному предположению. Таким обра-
зом, аксиома Tr.C.2 истинна на всех LTKr-фрейма при любом означивании.

AL: предположим теперь, что аксиома AL не принадлежит LTKr. Тогда
существует LTKr-фрейм F , означивание V и элеменет v ∈ WF такие, что
(F , v) 6|=V �∼A ∧�∼B ∧ ♦T (¬A ∧�∼B)→ �TB, тогда:

(F , v) |=V �∼A ∧�∼B ∧ ♦T (¬A ∧�∼B) (2.1)

и

(F , v) 6|=V �TB (2.2)

Из условия 2.1 имеем:
(2.1.1) ∀z ∈ {t|vR∼t} : (F , z) |=V A ∧B;
(2.1.2) ∃w ∈ {t|vRT t} : (F , w) |=V ¬A ∧�∼B.
Из (2.1.1), (2.1.2) и 2.2 получаем ∃u ∈ {t|vRT t} : (F , u) |=V B ∧ ¬B, что

влечет противоречие. Таким образом, формула AL истинна на всех LTKr-
фреймах при любом означивании.

M.1: пусть формула M.1 опровергается на элементе v некоторого LTKr-
фрейма F при означивание V . Тогда (F , v) |=V �TA и (F , v) 6|=V �∼A.
Отсюда следует ∀z ∈ {t|vRT t} : (F , z) |=V A. Однако, существует элемент
w ∈ {t|wR∼t} : (F , w) 6|=V A. Из определения отношений RT и R∼ следу-
ет {t|vRT t} ⊇ {t|wR∼t}. Таким образом, (F , w) |=V A ∧ ¬A, что приводит
к противоречию. Используя аналогичные рассуждения, легко показать, что
формулаM.2 также истинна на всех LTKr-фреймах при любом означивании.
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Покажем теперь, что использование постулированных правил вывода со-
храняет истинность формул:

MP : Пусть F |= A & F |= A −→ B. По определению импликации имеем
F |= ¬A ∨ B. Так как формула A истинна на каждом элементе фрейма F ,
то F |= B также справедливо.

Necξ, ξ ∈ {T,∼ .1 . . . , k} : Если F |= A, то формула A истинна на всех
элементах при любом означивании. По определению отношений Rξ имеем
F |= �ξA.

Таким образом, постулированные правила вывода сохраняют истинность,
и на каждом шаге вывода, при получении новой формулы из истинных фор-
мулы, будем получать истинную формулу. В частности, заключительная фор-
мула Dj последовательности вывода также истинна.

В силу Теоремы 2.1 получаем, что справедлива следующая лемма:

Лемма 2.3. LTKrax непротиворечива.

Далее рассмотрим n-каноническую модель Mc
n = 〈F c

n, V
c
n 〉 для LTKrax,

где F c
n = 〈W c

n, R
c
T , R

c
∼, R

c
1 . . . , R

c
k, V

c
n 〉, где

1. W c
n - множество всевозможных ASLTKr

-максимальных множеств, содер-
жащих формулы, зависящие только от пропозициональных переменных
{p1, . . . , pn};

2. ∀v, z ∈ W c
n, vRc

ξz ⇐⇒ {A|�ξA ∈ v} ⊆ z, где ξ ∈ {T,∼, 1, . . . , k};

3. V c
n (pi) = {v ∈ W c

n|pi ∈ v}, 1 ≤ i ≤ n.

Лемма 2.4. (a) отношения Rc
∼, R

c
i являются рефлексивными, симмет-

ричными, транзитивными;

(b) отношение Rc
T рефлексивно, связно;

(c) ∀v, z ∈ W c
n(vRc

∼z =⇒ (vRc
Tz &zRc

Tv));

(d) ∀v, z ∈ W c
n (vRc

iz =⇒ vRc
∼z, где i ∈ {1, . . . , k});
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(e) отношение Rc
T интранзитивно на сгустках, т.е. если C1, C2, C3− раз-

личные Rc
T -сгустки и C1R

c
TC2 & C2R

c
TC3, то ¬(C1R

c
TC3);

(f) если существуют x ∈ C1 и u ∈ C2 такие, что xRc
Tu, тогда ∀v ∈

C1,∀z ∈ C2 выполняется vRc
Tz;

(g) модельMc
n является дискретной по отношению Rc

T .

Доказательство. (a) Рефлексивность: предположим, что существует теория
v ∈ W c

n : ¬(vRc
ξv), где ξ ∈ {∼, 1, . . . , k}, тогда ∃A ∈ For(LLTKr) : �ξA ∈ v

и A /∈ v. Так как T�ξ ∈ v, по правилу MP , получаем A ∧ ¬A ∈ v, что
невозможно в силу непротиворечивости теории v. Таким образом, ∀v ∈ W c

n :

(vRc
ξv), т.е. отношения Rc

ξ, где ξ ∈ {∼, 1, . . . , k}, рефлексивны.
Симметричность: пусть существуют теории z, v ∈ W c

n такие, что zRc
ξv и

¬(vRc
ξz), где ξ ∈ {∼, 1, . . . , k}. Тогда ∃A ∈ For(LLTKr) : �ξA ∈ v и A /∈ z, т.е.

¬�ξA ∈ z. Так как 5�ξ ∈ z, по правилу MP получаем �ξ¬�ξA ∈ z. Так как
zRc

ξv, то ¬�ξA ∈ v =⇒ ¬�ξA∧�ξA ∈ v, что приводит к противоречию. Таким
образом, ∀v, z ∈ W c

n : (vRc
ξz =⇒ zRc

ξv). В обратную сторону доказатeльство
аналогичное.

Транзитивность: допустим теперь, что существуют теории z, v, k ∈ W c
n

такие, что zRc
ξv, vR

c
ξk & ¬(zRc

ξk), где ξ ∈ {∼, 1, . . . , k}. Так как ¬(zRc
ξk),

то существует формула A : �ξA ∈ z и A /∈ k. При этом, используя аксиому
4�ξ и правило MP , получаем �ξ�ξA ∈ z. Поскольку zRc

ξv, то �ξA ∈ v.
Снова по аксиоме 4�ξ и правилу MP имеем �ξ�ξA ∈ v. А так как vRc

ξk, то
A ∈ k. Таким образом, A ∧ ¬A ∈ k, что приводит к противоречию. Итак,
∀v, z, k ∈ W c

n : (zRc
ξv & vRc

ξk ⇒ zRc
ξk).

Из вышесказанного следует, что отношения Rc
ξ, где ξ ∈ {∼, 1, . . . , k}, ре-

флексивны, симметричны, транзитивны, то есть являются отношениями эк-
вивалентности.

(b) Доказательство рефлексивности отношения Rc
T полностью повторяет

доказательство рефлексивности из пункта (a).
Связность: пусть Rc

T не связно, то есть существуют теории z, v, k ∈ W c
n

такие, что zRc
Tv, zR

c
Tk, ¬(vRc

Tk) & ¬(kRc
Tv). Тогда ∃A,B ∈ For(LLTKr) :

�TA ∧ ¬B ∈ v и �TB ∧ ¬A ∈ k. То есть �TA→ B /∈ v и �TB → A /∈ k. Это
означает, что аксиома L�T не принадлежит теории z, что противоречит опре-
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делению n-канонической модели. Таким образом показали, что отношение Rc
T

связно.
(c) Предположим, что выполняется ¬(zRc

Tv). Тогда существует формула
A такая, что �TA ∈ z & A /∈ v. Так как M.1 ∈ z, по правилу MP имеем
�∼A ∈ z. Получаем A /∈ v и �∼A ∈ z, тогда по определению n-канонической
модели следует ¬(zRc

∼v). Аналогично доказывается случай ¬(vRc
Tz). Таким

образом, справедливо выполнение пункта (c) Леммы 2.4.
(d) Предположим ¬(zRc

∼v). Тогда существует формула A такая, что
�∼A ∈ z & A /∈ v. Так как M.2 ∈ z, то по правилу MP имеем �iA ∈ z.
В итоге, A /∈ v и �iA ∈ z. В силу определения отношений в n-канонической
модели получаем ¬(zRc

iv). Таким образом, выполняется пункт (d) Леммы 2.4.
(e) Рассмотрим цепь из трех различных RT -сгустков C(v), C(z), C(k), по-

рожденных элементами v, z и k соответственно. Пусть верно C(v)Rc
TC(z) и

C(z)Rc
TC(k). Определим, может ли иметь место C(v)Rc

TC(k).
Так как теории v,z и k принадлежат разным Rc

∼-сгусткам, то есть выпол-
няется ¬(C(v)Rc

∼C(z)), ¬(C(z)Rc
∼C(k)) & ¬(C(v)Rc

∼C(k)), то существуют
формулы α, β α такие, что �∼α ∈ v & �∼α /∈ z, �∼β ∈ z & �∼β /∈ k и
�∼α ∈ v & �∼α /∈ k.

Обозначим A = α и B = �∼β ∨�∼α. Из вышесказанного следует, что:
(1) �∼A ∧�∼B ∈ v;
(2) ¬�∼A ∧�∼B ∈ z;
(3) ¬B ∈ k.
Так как vRc

Tz, то из (1) и (2) следует (�∼A∧�∼B ∧♦T (¬A∧�∼B)) ∈ v,
то есть на элементе v истинна посылка аксиомы AL. По построению n-
канонической модели известно, что AL ∈ v, по правилу MP выполня-
ется �TB ∈ v. Тогда из (3) следует, что ¬(vRTk). Таким образом, если
C(v)Rc

TC(z) и C(z)Rc
TC(k), то ¬(C(v)Rc

TC(k)).
(f) Рассмотрим два Rc

∼-сгустка C1 и C2 n-канонической моделиMc
n, при-

чем существуют x ∈ C1 и u ∈ C2 такие, что xRc
Tu.

1) Предположим, что найдется элемент y ∈ C2 такой, что ¬(xRc
Ty).

Так как ¬(xRc
Ty), то по определению n-канонической модели, существует

формула α такая, что �Tα ∈ x и α /∈ y. Обозначим A = ¬α.
Из того, что теории u и y принадлежат одному Rc

∼-сгустку C2, следу-
ет uRc

∼y. Следовательно, ♦∼A ∈ u. Так как xRc
Tu, то ♦T♦∼A ∈ x, то есть

36



посылка Tr.C.1 принадлежит теории x. Однако, �Tα ∈ x, тогда по опре-
делению истинности оператора �T на n-канонической модели, выполняется
♦TA /∈ x. Следовательно, заключение Tr.C.1 не принадлежит x, что проти-
воречит определениюMc

n. Таким образом, если существуют x ∈ C1 и u ∈ C2

такие, что xRc
Tu, то ∀y ∈ C2 выполняется xRc

Ty.
2) Пусть теперь найдется элемент y ∈ C1 и ¬(yRc

Tu). По определению
n-канонической модели, существует формула β такая, что �Tβ ∈ y и β /∈ u.
Обозначим B = ¬β.

Из того, что xRc
Tu, имеем ♦TB ∈ x. Так как теории x и y принадлежат

одному Rc
∼-сгустку C1, то xRc

∼y и ♦∼♦TB ∈ y, то есть посылка Tr.C.2 при-
надлежит теории v. Однако, имеет место �Tβ ∈ y, а также выполняется
♦T¬B ∈ y по определению истинности оператора �T на n-канонической мо-
дели. Таким образом, заключение аксиомы Tr.C.2 не принадлежит теории y,
что противоречит определениюMc

n. Следовательно, если существуют x ∈ C1

и u ∈ C2 такие, что xRc
Tu, то ∀y ∈ C1 выполняется yRc

Tu.
Из вышесказанного следует выполнение пункта (f) Леммы 2.4.
(g) Для доказательства дискретности отношения RT требуется показать,

что ∀C(a), C(b) ∈ W c
n таких, что C(a)Rc

TC(b) и C(a) 6= C(b), не существует
элемента c ∈ W c

n, для которого выполняется C(a)Rc
TC(c) и C(c)Rc

TC(b), при-
чем C(c) 6= C(a) 6= C(b). Выполнение данного условия напрямую следует из
пункта (e) Леммы 2.4. Таким образом, модель Mc

n является дискретной по
отношению Rc

T .

В данный момент вопрос полноты аксиоматической системы ASLTKr
оста-

ется открытым. Однако, можно выдвинуть предлоложение:

Гипотеза 2.1. Система аксиом ASLTKr
является конечной аксиоматиза-

цией логики LTKr.
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Глава 3

Разрешимость логики LTKr

Одним из основных свойств любой логики является её разрешимость,
т.е. возможность за конечное количество шагов проверить доказуемость в
ней произвольной формулы в заданном языке. В качестве вспомогательного
средства для доказательства разрешимости используется свойство финитной
аппроксимируемости логики. В нашем случае удалось показать, что LTKr

обладает более сильным свойством эффективной финитной аппроксимируе-
мости.

Теорема 3.1. Логика LTKr эффективно финитно-аппроксимируема.

Доказательство. Возьмем формулу A такую, что A 6∈ LTKr и пусть вре-
менная модальная степень td(A) равна n. Тогда существует LTKr−фрейм
F = 〈WF , RT , R∼, R1, . . . , Rk〉, где WF = {

⋃
l∈J Cl} (J = [0, L], L ∈ N или

J = N), означивание V и элемент x ∈ Cr такие, что (F , x) 6|=V A.
Уменьшим количество элементов, принадлежащих каждому из RT−сгус-

тков C множества WF с помощью стандартной техники фильтрации. Обо-
значим Sub(A) как множество всех подформул формулы A. Отношение эк-
вивалентности ≈ на фрейме F зададим следующим образом:

w ≈ z ⇔ wR∼z & zR∼w & ∀B ∈ Sub(A) : ((F , w) |=V B ⇔ (F , z) |=V B).

Определим классы эквивалентности по отношению ≈:

∀w ∈ WF([w] := {z|w ≈ z}&[C] :=
⋃

[w]∈C

[w].
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В результате фильтрации сгустков из 〈F , V 〉 по множеству Sub(A) полу-
чим модель M1 := 〈F1, V1〉, где:

(a) WF1
:= {

⋃
l∈J [Cl]};

(б) [w]R1
∼[z]⇔ wR∼z;

(в) [w]R1
T [z]⇔ wRTz;

(г) [w]R1
i [z](1 ≤ i ≤ k)⇔ ([w] ∈ C & [z] ∈ C &

∀B ∈ Sub(A) : ((F , w) |=V �iB ⇔ (F , z) |=V �iB).

(д) ∀p ∈ Sub(A)(V1(p) := {[w]|w ∈ V (p)})

Модель M1 получена в результате использования стандартного метода
фильтрации, поэтому по Лемме 1.5 верна:

Лемма 3.1. ∀B ∈ Sub(A) и ∀w ∈ WF выполняется

(F , w) |=V B ⇔ (F1, [w]) |=V1
B.

Так как после применения фильтрации, на элементах модели M1 истин-
ность всех подформул формулы A сохраняется, справедливо

Следствие 3.1. (F1, [x]) 6|=V1
A.

Теперь ограничим длину цепи опровергающей модели M1 размером фор-
мулы A. Для этого определим модельM следующим образом:

M = 〈{[Cr], [Cr+1], [Cr+2], ..., [Cj]}, R1
T , R

1
∼, R

1
1, . . . , R

1
k, V1〉,

где

j =

{
r + n, если F1 бесконечен или r + n ≤ L

L, если r + n > L

M получена из модели M1 путем "отбрасывания"из
⋃
l∈J [Cl] фрагментов

цепи ниже сгустка [Cr] и выше сгустка [Cr+n]. Таким образом, фрейм модели
M состоит не более чем из n + 1 RT -сгустков, где n - временная модальная
степень формулы A.
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Докажем, что если A опровергается на модели M1, то она также опровер-
гается на модели M. Сначала покажем, что на M сохраняется истинность
формул, не содержащих модальных оператор �T .

Лемма 3.2. Для любой формулы α такой, что td(α) = 0 и для любого
элемента [y] ∈ {[Cr] ∪ [Cr+1] ∪ [Cr+2] ∪ ... ∪ [Cj]} справедливо:

(F1, [y]) |=V1
α⇐⇒ (M, [y]) |= α, (3.1)

т.е. на моделиM истинность невременных формул сохраняется.

Доказательство. Доказательство будем проводить индукцией по модальной
невременной степени m(α) формулы α.

Если m(α) = 0, то формула α состоит только из пропозициональных пе-
ременных и стандартных булевых операций. В этом случае истинность фор-
мулы на элементе [y] ∈ {[Cr]∪ [Cr+1]∪ [Cr+2]∪ ...∪ [Cj]} определяется только
означиванием пропозициональных переменных, входящих в формулу α, толь-
ко на элементе [y]. Таким образом, по построению модели M, справедливо
(F1, [y]) |=V1

α⇐⇒ (M, [y]) |= α.

Предположим, что выражение 3.1 верно ∀l : l ≤ m. Покажем, что для
формул α таких, что m(α) = l + 1 выражение 3.1 также выполняется.

1) Пусть α = �∼α1, где m(α1) = l.
Если для произвольного элемента [y] ∈ {[Cr] ∪ [Cr+1] ∪ [Cr+2] ∪ ... ∪ [Cj]}

верно (F1, [y]) |=V1
α, то ∀[z] ∈ [C(y)] выполняется (F1, [z]) |=V1

α1. По индук-
тивному предположению имеем, что ∀[z] ∈ [C(y)] справедливо (M, [z]) |= α1,
откуда следует (M, [y]) |= α. В обратную сторону доказательство аналогич-
но.

2) Пусть теперь ∀i ∈ {1, . . . , k}, α = �iα
′, где m(α′) = l.

Если для произвольного элемента [y] ∈ {[Cr]∪[Cr+1]∪[Cr+2]∪...∪[Cj]} вер-
но (F1, [y]) |=V1

α, то ∀[z] ∈ {t|[y]R1
i t} верно (F1, [z]) |=V1

α′. По индуктивному
предположению получаем, что ∀[z] ∈ {t|[y]R1

i t} выполняется (M, [z]) |= α′,
т.е. (M, [y]) |= α. В обратную сторону доказательство аналогично.

3) Предположим, что α = α1 ◦ α2, где ◦ ∈ {∧,∨}. При этом известно, что
max(m(α1),m(α2)) = l + 1, α1 = �ξα

′
1 и α2 = �ξα

′
2. Тогда ∀[y] из

{[Cr]∪ [Cr+1]∪ [Cr+2]∪ ...∪ [Cj]} верно (F1, [y]) |=V1
α1◦α2 ⇐⇒ (F1, [y]) |=V1

α1
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и/или (F1, [y]) |=V1
α2 ⇐⇒ (M, [y]) |= α1 и/или (M, [y]) |= α2 ⇐⇒ (M, [y]) |=

α1 ◦ α2.
Так же, если α = ¬α1, m(α1) = l+1 и α1 = �ξα2, то ∀[y] ∈ {[Cr]∪ [Cr+1]∪

[Cr+2] ∪ ... ∪ [Cj]} по ранее доказанному имеет место (F1, [y]) |=V1
¬α1 ⇐⇒

(F1, [y]) 6|=V1
α1 ⇐⇒ (M, [y]) 6|= α1 ⇐⇒ (M, [y]) |= ¬α1.

Таким образом, если формула α содержит только невременные модаль-
ности, то ее истинность на элементе [y] ∈ {[Cr] ∪ [Cr+1] ∪ [Cr+2] ∪ ... ∪ [Cj]}
определяется означиванием пропозициональных переменных, входящих в α,
только на элементах сгустка [C(y)], проверка истинности формулы α на со-
седних сгустках не требуется, и выражение 3.1 верно.

Далее покажем, что на RT -сгустке [Cr] моделиM сохраняется истинность
всех подформул формулы A:

Лемма 3.3. ∀B ∈ Sub(A) и ∀[x] ∈ [Cr] выполняется

(F1, [x]) |=V1
B ⇐⇒ (M, [x]) |= B. (3.2)

Доказательство. Если длина открытого подфрейма C≤r фрейма F1, по-
рожденного сгустком Cr, меньше n, то модель M совпадает с подмоделью
〈C≤r , V1〉, на которой опровергается формула B, и уже является конечной
(имеет длину < n и мощность сгустков < 2|Sub(A)|). Остается рассмотреть
случай, когда длина подфрейма C≤r > n + 1 или фрейм F1 бесконечен. В
этом случае длина моделиM равна n+ 1, то есть j − r = n.

По определению ППФ, формула B строится из подформул α и β одним
из следующих способов:

а) B = �Tα, td(α) = l, где (0 ≤ l ≤ n− 1)

б) B = �∼α, td(α) = l, где (0 ≤ l ≤ n);
в) B = �iα, td(α) = l, где (1 ≤ i ≤ k) и (0 ≤ l ≤ n);
г) B = α ◦ β, где ◦ ∈ {∧,∨}, а max(td(α), td(β)) = l и (0 ≤ l ≤ n);
д) B = ¬α, td(α) = l, где (0 ≤ l ≤ n);
Покажем, что для формул B : (td(B) ≤ s), где (s ∈ [0, n]), и для всех

m таких, что r ≤ j − m − s, на элементах [x] ∈ [Cj−m−s] выполняется
(F1, [x]) |=V1

B ⇐⇒ (M, [x]) |= B. Доказательство будем проводить индук-
цией по временной модальной степени td(B).
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База индукции: для случая s = 0 по Лемме 3.2 доказываемое утверждение
верно.

Индуктивное предположение: предположим, что для формул B таких,
что td(B) ≤ s, где s ∈ [0, n − 1], и всех m таких, что r ≤ j − m − s, на
элементах [x] ∈ [Cj−m−s] выполняется (F1, [x]) |=V1

B ⇐⇒ (M, [x]) |= B.
Индуктивный переход: покажем, что для формул B : (td(B) = s + 1) на

элементах [x] ∈ [Cj−m−(s+1)] (r ≤ j −m − (s + 1)) также будет выполняться
(F1, [x]) |=V1

B ⇐⇒ (M, [x]) |= B.
Пусть B = �Tα, где td(α) = s. Если (F1, [x]) |=V1

B, где [x] ∈ [Cj−m−(s+1)],
то (F1, [x]) |=V1

α, и ∀[y] ∈ {t|[x]R1
T t} выполняется (F1, [y]) |=V1

α. По индук-
тивному предположению имеем (M, [x]) |= α & ∀[y] : ([x]R1

T [y]), (M, [y]) |= α.
То есть (M, [x]) |= B, и выполняется (F1, [x]) |=V1

B =⇒ (M, [x]) |= B. В
обратную сторону доказательство аналогично. Следовательно, справедливо
утверждение (F1, [x]) |=V1

B ⇐⇒ (M, [x]) |= B.
Покажем теперь, что при применении булевых операций, операторов �∼

или �i к формулам α вида а) индуктивный переход также верен. Заметим,
что в случаях б)- д) модальная временная степень подформул α и β не изме-
няется и не требуется проверки истинности формулы B на соседних сгустках.

Пусть B = �∼α, где td(α) = s + 1 и α = �Tα
′. Если (F1, [x]) |=V1

B, где
[x] ∈ [Cj−m−(s+1)], то ∀[z] ∈ [C(x)], (F1, [z]) |=V1

. По ранее доказанному имеем
∀[z] ∈ [C(x)] имеем (M, [z]) |= α, откуда следует (M, [x]) |= B. В обратную
сторону доказательство проводим аналогично.

Пусть B = �iα, где i ∈ {1, . . . , k}, td(α) = s + 1 и α = �Tα
′. Ес-

ли (F1, [x]) |=V1
B, где [x] ∈ [Cj−m−(s+1)], тогда ∀[z] ∈ {t|[x]R1

i t} выпол-
няется (F1, [z]) |=V1

α. По ранее доказанному получаем ∀[z] ∈ {t|[x]R1
i t},

(M, [z]) |= α, т.е. (M, [x]) |= B. В обратную сторону доказательство прово-
дим аналогично.

Пусть B = α ◦ β, где ◦ ∈ {∧,∨}, max(td(α), td(β)) = s+ 1, α = �Tα
′ и

β = �Tβ
′. Тогда ∀[x] ∈ [Cj−m−(s+1)] выполняется (F1, [x]) |=V1

α ◦ β ⇐⇒
(F1, [x]) |=V1

α и/или (F1, [x]) |=V1
β ⇐⇒ (M, [x]) |= α и/или (M, [x]) |=

β ⇐⇒ (M, [x]) |= α ◦ β.
Пусть теперь B = ¬α, td(α) = s+ 1 и α = �Tα

′. Тогда ∀[x] ∈ [Cj−m−(s+1)]

имеет место (F1, [x]) |=V1
¬α ⇐⇒ (F1, [x]) 6|=V1

α ⇐⇒ (M, [x]) 6|= α ⇐⇒
(M, [x]) |= ¬α.
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Итак, применение невременных операций не нарушает 3.2. Следовательно,
суперпозиция формул α и β вида а) временной степени s (0 ≤ s ≤ n) с
помощью конечного числа булевых операции, �∼ или �i удовлетворяет 3.2.

Таким образом, на шаге n + 1 по индукции получаем: ∀B ∈ Sub(A), где
td(B) ≤ n и ∀[x] ∈ [Cr] выполняется (F1, [x]) |=V1

B ⇐⇒ (M, [x]) |= B и
лемма доказана.

Так как при переходе от моделиM1 кM истинность всех подформул фор-
мулы A на каждом элементе сгустка [Cr] сохраняется, и по Следствию 3.1 для
некоторого элемента x ∈ [Cr] выполняется (F1, [x]) 6|=V1

A, то справедливо:

Следствие 3.2. (M, [x]) 6|= A.

Заметим, что модельM является линейной цепочкой не более чем n + 1

сгустков, и мощность каждого сгустка не превышает 2|Sub(A)|. Отсюда заклю-
чаем, что |M| ≤ (n+ 1)2|Sub(A)|, где n = td(A). Таким образом, если формула
A не доказуема в логике LTKr, то она опровергается на конечном фреймеM,
мощность которого эффективно ограничена строением формулы A. Значит,
логика LTKr эффективно финитно-аппроксимируема.

Сформулируем и докажем первый основной результат диссертационной
работы:

Теорема 3.2. Логика LTKr разрешима.

Доказательство. Достаточно предоставить алгоритм, позволяющий за ко-
нечное число шагов распознать, принадлежит ли произвольная формула α
логике или нет.

1. Для любой произвольной формулы α в языке LLTK определяем ее вре-
менную степень td(α) = n.

2. Строим всевозможные LTKr-фреймыM не более чем из n+1 сгустков,
мощность которых не превосходит 2|Sub(α)|.

3. На этих фреймах рассматриваем всевозможные означивания перемен-
ных формулы α, чтобы полученные модели не были изоморфны. Так как чис-
ло переменных, входящих в формулу α конечно, то количество неизоморф-
ных моделей будет также конечно. Если α истинна на всех таких моделях,
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то формула доказуема в логике LTKr, если существует хотя бы одна модель,
на которой формула α не истинна, то α не доказуема в LTKr.

Данный алгоритм позволяет за конечное число шагов распознать принад-
лежность любой формулы α к логике LTKr. Таким образом, логика LTKr

является разрешимой.
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Глава 4

Правила вывода LTKr

7. Cтроение n-характеристической модели LTKr

В данном разделе представлена схема построения n-характеристической
модели для логики LTKr с рефлексивным и интранзитивным отношением
времени.

Шаг 1.
Возьмем класс F конечных LTKr-фреймов таких, что для любого фрей-

ма F ∈ F, ∀w∀z ∈ WF(wRTz & zRTw). Обозначим через C(F )n класс всех
различных не изоморфных друг другу моделей C := 〈F , V 〉, где:

1. F ∈ F ;

2. Dom(V ) = {p1, . . . , pn};

Определим S1(ChLTKr
(n)) :=

⊔
C(F )

Cn, то есть первый слой ChLTKr
(n) со-

стоит из множества конечных RT -сгустков со всевозможными означиваниями
переменных p1, . . . , pn, которые не изоморфны друг другу как модели.

Шаг 2.
К каждому RT -сгустку C из S1(ChLTKr

(n)) приписываем сгустки Cj из
C(F )n в качестве непосредственных RT -предшественников (т.е. CjRTC), при
условии, что сгусток Cj не изоморфен как модель C. Результатом такого
построения станет модель S≤2(ChLTKr

(n)).
Шаг 3.
К каждому RT -сгустку C из S2(ChLTKr

(n)) приписываем каждый сгусток
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Cj из C(F )n в качестве непосредственных RT -предшественников. Получим
модель S≤3(ChLTKr

(n)).
Шаг i+1.
Предположим, что модель S≤i(ChLTKr

(n)) для i ≥ 2 построена так, что
любой ее открытый подфрейм, это LTKr-фрейм. Модель S≤i+1(ChLTKr

(n))

строим следующим образом. К каждому RT -сгустку C глубины i добавля-
ем в качестве непосредственных RT -предшественников все сгустки из (F )n.
Тогда ChLTKr

(n) := 〈WChLTKr , RT , R∼, R1, . . . , Rk, V 〉 :=
⋃
i∈N

S≤i(ChLTKr
(n)).

Обозначим фрейм модели ChLTKr
(n) как Ch(n).

Лемма 4.1. Модель ChLTKr
(n) является n-характеристической для логики

LTKr.

Доказательство. Пусть A - произвольная формула логики LTKr, зависящая
от пропозициональных переменных p1, . . . , pn, причем td(A) = r, r ≥ 0. По
определению логики имеем, что A истинна на всех элементах фреймов, адек-
ватных логике LTKr при любом означивании. Каждый открытый подфрейм
фрейма Ch(n) по построению является LTKr-фреймом, тогда Ch(n) |=V A.

Предположим, A /∈ LTKr. Построим модель, на которой опровергается
A, и которая будет изоморфна некоторой открытой подмодели ChLTKr

(n).
Так как A /∈ LTKr, тогда по Теореме 3.1 существует конечная модель

M 1 := 〈Fr+1, V1〉 длины r + 1, такая что (Fr+1, w) 6|=V1
A, где WFr+1

=

C1
1(w)RTC

1
2RT . . . RTC

1
r+1.

Если сгусток C1
r+1 и непосредственный его RT -предшественник C1

r моде-
ли M 1 не изоморфны как модели, то M 1 является открытой подмоделью
ChLTKr

(n). Следовательно, по Лемме 1.1 выполняется Ch(n) 6|=V A.
Пусть сгустки C1

r , C
1
r−1, . . . , C

1
r−t (0 ≤ t ≤ r) моделиM 1 изоморфны сгуст-

ку C1
r+1, а C1

r−t−1 нет.

Рассмотрим модель M 2 = 〈F2, V2〉, где:
a) WF2

= C2
1RTC

2
2RT . . . RTC

2
r−t, причем C2

j = C1
j (1 ≤ j ≤ r − t);

b) Dom(V1) = Dom(V2), и ∀p ∈ Dom(V2)(V2(p) = V1(p) ∩WF2
).

Определим p-морфизм f фрейма Fr+1 на фрейм F2:

f :

{
C1
j −→ C2

j , 1 ≤ j ≤ r − t
C1
j −→ C2

r−t, r − t+ 1 ≤ j ≤ r + 1.
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Очевидно, что M 2 является p-морфным образом модели M 1, тогда по
Лемме 1.2 выполняется (F2, w) 6|=V2

A. Сгустки C2
r−t−1 и C2

r−t не изоморфны
друг другу как модели, следовательно, M2 является открытой подмоделью
n-характеристической модели ChLTKr

(n), и по Лемме 1.1 верно Ch(n) 6|=V A.

Лемма 4.2. Элементы модели ChLTKr
(n) не являются формульными.

Доказательство. Напомним, что элемент w модели ChLTKr
(n) = 〈Ch(n), V 〉

является формульным тогда и только тогда, когда существует формула β(w)

такая, что w |=V β(w) и ∀z ∈ WCh(n)((Ch(n), z) |=V β(w)⇔ w = z).
Возьмем произвольный элемент w глубины k модели ChLTKr

(n), т.е.
w ∈ K = {K1(w)RTK2RT . . . RTKk} ⊂ ChLTKr

(n). Предположим, что w яв-
ляется формульным, то есть существует формула β(w) временной модаль-
ной степени k такая, что (Ch(n), w) |=V β(w) и ∀z ∈ WCh(n) выполняется
((Ch(n), z) |=V β(w)⇔ w = z).

Рассмотрим элемент z глубины l > k и открытую подмодель
N = {N1(z)RTN2RT . . . RTNl} ⊂ ChLTKr

(n), порожденную этим элементом,
такие, что K ∩ N = ∅, и Ki изоморфен Ni для всех 1 ≤ i ≤ k. Так как
истинность формул временной модальной степени k на элементе z зависит
только от означивания переменных на модели {N1(z)RTN2RT . . . RTNk}, то
индукцией по длине формулы легко показать, что на z также будет истинна
формула β(w), при этом z 6= w. Таким образом, элементы модели ChLTKr

(n)

не являются формульными.

8. Разрешимость по допустимости правил вы-
вода LTKr

Определим специальный много-модальный фрейм Крипке, который будет
играть центральную роль в доказательстве основного результата.

Определим LTKr-фреймы FP , FS, Fi со следующими свойствами:
(a) FP =

〈
WFP , R

P
T , R

P
∼, R

P
1 , . . . , R

P
k

〉
, где WFP состоит только из одной

точки @, т.е.WFP := {@}, и все бинарные отношения являются отношениями
эквивалентности.
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(b) FS =
〈
WFS , R

S
T , R

S
∼, R

S
1 , . . . , R

S
k

〉
– конечный LTKr-фрейм. Пусть

C0, . . . , Cd - это перечисление всех RS
∼-сгустков элементов из WFS , тогда

WFS = {
⋃d
i=0Ci} и C0RTC1RT . . . RTCd. Все бинарные отношения являют-

ся стандартными отношениями LTKr-фрейма.
(c) Fi =

〈
WFi, R

i
T , R

i
∼, R

i
1, . . . , R

i
k

〉
– конечный LTKr-фрейм, где WFi =

{wi
1, . . . , w

i
Ji
}, wi

1R
i
Tw

i
2R

i
T . . . R

i
Tw

i
Ji

и ∀wi
j, w

i
m(m 6= j) : ¬(wi

jR
i
∼w

i
m). Другими

словами, все Ri
∼-сгустки фрейма Fi являются вырожденными (т.е. состоят из

одного элемента). Бинарные отношения также являются стандартными для
LTKr-фрейма.

Определение 4.1. SP -фрейм - это кортеж
FSP =

〈
WSP , R

SP
T , RSP

∼ , RSP
1 , . . . , RSP

k

〉
, где

1) WSP = WFP ∪WFS ∪
⋃d
i=0WFi;

2) RSP
T = RP

T ∪RS
T ∪

⋃d
i=0R

i
T ∪ {〈z,@〉 |z ∈ Cd} ∪

⋃d
i=0{

〈
wi
Ji
, z
〉
|wi

Ji
−

RT -максимальный элементFi, z ∈ Ci ⊆ FS};

3) RSP
∼ = RP

∼ ∪RS
∼ ∪

⋃d
i=0R

i
∼;

4) RSP
j = RP

j ∪RS
j ∪

⋃d
i=0R

i
j (1 ≤ j ≤ k).

Таким образом, SP -фрейм состоит из цепей собственных и вырожденных
R∼-сгустков и адекватен логике LTKr.

Лемма 4.3. [Необходимое условие допустимости правил вывода в логике
LTKr] Если правило вывода rnf в редуцированной нормальной форме не
допустимо в логике LTKr, то существует конечная SP -модель MSP =

〈FSP , V 〉, размер которой ограничен размером rnf , такая, что
1) FSP 6|=V Con(rnf);
2) FSP |=V Pr(rnf);
3) для некоторого дизъюнкта θa ∈ Pr(rnf) и ∀i ∈ {0, . . . , d} выполняется

(FSP , wi
1) |=V θa, (FSP , wi

2) |=V θa, (FSP ,@) |=V θa;

4)∀z, w ∈ Cd: (FSP , z) |=V θk, (FSP , w) |=V θm выполняется θk 6= θm ;
5)сгусток Cd не изоморфен как модель элементу @.
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Доказательство. Рассмотрим правило вывода rnf в редуцированной нор-
мальной форме, т.е.

rnf := εrnf/x1, εrnf :=
∨

1≤j≤s
θj,

где V ar(rnf) = {x1, . . . , xm}. Пусть rnf не допустимо в логике LTKr. То-
гда существует подстановка Σ,Σ : xi → αi, при которой каждая перемен-
ная xi ∈ V ar(rnf) заменяется формулой αi, зависящей от некоторого на-
бора пропозициональных переменных p1, . . . , pn. Причем посылка правила∨

1≤j≤s Σ(θj) является теоремой LTKr, а заключение Σ(x1) = α1 не является
теоремой LTKr. Положим max{td(

∨
1≤j≤s Σ(θj))} = f и td(α1) = p.

Так как α1 не является теоремой, то существует LTKr-фрейм F , для
которого WF =

⋃p
i=0Ci, и означивание S1 такие, что (F , x) 6|=S1

α1.
Рассмотрим модель 〈FSP , S〉, где:

1. WSP =
⋃p
i=0Ci ∪

⋃p
i=0

⋃f+2
j=1 w

i
j ∪@;

2. RSP
T = RP

T ∪RS
T ∪

⋃p
i=0R

i
T ∪ {〈z,@〉 |z ∈ Cp} ∪

⋃p
i=0{

〈
wi
f+2, z

〉
|wi

f+2 −
RT -максимальный элементFi, z ∈ Ci};

3. RSP
∼ = RP

∼ ∪RS
∼ ∪

⋃p
i=0R

i
∼;

4. RSP
j = RP

j ∪RS
j ∪

⋃p
i=0R

i
j (1 ≤ j ≤ k).

5. S пропозициональных переменных p1, . . . , pn, входящих в αi, положим
следующим: S(pi) = S1(pi) на сгустках C0, . . . , Cp, и p1 = · · · = pn = T

на элементах wi
j и @.

Так как временная степень любой подформулы
∨

1≤j≤s Σ(θj) не превосхо-
дит f , и отношение RT рефлексивно, легко проверить, что при таком озна-
чивании выполняется:

∀αj∀i ∈ {0, . . . , p}[(FSP , wi
1) |=S αj ⇔ (FSP , wi

2) |=S αj ⇔ (FSP ,@) |=S αj].

(4.1)
Определим означивание переменных xi ∈ V ar(rnf) на фрейме FSP следу-

ющим образом: V (xi) := S(αi). Так как
∨

1≤j≤s Σ(θj) ∈ LTKr, то формула∨
1≤j≤s Σ(θj) истинна на модели 〈FSP , S〉. Тогда
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∀x ∈ WFSP [(FSP , x) |=V

∨
1≤j≤s

θj], (4.2)

То есть на 〈FSP , V 〉 выполняется пункт 2) Леммы 4.3. В силу 4.1 и 4.2,
для некоторого дизъюнкта θa ∈ Pr(rnf) имеет место

∀i ∈ {0, . . . , p}[(FSP , wi
1) |=V θa, (FSP , wi

2) |=V θa, (FSP ,@) |=V θa. (4.3)

Следовательно, на 〈FSP , V 〉 выполняется пункт 3) Леммы 4.3. Отметим
также, что в силу выбора означивания S выполняется

∃x ∈ C0[(FSP , x) 6|=S α1]

и

(FSP , x) 6|=V x1.

Таким образом, пункт 1) Леммы 4.3 выполнен на модели 〈FSP , V 〉.
Далее ограничим размер FSP размером правила rnf . Для этого на каж-

дом RSP
T -сгустке C0, . . . , Cp применим стандартную технику S5-фильтрации.

Также на каждой цепи FSP применим технику прореживания (drop-point),
которая ограничит длины цепей в соответствии правилу rnf .

Этап 1
Рассмотрим цепь сгустков [C0, . . . , Cp,@]. Ограничим мощность каждого

RSP
∼ -сгустка размером правила rnf . Для этого воспользуемся стандартной

техникой S5-фильтрации. Имеем

(∀a ∈ FSP∃1θja)[(FSP , a) |=V θja]&(∃x ∈ FSP )[(FSP , x) |=V ¬x1],

то есть для любого элемента a ∈ FSP существует единственный дизъюнкт
посылки правила θja такой, что a |=V θja.

Для любого сгустка Ci ∈ [C0, . . . , Cp] и любых элементов a, b ∈ Ci опреде-
лим отношение

50



a ≡ b⇔ θja = θjb.

Такое отношение является отношением эквивалентности, заданным на
каждом Ci. Для любого a ∈ Ci ⊆ [C0, . . . , Cp], [a]≡ это класс всех элемен-
тов из Ci, эквивалентных a.

Рассмотрим фильтрованную модельMSP≡ := 〈FSP≡, V 〉,
где WFSP≡ = {

⋃p
i=0

⋃f+2
j=1 w

i
j ∪ [C0]≡∪, . . . ,∪[Cp]≡ ∪@} и

[a]≡R
SP
j [b]≡ ⇔ ∃i(a, b ∈ Ci) ∧ ∀xi[(FSP , a) |=V �jxi ⇔ (FSP , b) |=V �jxi];

[a]≡R
SP
∼ [b]≡ ⇔ aRSP

∼ b; [a]≡R
SP
T [b]≡ ⇔ aRSP

T b,

∀xi ∈ V ar(rnf)[V (xi) := {[a]≡|(FSP , a) |=V xi}.

Модель MSP≡ получена в результате использования стандартного метода
S5-фильтрации, поэтому по Лемме 1.5 верно

∀a ∈ [C0, . . . , Cp](FSP≡, [a]≡) |=V θja.

Из вышесказанного следует, что на модели MSP≡ выполняются условия
1), 2), 3) и 4) Леммы 4.3, при этом размер RSP

∼ -сгустков [Ci]≡ ограничен
размером правила rnf : мощность каждого сгустка не превышает s, где s -
количество дизъюнктов посылки rnf .

Теперь ограничим длину цепи [[C0]≡, . . . , [Cp]≡,@] в соответствии размеру
rnf . Для этого применим стандартную технику прореживания сгустков (drop-
point). Для удобства переобозначим элемент @ через [Cp+1]≡. Для каждого
[Ci]≡ рассмотрим структуру (пару) M(i) :=

〈
[Ci]≡,

⋃
[a]≡∈[Ci]≡

θ([a]≡)
〉
, где

0 ≤ i ≤ p + 1. Если M(i1) = M(i2), это значит, что Ci1 и Ci2 изоморфны
как модели, то есть существует взаимооднозначное отображение g такое, что
∀[a]≡ ∈ [Ci1]≡∃1[b]≡ ∈ [Ci2]≡ : (θ([a]≡) = θ([a]≡)) & [b]≡ = g([a]≡).

Возьмем RSP
T -минимальный сгусток [C0]≡. Он образует структуру (па-

ру) M(0) :=
〈

[C0]≡,
⋃

[a]≡∈[C0]≡
θ([a]≡)

〉
. Выберем наибольший номер индек-

са j0 ∈ {1, . . . , p + 1} такой, что M(0) = M(j0), если таковой имеет-
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ся. Удалим все RSP
∼ -сгустки из интервала [[C1]≡, . . . , [Cj0]≡], получим цепь

[[C0]≡, [Cj0+1]≡, . . . , [Cp]≡, [Cp+1]≡] с прежним означиванием V переменных xi.
Очевидно, что при таком прореживании истинность формул на элементах
сгустка [C0]≡ не изменилась. Предположим, что на элементе [a]≡ ∈ [C0]≡

истинна формула ♦Txj. Тогда либо
1.∃[c]≡ ∈ [C0]≡ : (FSP≡, [c]≡) |=V xj,

либо
2.∃[c]≡ ∈ [Cj0+1]≡ : (FSP≡, [c]≡) |=V xj.

Так как M(0) = M(j0), то на некотором элементе [b]≡ ∈ [Cj0]≡ так же
была истинна формула ♦Txj, и выполнялось либо

3.∃[c]≡ ∈ [Cj0]≡ : (FSP≡, [c]≡) |=V xj,

либо
4.∃[c]≡ ∈ [Cj0+1]≡ : (FSP≡, [c]≡) |=V xj.

Если выполнялось 1., то процедура прореживания не изменила истинно-
сти формулы ♦Txj на элементе [a]≡ ∈ [C0]≡ и (FSP≡, [a]≡) |=V ♦Txj. Если же
1. и 3. не выполнялись, то (FSP≡, [a]≡) |=V ♦Txj в силу 4.

Далее продолжаем описанную процедуру для всех последующих сгуст-
ков из рассматриваемой цепи, переобозначив при этом сгустки [Cj0+i]≡ через
[Ci]≡, где i ∈ {1, . . . , p−j0+2}. В конечном итоге получим цепь RSP

∼ -сгустков,
длина которой равна некоторому числу d+2 и ограничена размером правила
rnf . Для простоты, обозначим RSP

∼ -сгустки [Ci]≡ (0 ≤ i ≤ d), обратно, через
Ci, а элемент [Cd+1]≡ через @.

Так как на каждом сгустке Ci ∈ [C0, . . . , Cd,@] истинен единственный
набор дизъюнктов

⋃
[a]≡∈Ci θ([a]≡) посылки rnf , то сгусток Ci не изоморфен

как модель сгустку Ci+1 (0 ≤ i ≤ d−1). В том числе, сгусток Cd не изоморфен
как модель элементу @, и на модели 〈FSP≡, V 〉 верно условие 5) Леммы 4.3.

Этап 2
Напомним, что RSP

∼ -сгустки C(wi
j) = wi

j являются одноэлементными.
Обозначим через θij формулу, которая истинна на элементе wi

j. При этом
имеем θi1 = θi2 для всех i ∈ {0, . . . , d} по 4.3.

Для начала прореживаем цепь
〈⋃f+2

j=1 w
0
j , RT , R∼, R1, . . . , Rk

〉
, которая

”
примыкает“ к сгустку C0, т.е. ∀z ∈ C0 (w0

f+2R
SP
T z). Возьмем элемент w0

2

и выберем наибольший номер j1 ∈ {3, . . . , f + 2} такой, что θ0
2 = θ0

j1
. Рас-

смотрим интервал [w0
1, w

0
j1
, w0

j1+1, . . . , w
0
f+2] с означиванием V переменных xi.
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Очевидно, что для любого дизъюнкта θj ∈ Pr(rnf) выполняется

([w0
1, . . . , w

0
f+2] ∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

1) |=V θ
0
i ⇔

([w0
1, w

0
j1
, . . . , w0

f+2] ∪ [C0, . . . , Cd,@], w0
1) |=V θ

0
i ;

([w0
1, . . . , w

0
f+2] ∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

2) |=V θ
0
i ⇔

([w0
1, w

0
j1
, . . . , w0

f+2] ∪ [C0, . . . , Cd,@], w0
j1

) |=V θ
0
i ;

∀n(1 ≤ n ≤ f + 2− j1)[([w
0
1, . . . , w

0
f+2] ∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

1+n) |=V θ
0
i ⇔

⇔ ([w0
1, w

0
j1
, . . . , w0

f+2] ∪ [C0, . . . , Cd,@], w0
j1+n) |=V θ

0
i ].

Поэтому мы можем удалить все элементы из интервала [w0
2, w

0
j1

], и на
полученной модели также будут выполнятся условия Леммы 4.3.

Далее продолжим описанную процедуру, переобозначив элемент w0
j1
через

w0
2, элемент w0

j1+1 как w0
3 и т.д. Обозначим через J0 длину цепи〈⋃f+2

j=1 w
0
j , RT , R∼, R1, . . . , Rk

〉
после процедуры прореживания. Размер дан-

ной цепи будет ограничен размером правила rnf , так как на каждом шаге
дизъюнкт θ0

j должен отличаться от предыдущих.

Повторим Этап 2 для остальных цепей
〈⋃f+2

j=1 w
i
j, RT , R∼, R1, . . . , Rk

〉
, где

1 ≤ i ≤ d. Длина каждой i-ой цепи станет равна J i, где 0 ≤ i ≤ d, при этом
J i ограничено размером правила rnf .

В конечном счете мы получим модельMSP = 〈FSP , V 〉, на которой также
выполняются условия 1)-5) Леммы 4.3, при этом мощность ее ограничена
размером rnf .

Из Леммы 1.6 следует, что правило вывода не допустимо в логике, если
оно опровергается на некоторой n-характеристической модели данной логи-
ки при некотором формульном означивании. В Лемме 4.2 установлено, что
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элементы n-характеристической модели логики LTKr не являются формуль-
ными. Поэтому для установления недопустимости правила вывода, следует
ввести набор формул, определяющий формульное означивание переменных
правила rnf на элементах модели ChLTKr

(n), при котором данное правило
опровергается.

Для начала рассмотрим правило вывода rnf в редуцированной нормаль-
ной форме такое, что V ar(rnf) = {x1, . . . , xn}. Пусть rnf опровергается на
моделиMSP = 〈FSP , V 〉, ограниченной размером rnf , где

1. WSP = @ ∪
⋃d
i=0Ci ∪

⋃d
i=0

⋃J i

j=1w
i
j;

2. RSP
T = RP

T ∪RS
T ∪

⋃d
i=0R

i
T ∪ {〈z,@〉 |z ∈ Cd} ∪

⋃d
i=0{

〈
wi
Ji
, z
〉
|z ∈ Ci};

3. RSP
∼ = RP

∼ ∪RS
∼ ∪

⋃d
i=0R

i
∼;

4. RSP
j = RP

j ∪RS
j ∪

⋃d
i=0R

i
j (1 ≤ j ≤ k),

и выполняются условия 1)-5) Леммы 4.3. То есть
1)FSP 6|=V Con(rnf);
2) FSP |=V Pr(rnf);
3) для некоторого дизъюнкта θa ∈ Pr(rnf) и ∀i ∈ {0, . . . , d} выполняется

(FSP , wi
1) |=V θa, (FSP , wi

2) |=V θa, (FSP ,@) |=V θa;

4) ∀z, w ∈ Cd : (FSP , z) |=V θk, (FSP , w) |=V θm выполняется θk 6= θm;
5) сгусток Cd не изоморфен как модель элементу @.

Далее построим формулы, которые будут давать аналог формульности
элементов модели MSP . То есть каждому элементу MSP сопоставим фор-
мулу, истинную на этом элементе. С помощью этого набора формул и будем
определять формульное означивание переменных правила rnf на элементах
n-характеристической модели ChLTKr

(n), при котором rnf будет опровергать-
ся на ChLTKr

(n).
Определим формулу

βd+1(θa) :=
J∧
i=0

�i
T�∼θa,

где J = d+max{J0, . . . , Jd}. Из строенияMSP имеет место

Утверждение 4.1. (FSP ,@) |=V βd+1(θa).
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Утверждение 4.2. Для любого элемента w ∈ WFSP , не равного @, выпол-
няется

(FSP , w) 6|=V βd+1(θa).

Доказательство. Пусть существует элемент w ∈ WFSP глубины k > 1 такой,
что (FSP , w) |=V

∧J
i=0 �

i
T�∼θa. По определению истинности оператора �T

имеем ∀z ∈ {t|wRSP
T t} : (FSP , z) |=V

∧J−1
i=0 �i

T�∼θa. Так как отношение RSP
T

является рефлексивным и интранзитивным, то либо z ∈ C(w), либо z ∈ C+1 :

C(w)RSP
T C+1. Аналогично, ∀x ∈ {t|zRSP

T t} : (FSP , x) |=V

∧J−2
i=0 �i

T�∼θa, при
этом либо x ∈ C(w), либо x ∈ C+1, либо x ∈ C+2 : C+1R

SP
T C+2. Продолжая

данные рассуждения и принимая во внимание, что k ≤ J , получим ∀z ∈ w≤ :

(FSP , z) |=V �∼θa. В том числе, ∀z ∈ Cd выполнено (FSP , z) |=V �∼θa и
(FSP ,@) |=V �∼θa. По определению истинности оператора �∼ имеем ∀z ∈ Cd
справедливо (FSP , z) |=V θa. Тогда в силу пункта 4) Леммы 4.3, сгусток Cd
является вырожденным. Тогда Cd изоморфен как модель элементу @, что
противоречит пункту 5) Леммы 4.3. Следовательно, ∀w ∈ WFSP : (w 6= @)

верно (FSP , w) 6|=V βd+1(θa).

С каждым сгустком Ci модели MSP свяжем множество дизъюнктов
M(i) := {θk|(FSP , w) |=V θk & w ∈ Ci}.

Определим набор формул βi(θk) := θk ∧ ρi∼ ∧ ρd−i+1 ∧ ρiT , где θk ∈ M(i),
0 ≤ i ≤ d и

ρi∼ =
∧

θm∈M(i)

♦∼θm ∧�∼
∨

θm∈M(i)

θk;

ρd−i+1 =
d−i∧
l=0

(¬♦lTβd+1(θa)) ∧ ♦d−i+1
T βd+1(θa);

ρiT = ♦T (�∼
∨

θm∈M(i+1)

βi+1(θm)).

a) Формула ρi∼ говорит о том, какие θm ∈ Pr(rnf) истинны на элементах
сгустка Ci;
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b) Если на w истинна формула ρd−i+1, то ровно через d − i + 1
”
ша-

гов“ по отношению RT из w достижим элемент, на котором истинна формула
βd+1(θa);

c) Если на элементе w истинна формула ρiT , то из w достижимы элементы,
на которых истинна формула

∨
θm∈M(i+1) βi+1(θm).

Утверждение 4.3. ∀w ∈ Ci, (0 ≤ i ≤ d) для некоторого θk ∈M(i) верно

(FSP , w) |=V βi(θk).

Доказательство. По определению моделиMSP очевидно, что если w ∈ Ci,
то (FSP , w) |=V ρ

i
∼.

Также по определению моделиMSP имеем, что если w ∈ Ci, то @ дости-
жим из w ровно через d − i + 1 шагов по отношению RSP

T , следовательно,
по Утверждению 4.1 выполняется (FSP , w) |=V ♦d−i+1

T βd+1(θa). Однако, в си-
лу Утверждения 4.2 имеем (FSP , w) |=V

∧d−i
l=0(¬♦lTβd+1(θa)). Таким образом,

(FSP , w) |=V ρd−i+1.
Заметим, что в строении βi(θk) в качестве подформулы присутствует фор-

мула вида βi+1(θm), поэтому для начала рассмотрим элементы сгустка Cd, на
который истинна формула βd(θk).

Для любого элемента w ∈ Cd выполняется (wRSP
T @), следовательно,

(FSP , w) |=V ♦T (�∼βd+1(θa)) и (FSP , w) |=V ρdT . При этом (FSP , w) |=V θk

для некоторого θk ∈ M(d). Тогда (FSP , w) |=V θk ∧ ρd∼ ∧ ρ1 ∧ ρdT , т.е.
(FSP , w) |=V βd(θk).

Пусть теперь w ∈ Cd−1. Так как Cd−1 является непосредственным
RSP
T -предшественником сгустка Cd, и ∀z ∈ Cd верно (FSP , z) |=V βd(θm) для

некоторого θm ∈M(d), то по определению истинности оператора ♦T имеем

∀w ∈ Cd−1((FSP , w) |=V ♦T (�∼
∨

θm∈M(d)

βd(θm))).

Таким образом, (FSP , w) |=V θk ∧ ρd−1
∼ ∧ ρ2 ∧ ρd−1

T и (FSP , w) |=V βd−1(θk)

для некоторого θk ∈ M(d − 1). Продолжая аналогичные рассуждения, оче-
видно, что для произвольного элемента w ∈ Ci, (0 ≤ i ≤ d) модели MSP

выполняется (FSP , w) |=V βi(θk) для некоторого θk ∈M(i).
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С каждым wi
j свяжем множествоM(i, j) := {θk|(FSP , wi

j) |=V θk}, которое
будет состоять из одного элемента.

Для каждого дизъюнкта θk ∈ M(i, j) определим следующий набор фор-
мул βij(θk) := ρ∼(θk) ∧ ρ(i,j)

T :

ρ∼(θk) = θk ∧�∼θk;

ρ
(i,j)
T =

J i−j∧
l=0

(¬♦lT (�∼
∨

θm∈M(i)

βi(θm))) ∧ ♦J
i−j+1
T (�∼

∨
θm∈M(i)

βi(θm)).

a) Если на элементе w истинна формула ρ∼(θk), то на каждом элементе
сгустка C(w) истинна θk;

b) Если на элементе w истинна формула ρ(i,j)
T , то из w ровно через J i−j+1

”
шаг“ по отношению RT достижимы элементы, на которых истинна формула
�∼
∨
θm∈M(i) βi(θm).

Утверждение 4.4. ∀w = wi
j (1 ≤ j ≤ J i, 0 ≤ i ≤ d) выполняется

(FSP , w) |=V β
i
j(θk).

Доказательство. По определению MSP элементы w = wi
j являются вы-

рожденными RSP
∼ -сгустками, и выполняется (FSP , w) |=V θk для некоторо-

го θk ∈ M(i, j). Следовательно, по определению истинности оператора �∼
имеем (FSP , w) |=V θk ∧�∼θk.

По построению модели MSP ровно через J i − j + 1 по отношению RSP
T

из w = wi
j достижимы элементы сгустка Ci. При этом, по Утверждению

4.3 и определению истинности оператора �∼, для любого ∈ Ci выполняется
(FSP , x) |=V �∼

∨
θm∈M(i) βi(θm). По определению истинности оператора ♦T

получаем

(FSP , w) |=V ♦J
i−j+1
T (�∼

∨
θm∈M(i)

βi(θm)).

Однако, формула �∼
∨
θm∈M(i) βi(θm) не может быть истинна на элементах

w = wi
j+k (1 ≤ k ≤ J i − j) в силу строения βi(θm) и Утверждения 4.2.
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Следовательно,

(FSP , w) |=V

J i−j∧
l=0

(¬♦lT (�∼
∨

θm∈M(i)

βi(θm))).

Таким образом, (FSP , w) |=V ρ∼(θk) ∧ ρi,jT , т.е. (FSP , w) |=V β
i
j(θk).

Отметим, что на элементах wi
1 и wi

2 (0 ≤ i ≤ d) будут истинны формулы
вида βi1(θa) и βi2(θa) соответственно, в силу пункта 3) Леммы 4.3.

Так как размер модели MSP ограничен размером правила rnf , то коли-
чество формул βi(θk) и βij(θk) также будет ограничено размером rnf .

Лемма 4.4. [Достаточное условие допустимости правил вывода в логи-
ке LTKr] Если правило вывода rnf в редуцированной форме удовлетворяет
заключению Леммы 4.3, тогда rnf не допустимо в логике LTKr.

Доказательство. Рассмотрим правило вывода rnf в редуцированной нор-
мальной форме такое, что V ar(rnf) = {x1, . . . , xn}. Пусть rnf опроверга-
ется на модели MSP = 〈FSP , V 〉, ограниченной размером rnf , где WSP =

@ ∪
⋃d
i=0Ci ∪

⋃d
i=0

⋃J i

j=1w
i
j. И пусть выполняются условия 1)-5) Леммы 4.3.

Рассмотрим n-характеристическую модель ChLTKr
(n) = 〈Chn, V0〉, где

Dom(V0) = {p1, . . . , pn}, и n равно числу переменных правила rnf .
Заменим в формулах βij(θk) и βi(θk) переменные x1, . . . , xn на переменные

p1, . . . , pn. Теперь мы можем проверять истинность формул βij(θk) и βi(θk) на
элементах 〈Chn, V0〉.

Определим формулу

βij(θk)
+ := (βij(θk) ∨ (¬ρ∼(θk) ∧ ρ(i,j)

T )) ∧ ¬♦J
i−j
T (�∼

∨
θm∈M(i−1)

βi−1(θm)).

Обозначим через w≤i фрейм длины i+ 1, порожденный элементом w, т.е.
w≤i = {C(w)RTC+1RT . . . RTC+i}.

Утверждение 4.5. ∀w ∈ WChn если (Chn, w) |=V0
βij(θk)

+, тогда
1) ровно через J i − j + 1

”
шаг“ по отношению RT из w достижим эле-

мент x такой, что (Chn, x) |=V0
�∼
∨
θm∈M(i) βi(θm);
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2) ∀y ∈ w≤J i−j выполняется

(Chn, y) 6|=V0

d+1∨
l=0

∨
θm∈M(l)

βl(θm).

Доказательство. 1) Пусть (Chn, w) |=V0
βij(θk)

+, тогда по определению
βij(θk)

+ имеем (Chn, w) |=V0
βij(θk) ∨ (¬ρ∼ ∧ ρ(i,j)

T ). По определению формулы
βij(θk) и ρ

(i,j)
T на элементе w истинна формула ♦J

i−j+1
T (�∼

∨
θm∈M(i) βi(θm)).

Следовательно, через J i − j + 1
”
шаг“ по отношению RT из w достижим

элемент x ∈ C(x), на котором истинна формула �∼
∨
θm∈M(i) βi(θm).

2) Пусть (Chn, w) |=V0
βij(θk)

+, и существует элемент y ∈ w≤J
i−j такой,

что (Chn, y) |=V0

∨
θm∈M(l) βl(θm) для произвольного l.

1. Если l < i, тогла по построению формулы βl(θm) выполняется
(Chn, y) |=V0

♦T (�∼
∨
θm∈M(l+1) βl+1(θm)). Тогда, по определению истинности

оператора ♦T и строению формулы βl(θm), существует элемент x ∈ C+1 :

C(y)RTC+1 такой, что (Chn, x) |=V0
�∼
∨
θm∈M(l+1) βl+1(θm).

Формула βl+1(θm) содержит в качестве подформулы формулу
♦T (�∼

∨
θm∈M(l+2) βl+2(θm)). Тогда, по определению истинности оператора ♦T

и строению формулы βl+1(θm), существует элемент x ∈ C+2 : C+1RTC+2 та-
кой, что (Chn, x) |=V0

�∼
∨
θm∈M(l+2) βl+2(θm).

Продолжая аналогичные рассуждения, легко показать, что существует
элемент z ∈ C+(i−l−1) такой, что (Chn, x) |=V0

�∼
∨
θm∈M(i−1) βi−1(θm). Также

нейдется x ∈ C+(i−l) : C+(i−l−1)RTC+(i−l), на котором при означивании V0 ис-
тинна формула �∼

∨
θm∈M(i) βi(θm). Из п. 1) Утверждения 4.5 следует, что x

достижим из w за J i−j+1
”
шаг“ по отношению RT . Таким образом, элемент

z достижим из w за J i − j
”
шагов“. Тогда, по определению истинности опе-

ратора ♦T выполняется (Chn, w) |=V0
♦J

i−j
T (�∼

∨
θm∈M(i−1) βi−1(θm)). Однако,

по определению βij(θk)
+ имеем (Chn, w) |=V0

¬♦J
i−j
T (�∼

∨
θm∈M(i−1) βi−1(θm)),

и получаем противоречие. Тогда, для любого элемента y ∈ w≤J i−j выполня-
ется (Chn, y) 6|=V0

∨d+1
l=0

∨
θm∈M(l) βl(θm).

2. Если l ≥ i, тогда из строения формулы βl(θm) имеем, что через d− l+1

”
шаг“ по отношению RT из y достижим элемент z : (Chn, z) |=V0

βd+1(θa).
Строение формулы βd+1(θa) и определение истинности оператора �T требуют
выполнение формулы �∼θa на последовательности из J R∼-сгустков, где
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J = d+max{J0, . . . , Jd}. Так как (J i − j + 1) + (d− i+ 1) < J и
d−l+1 ≤ d−i+1, то ровно через (J i−j+1)+(d−i)

”
шагов“ по отношению RT

из w достижим сгусток C такой, что ∀x ∈ C выполняется (Chn, x) |=V0
�∼θa.

ТогдаM(d) = {θa}, что противоречит выполнению п.п. 4) и 5) Леммы 4.3.

Из Утверждения 4.5 вытекает

Следствие 4.1. ∀w ∈ WChn если (Chn, w) |=V0
βij(θk)

+, тогда

(Chn, w) 6|=V0

∨
m 6=i&l 6=j

βml (θk)
+.

Зададим формульные множества S(θk), где θk ∈ Pr(rnf):

S(θk) = {w ∈ WChn|(Chn, w) |=V0
ψk},

где

ψk :=
d+1∨
i=1

βi(θk) ∨
d∨
l=0

J l∨
j=1

βlj(θk)
+,

для всех k 6= a;

S(θa) = ¬(
∨
k 6=a

ψk).

Другими словами, если выполняется (Chn, w) |=V0
βi(θk), или ровно через

J i− j+ 1 (1 ≤ j ≤ max{J0, . . . , Jd})
”
шаг“ по отношению RT из w достижим

элемент x такой, что (Chn, x) |=V0
�∼
∨
θm∈M(i) βi(θm), то w принадлежит

некоторому множеству S(θk), θk ∈ Pr(rnf). Если же ни одна из формул βi(θk),
βlj(θk)

+ не истинна на элементе w, то w ∈ S(θa).
Из строения формул βi(θk), Утверждения 4.5 и Следствия 4.1 выполняется

Следствие 4.2. ∀w ∈ WChn существует единственное множество S(θk)

такое, что w ∈ S(θk).

Теперь зададим означивание S0 переменных x1, . . . , xn правила rnf на Chn
с помощью формульных множеств S(θk).
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S0(xi) = V0(
∨
x0
i∈θk

ψk). (4.4)

Запись x0
i ∈ θk означает, что если w |= θk, то w |= xi. То есть переменная

xi входит в формулу θk без отрицания.
Покажем теперь, что правило вывода rnf опровергается на новой модели

〈Chn, S0〉. Достаточно проверить следующие условия:
1) ∀w ∈ WChn : (Chn, w) |=S0

θk,
2) ∃w ∈ WChn : (Chn, w) 6|=S0

x1.

Утверждение 4.6. ∀w ∈ WChn выполняется

w ∈ S(θk)⇒ (Chn, w) |=S0
θk.

Доказательство. 1. Пусть w ∈ S(θk) и (Chn, w) |=V0
βi(θk). Тогда:

а) из строения формулы βi(θk) и подформулы ρi∼ следует ∀z ∈ C(w) :

(Chn, z) |=V0
βi(θm) для некоторого θm ∈ M(i). Из определения множеств

S(θm) имеем, что каждый элемент z сгустка C(w) принадлежит одному из
множеств S(θm), где θm ∈M(i). Из 4.4 получаем, что для каждого элемента
z ∈ C(w) выполняется (Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θm

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θm

x1
i , для некоторого

θm ∈M(i).
По Утверждению 4.3 для каждого элемента z′ ∈ Ci ⊂ WFSP выполняется

(FSP , z′) |=V βi(θm), для некоторого θm ∈ M(i). В том числе существует
w′ такой, что (FSP , w′) |=V βi(θk). Тогда (FSP , z′) |=V

∧
x0
i∈θm

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θm

x1
i

и (FSP , w′) |=V

∧
x0
i∈θk

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θk

x1
i . Следовательно, для любого элемента

z ∈ C(w) ⊂ WChn найдетсяz′ ∈ Ci ⊂ WFSP такой, что (Chn, z) |=S0
xi ⇔

(FSP , z′) |=V xi.
б) из строения βi(θk) и подформулы ρiT следует ∀z ∈ C+1C(w)RTC+1 :

(Chn, z) |=V0
βi+1(θl) для некоторого θl ∈ M(i + 1). Следовательно, по опре-

делению множеств S(θl), каждый элемент z сгустка C+1 принадлежит некото-
рому множеству S(θl). Тогда по 4.4 имеем, что для каждого элемента z ∈ C+1

выполняется (Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θl

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θl

x1
i , для некоторого θm ∈M(i+1).

Также для каждого z′ ∈ Ci+1 ⊂ WFSP выполняется (FSP , z′) |=V βi+1(θl),
для некоторого θl ∈ M(i + 1). Тогда по определению формулы θl имеем
(FSP , z′) |=V

∧
x0
i∈θl

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θl

x1
i . И для любого элемента z ∈ C+1 ⊂ WChn
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найдется z′ ∈ Ci+1 ⊂ WFSP такой, что ((Chn, z) |=S0
xi ⇔ (FSP , z′) |=V xi.

Так как C(w)RTC+1, CiRSP
T Ci+1, и временная модальная степень каждой

формулы θk равна 1, то истинность формулы θk на элементе w зависит только
от означивания переменных на сгустках C(w) и C+1, а на элементе w′ на
сгустках Ci и Ci+1. Таким образом, (Chn, w) |=S0

θk ⇔ (FSP , w′) |=V θk и
(Chn, w) |=S0

θk.
2. Пусть теперь w ∈ S(θk) и (Chn, w) |=V0

βij(θk)
+. Из определения форму-

лы βij(θk)
+ следует, что ∀z ∈ C(w) также выполняется (Chn, z) |=V0

βij(θk)
+.

Тогда по определению множеств S(θk) имеем ∀z ∈ C(w) : z ∈ S(θk). Из 4.4
следует, что (Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θk

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θk

x1
i .

По Утверждению 4.4 для w′ = wi
j ⊂ WFSP верно (FSP , w′) |=V βij(θk) и

(FSP , w′) |=V θk, следовательно, (FSP , w′) |=V

∧
x0
i∈θk

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θk

x1
i . Тогда для

любого z ∈ C(w) ⊂ WChn верно (Chn, z) |=S0
xi ⇔ (FSP , w′) |=V xi.

Рассмотрим сгусток C+1 : C(w)RTC+1. Элемент x, который удовлетворяет
условию (Chn, x) |=V0

�∼
∨
θm∈M(i) βi(θm) достижим из любого z ∈ C+1 ровно

через J i − j
”
шагов“ по отношению RT . Тогда по определению истинности

оператора ♦T выполняется (Chn, z) |=V0
♦J

i−j
T (�∼

∨
θm∈M(i) βi(θm)).

Так как (Chn, w) |=V0
¬♦J

i−j
T (�∼

∨
θm∈M(i−1) βi−1(θm)), то ∀z ∈ C+1 :

имеет место (Chn, z) |=V0
¬♦J

i−j−1
T (�∼

∨
θm∈M(i−1) βi−1(θm)). И ∀z ∈ C+1

верно (Chn, z) |=V0
βij+1(θm)+. Тогда по определению множеств S(θm) име-

ем z ∈ S(θm), для θm ∈ M(i, j + 1). Следовательно, по 4.4 получаем
(Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θm

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θm

x1
i .

По Утверждению 4.4 для w′ = wi
j+1 ⊂ WFSP верно (FSP , w′) |=V β

i
j+1(θm)

и (FSP , w′) |=V θm. Тогда по определению формулы θk имеет место
(FSP , w′) |=V

∧
x0
i∈θm

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θm

x1
i . И для любого элемента z ∈ C+1 ⊂ WChn

справедливо (Chn, z) |=S0
xi ⇔ (FSP , w′) |=V xi.

Учитывая, что временная модальная степень каждой формулы θk равна
1, получаем (Chn, w) |=S0

θk ⇔ (FSP , w′) |=V θk и (Chn, w) |=S0
θk.

3. Пусть w ∈ S(θa) и (Chn, w) |=V0
βd+1(θa), тогда по 4.4 справедливо

(Chn, w) |=S0

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θa

x1
i . Строение формулы βd+1(θa) и определение

истинности оператора �T требуют выполнение формулы �∼θa на последова-
тельности из J R∼-сгустков, где J = d+max{J0, . . . , Jd}, тогда

a) либо ∀z : (wRTz) выполняется (Chn, z) |=V0
βd+1(θa);

b) либо ∀z ∈ C(w) : (Chn, z) |=V0
βd+1(θa) и ∀y ∈ C+1 :
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(Chn, y) |=V0

∧d+1
i=1

∧
θm∈M(i) ¬βi(θm) ∧

∧d
i=0

∧J i

j=1 ¬βij(θh)+.
По определению множествa S(θa), в обоих случаях ∀z : (wRTz) имеет

место z ∈ S(θa). Тогда по 4.4 выполняется (Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θa

x1
i .

Из Утверждению 4.1 и строения формулы βd+1(θa) следует, что
(FSP ,@) |=V

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θa

x1
i . Тогда для любого элемента z : (wRTz)

выполняется (Chn, z) |=S0
xi ⇔ (FSP ,@) |=V xi.

Так как временная модальная степень каждой формулы θk равна 1, и
@RSP

T @, то (Chn, w) |=S0
θa ⇔ (FSP ,@) |=V θa. Тогда (Chn, w) |=S0

θa.
4. Рассмотрим ситуацию, когда элемент w принадлежит множеству S(θa)

и (Chn, w) |=V0

∧d+1
i=0

∧
θm∈M(i) ¬βi(θm) ∧

∧d
i=0

∧J i

j=1 ¬βij(θh)+.
а) Пусть ∀y ∈ C+1 : C(w)RTC+1 выполняется (Chn, y) |=V0

βi1(θa). То есть
элемент x такой, что (Chn, x) |=V0

�∼
∨
θm∈M(i) βi(θm) достижима из w ровно

через J i+1
”
шаг“ по отношению RT . Тогда по определению множества S(θa)

имеем y ∈ S(θa), и по 4.4 выполняется (Chn, y) |=S0

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θa

x1
i .

По определению формулы
∧d+1
i=0

∧
θm∈M(i) ¬βi(θm) ∧

∧d
i=0

∧J i

j=1 ¬βij(θh)+,

∀z ∈ C(w) верно (Chn, z) |=V0

∧d+1
i=0

∧
θm∈M(i) ¬βi(θm) ∧

∧d
i=0

∧J i

j=1 ¬βij(θh)+.
Тогда z ∈ S(θa) и по 4.4 имеем (Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θa

x1
i .

По Утверждению 4.4 и строению формул βi1(θa), βi2(θa), имеет место
(FSP , wi

1) |=V

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θa

x1
i и (FSP , wi

2) |=V

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧
∧
x0
i /∈θa

x1
i .

Тогда ∀z ∈ C(w) ⊂ WChn выполняется (Chn, z) |=S0
xi ⇔ (FSP , wi

1) |=V xi

и ∀y ∈ C+1 : C(w)RTC+1 выполняется (Chn, y) |=S0
xi ⇔ (FSP , wi

2) |=V xi.
Учитывая, что временная модальная степень каждой формулы θk равна

1, то (Chn, w) |=S0
θa ⇔ (FSP , wi

1) |=V θa. Следовательно, (Chn, w) |=S0
θa.

б) Пусть ∀y ∈ C+1 : (C(w)RTC+1) выполняется
(Chn, y) |=V0

∧d+1
i=0

∧
θm∈M(i) ¬βi(θm) ∧

∧d
i=0

∧J i

j=1 ¬βij(θh)+. Проводя анало-
гичные рассуждения, имеем, что (Chn, w) |=S0

θa ⇔ (FSP ,@) |=V θa и
(Chn, w) |=S0

θa.

Утверждение 4.7. ∃w ∈ WChn : (Chn, w) |=S ¬x1.

Доказательство. Из п. 1) Леммы 4.3 следует, что ¬x1 ∈ θk, для некото-
рого θk ∈ Pr(rnf). По построению n-характеристической модели 〈Chn, V0〉
найдется элемент w ∈ Chn такой, что (Chn, w) |=V0

∨d+1
i=0 βi(θk). Тогда по

определению множеств S(θk) получаем, что w ∈ S(θk). По Утверждению 4.6
следует, что (Chn, w) |=S0

θk. Следовательно, (Chn, w) |=S0
¬x1.
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Из вышесказанного следует, что при означивании S0 на каждом элементе
Chn истинна посылка rnf , и существуют элементы, на которых опровергается
заключение. Таким образом, rnf не допустимо в логике LTKr.

Из Леммы 4.3 и Леммы 4.4 следует, что для произвольного правила rnf в
редуцированной нормальной форме можно за конечное число шагов опреде-
лить, допустимо rnf в логике LTKr или нет. Таким образом, справедлива

Теорема 4.1. Логика LTKr разрешима относительно допустимости пра-
вил вывода.

Данная глава полностью посвящена поиску алгоритма распознавания до-
пустимых правил вывода логики LTKr. Проделанная работа стала основа-
нием сформулировать Теорему 4.1, выполнив тем самым, вторую основную
цель диссертации - исследовать вопрос разрешимости по допустимости пра-
вил вывода логики LTKr.
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Заключение

Интерес к изучению правил вывода много-модальных логик возрос с раз-
витием компьютерных наук. Исследование искусственного интеллекта требу-
ет языка, приспособленного для описания различных динамических систем.
Язык много-модальных логик, сочетающих модальности знания и времени,
отлично справляется с этой задачей. При этом, применение правил вывода
и секвентов предоставляют очень тонкий и выразительный аппарат для мо-
делирования мышления и вычислений. Однако, большинство известных ре-
зультатов в теории много-модальных логик получено для логик с транзитив-
ными отношениями достижимости, в то время, как нетранзитивные логики
остаются мало изученными. Связано это с тем, что стандартные техники ис-
следования, напрямую применимые в транзитивном случае, в нетранзитив-
ном случае напрямую не применимы и требуют существенной переработки
алгоритмов исследования. Поэтому полученные результаты могут быть по-
лезны при дальнейшем изучении нетранзитивных много-модальных логик и
допустимых правил вывода. Кроме того, они могут иметь приложение при
разработке искусственного интеллекта и computer science.

Главный теоретический результат диссертации состоит в доказательстве
разрешимости относительно допустимости правил вывода много-модальной
логики знания и времени LTKr с интранзитивным отношением времени. Ал-
горитм доказательства, используемый в работе, может быть применен для
исследования допустимых правил вывода других нетранзитивных логик.

Дальнейшие исследования также связаны с изучением свойств много-
модальных нетранзитивных логик. В частности, планируется доказать Гипо-
тезу 2.1, выдвинутую в §6, о конечной аксиоматизации логики LTKr. Также
интересным представляется вопрос унификации в случае много-модальных
нетранзитивных логик.
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