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ВВЕДЕНИЕ

Аналитические функции играют важную роль в математике и различных

науках точного естествознания, в частности, при моделировании многих физи-

ческих процессов, при разработке методов работы с данными и обработке циф-

ровых сигналов. Они составляют пласт математики, лежащий на стыке между

точными вычислениями и приближенными. Один из способов идентификации

аналитической функции основан на разложении ее в степенной ряд (подход

Вейерштрасса). На языке коэффициентов ряда можно описывать свойства ана-

литической функции, важнейшим из которых является свойство аналитической

продолжимости ряда за пределы его области сходимости. Такая проблематика

аналитического продолжения, а также описания связей между особенностями

степенных рядов и их коэффициентами активно исследовалась в прошлом сто-

летии в работах Адамара [1], Линделефа [2], Полиа [3], Сеге [4], Карлсона [5] и

многих других известных математиков (см. список литературы в книге Бибер-

баха [6]).

Наиболее эффективные и завершенные результаты были получены для

простых (одномерных) рядов, у которых коэффициенты ряда интерполируются

значениями ϕ(k) целой функции ϕ(z) на множестве натуральных чисел: k ∈ N

(см., например, [7], [8], [9]). Согласно лемме Абеля область сходимости одно-

мерного ряда – круговая, поэтому речь о продолжимости суммы степенного

ряда за пределы области сходимости можно вести на языке граничной дуги,

через которую возможно продолжение. Такая дуга называется дугой регулярно-

сти. Описание открытой дуги регулярности было сделано в статьях Аракеляна

[10], [11]. В терминах индикатрисы роста интерполирующей целой функции им

дан критерий для того, чтобы выбранная дуга единичной окружности была ду-

гой регулярности для рассматриваемого ряда.

Полиа получил условия для продолжимости ряда на всю комплексную

3



плоскость, кроме некоторой граничной дуги [12].

Также глубоко изучена проблема нахождения множеств сингулярных то-

чек ряда, т.е. точек, через которые сумма ряда не продолжается [13], [14], [6]. В

такой постановке указанной проблемы особое место занимает ситуация, когда

все граничные точки особые, то есть когда сумма ряда не продолжается через

границу своей области сходимости [15], [16]. В основном, примеры рядов, ана-

литически непродолжимых за пределы своего круга сходимости, относятся к

серии “сильно лакунарных” рядов, иными словами, у этих рядов “много” моно-

мов с нулевыми коэффициентами. Таковыми рядами являются следующие:

∞∑
n=0

zn!,
∞∑
n=0

z2n,
∞∑
n=0

zn
n

.

Еще в 1891г. Фредгольм [17] построил примеры “умеренно лакунарных” непро-

должимых рядов, причем представляющих бесконечно дифференцируемые функ-

ции в замыкании их круга сходимости. Эти ряды зависят от параметра a и они

имеют вид

∞∑
n=0

anzn
2

, 0 < a < 1.

Здесь степень n2 имеет порядок роста 2 относительно индекса суммирования

n, поэтому будем говорить, что ряды Фредгольма имеют порядок лакунарности

два. Наиболее общий результат о непродолжаемых рядах в терминах лакунар-

ности принадлежит Фабри (см. [18] или [6]). Он состоит в том, что если моно-

тонно возрастающая последовательность натуральных чисел mn растет быстрее

n (т. е. n = o(mn)) , то существует ряд вида

∞∑
n=0

anz
mn,

сходящийся в единичном круге и непродолжаемый за его пределы.

Следует заметить, что обозначенный выше подход к исследованию про-

блемы аналитического продолжения в основном был реализован для степенных
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рядов одного переменного. Между тем, в многомерной теории степенных ря-

дов в этой области исследований много вопросов оставались открытыми до

недавнего времени. Актуальность таких исследований мотивируется как внут-

ренними запросами многомерного комплексного анализа, так и приложениями

в математической физике, например, в квантовой теории поля [19] и термоди-

намике [20],[21].

Целью настоящей работы является нахождение многомерных аналогов

теорем Аракеляна и Полиа об аналитическом продолжении степенного ряда

через куски из границы его области сходимости, описание условия продолжи-

мости степенного ряда, коэффициенты которого интерполируются значениями

целой или мероморфной функции, построение многомерных феноменов Фред-

гольма умеренно лакунарных степенных рядов с естественными границами сво-

их областей сходимости.

Методы исследования

В основе исследования лежат методы многомерного комплексного ана-

лиза, в частности, используются техника интегральных представлений (Коши,

Меллина, Линделефа), аппарат многомерных вычетов и свойства степенных ря-

дов.

Важную роль играют интерполяции коэффициентов степенного ряда зна-

чениями аналитических функций таких классов, как целые функции экспонен-

циального типа или специальные мероморфные функций. В связи с этим ис-

пользовалась информация о росте интерполирующих функций, т.е. фрагменты

комплексной теории потенциала.

В вопросе об естественной границе области сходимости используется идея

феномена Ковалевской об аналитической неразрешимости задачи Коши для урав-

нения теплопроводности, поставленной по температурным начальным данным.
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Теоретическая и практическая ценность

Основные результаты являются новыми. Они имеют теоретический харак-

тер и могут быть использованы в многомерном комплексном анализе, в теории

потенциалов, а также в таких разделах математической физики как термодина-

мика и квантовая теория поля.

Апробация результатов

Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на

1) красноярском городском научном семинаре по комплексному анализу и ал-

гебраической геометрии (Сибирский федеральный университет, 2012-2015 гг.);

2) семинаре Института математики НАН Армении (2015 г.)

3) международном аспирантском форуме «Современная наука: тенденции раз-

вития, проблемы и перспективы» (Ереван, 2013 г.);

4) летней школе-конференции по алгебраической геометрии и комплексному

анализу для молодых ученых России (Ярославль, 2013 г.);

5) второй международной конференции математики в Армении: достижения и

перспективы (Цахкадзор, 2013 г.);

6) пятом российско-армянском совещании по математической физике, комплекс-

ному анализу и смежным вопросам (Ереван, 2014 г.);

7) международной конференции «Science of Future» (С.-Петербург, 2014 г.);

8) международной школе-конференции по многомерному комплексному анали-

зу и дифференциальным уравнениям (Красноярск, 2014 г.);

9) международной научной конференции студентов, аспирантов и молодых уче-

ных «Молодёжь и наука: проспект Свободный» (Красноярск, 2015 г.).

Публикации

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [46-55], из них

3 работы [46–48] в ведущих рецензируемых изданиях, рекомендованных ВАК,

другие 7 публикаций [49–55] составляют тезисы конференций.
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Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, двух глав основного содержания, За-

ключения и Приложения, в котором для удобства читателя приводятся необхо-

димые вспомогательные сведения. Список цитированной литературы состоит из

45 наименований, а список работ автора по теме диссертации — из 10 наимено-

ваний. Вся диссертация состоит из 78 страниц.

Первая глава посвящена аналитическим продолжениям одномерных сте-

пенных рядов. Речь идет об условиях аналитического продолжения (или непро-

должения) рядов через заданную дугу из граничной окружности. Для опреде-

ленности можно считать, что радиус круга сходимости ряда равен единице. Мы

выделяем 4 типа задач, связанных с дугой граничной окружности :

1) о продолжимости в сектор, определенного дугой;

2) о продолжимости в некоторую окрестность дуги;

3) о продолжимости на всю комплексную плоскость, кроме некоторой гра-

ничной дуги;

4) о непродолжимости через каждую граничную точку.

Задачи 1)-2) были исследованы Аракеляном, а 3) – Полиа. Ими были по-

лучены критерии для соответствующих продолжений рядов в терминах целых

функций, интерполирующих коэффициенты рядов.

В первом параграфе приводятся условия продолжимости степенного ряда,

у которого коэффициенты интерполируются значениями мероморфной функ-

ции. Вначале сформулируем упомянутые результаты Аракеляна и Полиа.

Рассматривается степенной ряд

f(z) =
∞∑
n=0

fnz
n (0.1)

переменного z ∈ C, имеющий своей областью сходимости единичный круг

D1 := {z ∈ C : |z| < 1}. Согласно теореме Коши-Адамара, это означает, что

lim
n→∞

n
√
|fn| = 1.
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Говорят, что целая функция ϕ интерполирует коэффициенты ряда (0.1),

если

ϕ(n) = fn для всех n ∈ N.

Напомним (см. Приложение П.1 или [22], [23]), что индикатор (индика-

триса роста) целой функции ϕ определяется пределом

hϕ(θ) = lim
r→∞

ln |ϕ(reiθ)|
r

, θ ∈ R.

Пусть ∆σ− сектор {z = reiθ ∈ C : |θ| ≤ σ}, σ ∈ [0, π). Через γσ обозначим

открытую дугу ∂D1 \∆σ.

Теорема ([24], [25]) Сумма ряда (0.1) аналитически продолжается в от-

крытый сектор C \ ∆σ тогда и только тогда, когда существует интерполи-

рующая коэффициенты fn целая функция экспоненциального типа ϕ(ζ) такая,

что

hϕ(θ) ≤ σ| sin θ| для |θ| < π

2
.

Говорят, что γσ является дугой регулярности для ряда (0.1), если он ана-

литически продолжается хотя бы в некоторую окрестность дуги γσ.

Теорема ([10], см. также [11]) Открытая дуга γσ = ∂D1 \ ∆σ является

дугой регулярности для ряда (0.1) тогда и только тогда, когда существует

интерполирующая коэффициенты целая функция экспоненциального типа ϕ(ζ),

у которой индикатриса роста hϕ(θ) удовлетворяет условиям: hϕ(0) = 0 и

lim
θ→0

hϕ(θ)

|θ|
≤ σ.

Задача 3) касается продолжения на всю комплексную плоскость, кроме

дуги ∂D1 ∩∆σ. Ответ для этой задачи дает следующая теорема Полиа.

Теорема ([12]) Для того, чтобы ряд (0.1) допускал аналитическое про-

должение в C, кроме быть может дуги ∂D1 ∩ ∆σ, необходимо и достаточно,
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чтобы существовала интерполирующая коэффициенты fn целая функция экс-

поненциального типа ϕ(ζ) такая, что

hϕ(θ) ≤ σ| sin θ| для |θ| ≤ π.

Как уже говорилось, в первом параграфе получены достаточные условия

для аналитической продолжимости степенного ряда (0.1) в рамках задач 1)-3).

Эти условия формулируются в терминах мероморфных интерполяций вида

ψ(ζ) = φ(ζ)

∏p
j=1 Γ(ajζ + bj)∏q
k=1 Γ(ckζ + dk)

, (0.2)

где φ(ζ) целая функция, aj ≥ 0, j = 1, ..., p, и

p∑
j=1

aj =

q∑
k=1

ck. (0.3)

Выбор интерполирующих функций (0.2) с условиями (0.3) мотивирован,

в частности, тем, что обратные преобразования меллина некоторых таких функ-

ций представляют класс неконфлуентных гипергеометрических функций [26].

Пусть

l =

q∑
k=1

|ck| −
p∑
j=1

aj.

Выражение

ϕ(ζ) := φ(ζ)

∏p
j=1 aj

ajζ∏q
k=1 |ck|

ckζ

назовем ассоциированной целой функцией для мероморфной функции (0.2).

Мы доказываем следующие утверждения.

Теорема 1.1. Сумма ряда (0.1) аналитически продолжается в откры-

тый сектор C \ ∆σ, если существует интерполирующая коэффициенты fn

мероморфная функция ψ(ζ) вида (0.2) такая, что индикатор ассоциированной

с ψ(ζ) целой функции ϕ(ζ) удовлетворяет условиям:

1) hϕ(0) = 0, 2) max{hϕ(−π
2

) +
π

2
l, hϕ(

π

2
) +

π

2
l} ≤ σ.
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Теорема 1.2. Сумма ряда (0.1) аналитически продолжается в C\ (∂D1∩∆σ),

если существует интерполирующая коэффициенты fn мероморфная функция

ψ(ζ) вида (0.2) такая, что индикатор ассоциированной с ψ(ζ) целой функции

ϕ(ζ) удовлетворяет условию

hϕ(θ) +
π

2
l| sin θ| ≤ σ| sin θ| для |θ| ≤ π.

Теорема 1.3. Открытая дуга γσ = ∂D1 \∆σ является дугой регулярности

для ряда (0.1), если существует интерполирующая коэффициенты fn меро-

морфная функция ψ(ζ) вида (0.2) такая, что индикатор ассоциированной с

ψ(ζ) целой функции ϕ(ζ) удовлетворяет условиям

1) hϕ(0) = 0, 2) lim
θ→0

hϕ(θ)

|θ|
+
π

2
l ≤ σ.

Во втором параграфе приводятся примеры, которые показывают целесо-

образность интерполяции коэффициентов мероморфными функциями. Один из

таких примеров представляет ряд

f(z) =
∞∑
n=0

(2n− 2)(2n− 5)...(2n− 3(n+ 2))

2
2
3nn!

zn,

коэффициенты которого интерполируются мероморфной функцией

ψ(ζ) =
3ζ−1

2
2
3ζ

Γ(2
3ζ + 1

3)

Γ(ζ + 1)Γ(−1
3ζ + 4

3)
.

Ассоцированная с ней целая функция ϕ(z) равна

ϕ(ζ) :=
3ζ−1

2
2
3ζ

(2
3)

2
3ζ

| − 1
3 |

1
3ζ
≡ 1

3
,

а l = 1 + 1
3 −

2
3 = 2

3 . Согласно Теореме 1.1 рассматриваемый ряд продолжается в

открытый сектор C \∆π
3
.

10



В третьем параграфе речь идет о задаче 4). Там строится семейство “уме-

ренно лакунарных” непродолжимых рядов, суммы которых представляют бес-

конечно дифференцируемые функции в замыкании их круга сходимости.

Один из основных результатов этого параграфа составляет Теорема 1.4.

Она показывает, что пример Фредгольма можно усилить, уменьшая степенной

порядок лакунарности с 2 до 1 + ε, где ε — произвольное положительное число.

Ее точная формулировка следующая:

если возрастающая последовательность натуральных чисел nk удовле-

творяет неравенствам const × k2 ≥ nk ≥ const × k1+ε, где ε > 0 , то

степенной ряд
∞∑
k=0

akznk, 0 < a < 1

не продолжается за пределы единичного круга и представляет бесконечно диф-

ференцируемую функцию в замыкании круга.

Во второй главе рассматриваются вопросы о продолжимости кратных

степенных рядов. Для кратных степенных рядов имеется гораздо меньше ре-

зультатов об описании сингулярных подмножеств на границе области сходимо-

сти или, что то же самое, об описании подмножеств границы, через которые

аналитически продолжаются такие ряды. В первом параграфе на случай крат-

ных степенных рядов распространяется результат Аракеляна [10] о дуге регу-

лярности, сформулированный выше.

Рассмотрим n-кратный степенной ряд

f(z) =
∑
k∈Nn

fkz
k, (0.4)

со свойством

lim
|k|→∞

|k|
√
|fk|Rk = 1, (0.5)

где Rk = Rk1
1 ...R

kn
n , а |k| = k1 + ... + kn. Согласно многомерной теореме Коши-

Адамара ([27], раздел 7), указанное в (0.5) свойство выражает тот факт, что Rj
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составляют набор радиусов поликруга сходимости ряда (0.4).

Подмножество G из границы области сходимости ряда (0.4) назовем мно-

жеством регулярности для ряда (0.4), если сумма ряда аналитически продол-

жается через любую точку этого множества.

Пусть Dρ(a) := {z ∈ C : |z − a| < ρ}− открытый круг с центром a ∈ C

и радиуса ρ > 0. Обозначим Dρ := Dρ(0), а для σ ∈ (0, π] через γσ,ρ обозначим

открытую дугу ∂Dρ \∆σ.

В многомерной ситуации нет универсального определения индикатрисы

роста целой функции. Более того, часто информацию о росте целой функции

выражают в геометрических терминах. Следуя Иванову [28] (см. также [22],

гл. 3, §3), введем следующее множество, в котором неявно отражается понятие

индикатрисы целой функции ϕ(z) ∈ O(Cn):

Tϕ(θ) = {ν ∈ Rn : ln |ϕ(reiθ)| ≤ ν1r1 + ...+ νnrn + Cν,θ},

где неравенство выполняется для любого r ∈ Rn
+ при некоторой константе Cν,θ.

Здесь reiθ− это вектор (r1e
iθ1, ..., rne

iθn). Таким образом, Tϕ(θ)− это множество

линейных мажорант (с точностью до сдвига Cν,θ)

ν = ν(r) = ν1r1 + ...+ νnrn

для логарифма модуля функции ϕ.

Определим множество

Mϕ(θ) := {ν ∈ Rn : ν + ε ∈ Tϕ(θ), ν − ε /∈ Tϕ(θ) для любого ε ∈ Rn
+},

которое можно назвать граничным множеством линейных мажорант.

Пусть D ⊂ Cn− область сходимости ряда (0.4). Введем семейство

G =
⋃
R

γσ,R =
⋃
R

(γσ1,R1
× ...× γσn,Rn) ⊂ ∂D (0.6)

полидуг γσ,R, где R пробегает поверхность сопряженных радиусов сходимости

ряда (0.4), а σ = σ(R) = (σ1(R), ..., σn(R)).
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Теорема 2.1. Семейство G полидуг (0.6) является множеством регулярно-

сти для ряда (0.4) тогда и только тогда, когда существует интерполирующая

коэффициенты fk целая функция ϕ(z) такая, что:

1) 0 ∈MRzϕ(0),

2) существует вектор-функция νR(θ) со значениями в MRzϕ(θ), для которой

lim
(θ1,..ĵ..,θn)→0

lim
θj→0

νj(θ)

|θj|
≤ σj(R), j = 1, ..., n.

Во втором параграфе второй главы приводятся условия продолжимости

ряда в секториальную область посредством интерполяций коэффициентов целой

или мероморфной функцией.

Обозначим

Tϕ :=
⋂

θj=±π2

Tϕ(θ1, ..., θn),

Mϕ := {ν ∈ [0, π]n : ν + ε ∈ Tϕ, ν − ε /∈ Tϕ для любого ε ∈ Rn
+}.

Пусть G — секториальное множество вида

G =
⋃
ν∈Mϕ

Gν, (0.7)

где

Gν = (C \∆ν1)× ...× (C \∆νn).

Теорема 2.2. Сумма ряда (0.4) аналитически продолжается в сектори-

альную область G вида (0.7), если найдется интерполирующая коэффициенты

fk целая функция ϕ(ζ) экспоненциального типа и вектор-функция ν(θ), задан-

ная на кубе [−π
2 ,

π
2 ]n и принимающая значения в Mϕ(θ), для которых

νj(θ) ≤ a| sin θj|+ b cos θj, j = 1, ..., n,

с некоторыми константами a ∈ [0, π), b ∈ [0,∞).

В качестве примера рассматривается двойной степенной ряд
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f(z1, z2) =
∑

k1,k2∈N2

cos
√
k1k2 z

k1
1 z

k2
2 , (0.8)

коэффициенты которого интерполируются значениями целой функции

ϕ(ζ1, ζ2) = cos
√
ζ1ζ2.

Согласно Теореме 2.2 ряд (0.8) продолжается в секториальную область (0.7),

где ν пробегает часть гиперболы ν1ν2 = 1
4 :

Mϕ = {ν ∈ [0, π]2 : ν1ν2 =
1

4
}.

В четвертом заключительном параграфе построены двойные степенные

ряды, которые не продолжаются за пределы единичного бикруга

U 2 = {(z1, z2) : |z1| < 1, |z2| < 1}

и бесконечно дифференцируемы в Ū 2 \T 2, где T 2 = {(z1, z2) : |z1| = 1, |z2| = 1}.

Эти ряды имеют вид ∑
(k1,k2)∈A

z1
k1z2

k2,

где A = {(k1, k2) ∈ Z+
2 : k2 ≥ k1

1+ε} ∪ {(k1, k2) ∈ Z+
2 : k1 ≥ k2

1+ε}, ε > 0.
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ГЛАВА 1. Аналитическое продолжение

одномерных степенных рядов

1.1 Продолжение путем мероморфных интерполяций

коэффициентов

Рассмотрим степенной ряд

f(z) =
∞∑
n=0

fnz
n (1.1)

переменного z ∈ C, имеющий своей областью сходимости единичный круг

D1 := {z ∈ C : |z| < 1}. Согласно теореме Коши-Адамара, это означает, что

lim
n→∞

n
√
|fn| = 1. (1.2)

Скажем, что функция ϕ интерполирует коэффициенты ряда (1.1), если

ϕ(n) = fn для всех n ∈ N. (1.3)

Напомним (см., например, [22]), что индикатор (индикатриса роста) целой

функции ϕ определяется пределом

hϕ(θ) = lim
r→∞

ln |ϕ(reiθ)|
r

, θ ∈ R.

Пусть ∆σ− сектор {z = reiθ ∈ C : |θ| ≤ σ}, σ ∈ [0, π). Через γσ обозначим

открытую дугу ∂D1 \∆σ.

В качестве интерполирующих мероморфных функций будем брать функ-

ции вида

ψ(ζ) = φ(ζ)

∏p
j=1 Γ(ajζ + bj)∏q
k=1 Γ(ckζ + dk)

, (1.4)

где φ(ζ) — целая функция, aj ≥ 0, j = 1, ..., p, и
p∑
j=1

aj =

q∑
k=1

ck. (1.5)
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Выбор интерполирующих функций (1.4) с условиями (1.5) мотивирован, в

частности, тем, что обратные преобразования Меллина некоторых таких функ-

ций представляют класс неконфлюэнтных гипергеометрических функций [26].

1.1.1 Условия продолжимости в сектор

Обозначим

l :=

q∑
k=1

|ck| −
p∑
j=1

aj.

Выражение

ϕ(ζ) := φ(ζ)

∏p
j=1 aj

ajζ∏q
k=1 |ck|

ckζ
(1.6)

назовем ассоциированной целой функцией для мероморфной функции (1.4).

Теорема 1.1. Сумма ряда (1.1) аналитически продолжается в открытый

сектор C \ ∆σ, если существует интерполирующая коэффициенты fn меро-

морфная функция ψ(ζ) вида (1.4) такая, что индикатор ассоциированной с ней

целой функции ϕ(ζ) удовлетворяет условиям:

1) hϕ(0) = 0, 2) max{hϕ(−π
2

) +
π

2
l, hϕ(

π

2
) +

π

2
l} ≤ σ.

Доказательство. Вначале докажем Теорему 1.1 в случае, когда все ck по-

ложительные, то есть когда l = 0. В этом случае утверждение принимает следу-

ющий вид:

сумма ряда (1.1) аналитически продолжается в открытый сектор C\∆σ,

если существует интерполирующая коэффициенты fn мероморфная функция

ψ(ζ) вида (1.4) такая, что индикатор ассоциированной с ней целой функции

ϕ(ζ) удовлетворяет условиям

1) hϕ(0) = 0, 2) max{hϕ(−π
2

), hϕ(
π

2
)} ≤ σ. (1.7)
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Пусть ϕ — целая функция вида (1.6), индикатор которой удовлетворяет

условиям (1.7). Покажем, что ряд (1.1) продолжается в открытый сектор C\∆σ.

Определение индикатора hϕ равносильно неравенству

|ϕ(reiθ)| ≤ ehϕ(θ)r+o(r) для θ ∈ R,

где o(r)− бесконечно малая величина относительно r при r →∞.

Нам потребуется свойство тригонометрической выпуклости индикатора

целой функции экспоненциального типа (см. Приложение, П.1):

hϕ(θ) sin (θ2 − θ1) ≤ hϕ(θ1) sin (θ2 − θ) + hϕ(θ2) sin (θ − θ1),

где θ1 < θ < θ2 и θ2 − θ1 < π. Полагая в этом неравенстве θ1 = 0, θ2 = α,

либо θ1 = −α, θ2 = 0, получим, что при hϕ(0) = 0 и α ∈ (0, π) выполняется

неравенство

hϕ(θ) ≤ cα| sin θ| для |θ| ≤ α

с коэффициентом

cα =
1

sinα
max{hϕ(α), hϕ(−α)}.

Если в полученной оценке для hϕ(0) = 0 взять α = π
2 , то в предположении

(1.7) получаем следующую оценку на рост функции ϕ:

|ϕ(reiθ)| ≤ eσ| sin θ|r+o(r) для |θ| ≤ π

2
.

С учетом вида (1.6) отсюда следует неравенство

|φ(reiθ)|
∏p

j=1 |a
ajre

iθ

j |∏q
k=1 |c

ckreiθ

k |
≤ eσ| sin θ|r+o(r) для |θ| ≤ π

2
,

которое в терминах комплексного переменного ζ = ξ + iη = r(cos θ + i sin θ)

можно переписать так:

|φ(ζ)| ≤

(∏p
j=1 |a

ajζ
j |∏q

k=1 |c
ckζ
k |

)−1

eσ|η|+o(|ζ|) для ζ ∈ ∆π
2
. (1.8)
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Нам потребуется следующее утверждение.

Лемма 1. Для ζ ∈ ∆π
2

справедлива асимптотическая оценка∣∣∣∣∣
∏p

j=1 Γ(ajζ + bj)∏q
k=1 Γ(ckζ + dk)

∣∣∣∣∣ ≤
∏p

j=1 |a
ajζ
j |∏q

k=1 |c
ckζ
k |

eo(|ζ|), при |ζ| → ∞. (1.9)

Доказательство. При больших |ζ| справедливо двустороннее неравенство

|aζ|aξ(1− |b|
|aζ|

)|aζ|e−aη arg(ζ) ≤ |aζ + b|aξ ≤ |aζ|aξ(1 +
|b|
|aζ|

)|aζ|e−aη arg(ζ).

Из него на основе формулы Стирлинга (применимой в правой полуплоскости

∆π
2
, поскольку aj, ck > 0) получаем, что∏p

j=1 |Γ(ajζ + bj)|∏q
k=1 |Γ(ckζ + dk)|

∼
∏p

j=1 |(ajζ + bj)
(ajζ+bj)e−(ajζ+bj)(2π(ajζ + bj))

1
2 |∏q

k=1 |(ckζ + dk)(ckζ+dk)e−(ckζ+dk)(2π(ckζ + dk))
1
2 |
≤

≤
∏p

j=1 |ajζ|ajξ(1 +
|bj |
|ajζ|)

|ajζ|e−ajη arg(ζ)|(ajζ + bj)
bje−(ajζ+bj)(2π(ajζ + bj))

1
2 |∏q

k=1 |ckζ|ckξ(1−
|dk|
|ckζ|)

|ckζ|e−ckη arg(ζ)|(ckζ + dk)dke−(ckζ+dk)(2π(ckζ + dk))
1
2 |
≤

≤
∏p

j=1 |a
ajζ
j |∏q

k=1 |c
ckζ
k |
|ζξ(

∑p
j=1 aj−

∑q
k=1 ck)||e−ζ(

∑p
j=1 aj−

∑q
k=1 ck)|×

×
∏p

j=1 (1 +
|bj |
|ajζ|)

ajξe−ajη arg(ζ)∏q
k=1 (1− |dk|

|ckζ|)
ckξe−ckη arg(ζ)

×
∏p

j=1 |ajζ + bj|bje−bj |2π(ajζ + bj)|
1
2∏q

k=1 |ckζ + dk|dke−dk|2π(ckζ + dk)|
1
2

.

Отсюда, с учетом (1.5), приходим к оценке вида

∣∣∣∣∣
∏p

j=1 Γ(ajζ + bj)∏q
k=1 Γ(ckζ + dk)

∣∣∣∣∣ ≤
∏p

j=1 |a
ajζ
j |∏q

k=1 |c
ckζ
k |
|Aζ +B|C ,

где A,B и C некоторые константы (независимые от ζ величины). Учитывая

тривиальные неравенста |Aζ +B|C = eln |Aζ+B|C и

lim
|ζ|→∞

ln |Aζ +B|C

|ζ|
= 0,
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получаем |Aζ +B|C = eo(|ζ|) при ζ →∞, т.е. утверждение леммы.

Из неравенств (1.8), (1.9) для мероморфной функции ψ(ζ), определенной

формулой (1.4), имеем

|ψ(ζ)| ≤ eσ|η|+o(|ζ|) для ζ ∈ ∆π
2
. (1.10)

Введем вспомогательную функцию

g(ζ, z) :=
zζ

e2πiζ − 1
,

где ζ = ξ + iη, z = x + iy. Эта функция мероморфна по переменной ζ из C и

голоморфна по переменной z из C \ R+.

Обозначим D∗ := ∪m∈ZD1/4(m). Заметим, что существует константа c > 0

такая, что выполняется неравенство

|e2πiζ − 1| > eπ(|η|−η)

c
при ζ ∈ C \D∗.

Из этого неравенства следует оценка

|g(ζ, z)| < ceξ log |z|−(π−|π−arg z|)|η|

при ζ ∈ C \D∗ и z ∈ C \ R+. Используя (1.10) для ζ ∈ ∆π
2
\D∗ и z ∈ C \ R+,

получим

|ψ(ζ)||g(ζ, z)| < ceξ log |z|−(π−σ−|π−arg z|)|η|+o(|ζ|). (1.11)

Для ζ ∈ ∆π
2
\D∗ и z ∈ C \∆σ+δ справедлива следующая оценка

|ψ(ζ)||g(ζ, z)| < ceξ log |z|−δ|η|+o(|ζ|).

Рассмотрим интеграл

Im =

∫
∂Gm

ψ(ζ)g(ζ, z)dζ
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по ориентированной границе области Gm, ограниченной отрезками

Γ1
m = [a− i(m+

1

2
), a+ i(m+

1

2
)],

Γ2
m = [a+ i(m+

1

2
), a+m+ i(m+

1

2
)],

Γ3
m = [a+m+ i(m+

1

2
), a+m− i(m+

1

2
)],

Γ4
m = [a+m− i(m+

1

2
), a− i(m+

1

2
)],

где 1
4 < a < 3

4 (см. рис.1).

Рисунок 1

Представим интеграл Im как сумму интегралов I1
m, I

2
m, I

3
m, I

4
m по

Γ1
m,Γ

2
m,Γ

3
m,Γ

4
m, соответственно.

Для ζ ∈ ∆π
2
\D∗ и z ∈ C \∆σ+δ получим следующие оценки

I2
m =

∫
Γ2
m

|ψ(ζ)g(ζ, z)||dζ| ≤ ce−δ(m+ 1
2 )

a+m∫
a

eξ ln |z|+o(|ζ|)dξ,

I3
m =

∫
Γ3
m

|ψ(ζ)g(ζ, z)||dζ| ≤ ce(a+m) ln |z|+o(m)

i(m+ 1
2 )∫

−i(m+ 1
2 )

dη,
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I4
m =

∫
Γ4
m

|ψ(ζ)g(ζ, z)||dζ| ≤ ce−δ(m+ 1
2 )

a∫
a+m

eξ ln |z|+o(|ζ|)dξ.

Из них видно, что для z ∈ D1 \ ∆σ+δ интегралы I2
m, I

3
m, I

4
m стремятся к

нулю при m→∞.

Таким образом,

lim
m→∞

Im = lim
m→∞

∫
∂Gm

ψ(ζ)g(ζ, z)dζ = lim
m→∞

∫
Γ1
m

ψ(ζ)g(ζ, z)dζ = lim
m→∞

I1
m.

Подынтегральная функция в области Gm имеет простые полюса в ве-

щественных целых точках и конечное число полюсов в точках −ν−bj
aj
∈ Gm,

ν = 0, 1, ... (напомним, что aj, bj — параметры, участвующие в выражении (1.4)

для ψ(ζ)).

Применяя теорему о вычетах, получим∫
∂Gm

ϕ(ζ)g(ζ, z)dζ =
m∑
n=1

ϕ(n)zn + P (z),

где P (z) — полином.

Рассмотрим интеграл

I =

a+i∞∫
a−i∞

ϕ(ζ)g(ζ, z)dζ.

Для ζ = a+ iη и z ∈ C \∆σ+δ справедлива следующая оценка:

|ϕ(ζ)||g(ζ, z)| < cea ln |z|−δ|η|+o(|ζ|).

Из нее следует, что интеграл I сходится равномерно на любом компакте

K ⊂ C \ ∆σ+δ, тем самым определяя голоморфную функцию на внутренности

этого компакта. Для z ∈ D1 \∆σ+δ∫
Γ1
m

ϕ(ζ)g(ζ, z)dζ →
a+i∞∫
a−i∞

ϕ(ζ)g(ζ, z)dζ, при m→∞.
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Поскольку Im → I при m → ∞, получаем I(z) = f(z) + P (z) при z ∈

D1 ∩Ko. Это означает, что f(z) аналитически продолжается на Ko. Поскольку

K — произвольный компакт из C \ ∆σ+δ при как угодно малом δ, получаем,

что f(z) аналитически продолжается в открытий сектор C \ ∆σ. Тем самым

утверждение Теоремы 1.1 доказано в случае, когда все ck положительные.

Теперь докажем утверждение Теоремы 1.1 в случае, когда ck могут быть

отрицательными. Во избежание громоздких обозначений проиллюстрируем идею

доказательства в предположении, когда только одно из ck отрицательно; пусть

это будет cq. Легко видеть, что в этом случае l
2 = −cq. Выражение для ψ(ζ)

принимает вид

ψ(ζ) = φ(ζ)

∏p
j=1 Γ(ajζ + bj)∏q−1

k=1 Γ(ckζ + dk)Γ(− l
2ζ + dq)

.

Ассоциированная с ψ(ζ) целая функция следующая

ϕ(ζ) := φ(ζ)

∏p
j=1 aj

ajζ∏q
k=1 |ck|

ckζ
= φ(ζ)

∏p
j=1 aj

ajζ( l2)
l
2ζ∏q−1

k=1 ck
ckζ

.

Заметим, что функцию ψ(ζ) можно преобразовать к функции вида (1.4), в

котором все ck положительные:

ψ(ζ) = φ(ζ)

∏p
j=1 Γ(ajζ + bj)∏q−1
k=1 Γ(ckζ + dk)

Γ(1 +
l

2
ζ + dq) sinπ(− l

2
ζ − d).

В этой записи ассоциированная целая функция к ψ(ζ) будет функция

ϕ̃(ζ) := ψ(ζ) sinπ(− l
2
ζ − dq).

Для ее индикатора имеет место оценка

hϕ̃(θ) ≤ hϕ(θ) + π
l

2
| sin(θ)|, |θ| ≤ π

2
.

Согласно условию Теоремы 1.1

max{hϕ(−π
2

) +
π

2
l, hϕ(

π

2
) +

π

2
l} ≤ σ.
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Следовательно

hϕ̃(0) = 0, hϕ̃(±π
2

) ≤ σ.

Поскольку ϕ̃(ζ) удовлетворяет условиям (1.7), сумма ряда (1.1) аналити-

чески продолжается в открытый сектор C \∆σ. Теорема 1.1 доказана.

1.1.2 Условия продолжимости в некоторую

окрестность дуги

Теорема 1.2. Открытая дуга γσ = ∂D1 \∆σ является дугой регулярности

для ряда (1.1) если, существует интерполирующая коэффициенты fn меро-

морфная функция ψ(ζ) вида (1.4) такая, что индикатор ассоциированной с

ψ(ζ) целой функции ϕ(ζ) удовлетворяет условиям

1) hϕ(0) = 0, 2) lim
θ→0

hϕ(θ)

|θ|
+
π

2
l ≤ σ.

Доказательство Теоремы 1.2 во многом аналогично доказательству теоре-

мы 1.1. А именно, из условия 2) Теоремы 1.2 следует, что для любого α > 0

существует такое δ > 0, что hϕ(θ) ≤ (σ + δ)| sin θ| для |θ| ≤ α. Следовательно,

оценки (1.10) и (1.11) на модуль ψ(ζ) и ψ(ζ)g(ζ, z) будут верны для ζ ∈ ∆α. А

области G и Gm примут вид (см. рис. 2)

G = D1 ∪∆o
α и Gm = {ζ = ξ + iη ∈ G : ξ ≤ m+

1

2
},

то есть ∂Gm = Γ1
m ∪ Γ2

m.

Рассматриваемый интеграл Im будет равен сумме интегралов I1
m, I

2
m по

контурам Γ1
m, Γ2

m. При этом для z ∈ K ∩Do
1 интеграл I

2
m → 0 при m→∞.
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Рисунок 2

Интеграл I по контуру ∂G сходятся для ζ ∈ ∆α, z ∈ K (рис. 3), где

K = Deε \ (∆o
σ+2δ ∪D 1

2
), ε =

δ sinα

2
.

Рисунок 3

В остальном все рассуждения из доказательства Теоремы 1.1 дословно

повторяются.

24



1.1.3 Условия продолжимости на всю комплексную

плоскость кроме некоторой дуги

Теорема 1.3. Сумма ряда (1.1) аналитически продолжается в C\(∂D1∩∆σ),

если существует интерполирующая коэффициенты fn мероморфная функция

ψ(ζ) вида (1.4) такая, что индикатор ассоциированной с ψ(ζ) целой функции

ϕ(ζ) удовлетворяет условию

hϕ(θ) +
π

2
l| sin θ| ≤ σ| sin θ| для |θ| ≤ π.

Что касается доказательства Теоремы 1.3, достаточно заметить, что основ-

ные оценки (1.10), (1.11) будут верны для ζ ∈ C. Поэтому для подходящих кон-

туров интегрирования (рис. 4) получаем аналитическую продолжимость суммы

ряда в C \ (∂D1 ∩∆σ).

Рисунок 4

В таком случае, интеграл I будет сходиться для z ∈ K, где K = C \
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(D1 ∩ ∆σ+2δ ∪ De−ε) (рис. 5), а сумма ряда (1.1) будет равна интегралу I при

z ∈ K ∩ Do
1. Таким образом, ряд продолжается на всю плоскость C кроме

некоторой дуги на границе D1.

Рисунок 5

1.2 Примеры

Приведем два примера, которые показывают целесообразность интерпо-

ляции коэффициентов мероморфными функциями.

Пример 1. Рассмотрим ряд

f(z) =
∞∑
n=0

(2n− 2)(2n− 5)...(2n− 3(n+ 2))

2
2
3nn!

zn, (1.12)

область сходимости которого — единичный круг.

Покажем, что коэффициенты fn можно представить значениями меро-

морфной функции вида (1.4). Для этого перепишем коэффициенты в виде

fn =
3n−1(2

3n+ 1
3 − 1)...(2

3n+ 1
3 − (n− 1))

2
2
3nn!

и применим известную формулу

Γ(τ + l) = (τ)lΓ(l),
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где (τ)l = τ(τ + 1)...(τ + l − 1) – символ Похгамера, l ∈ N. Тогда

fn =
Γ(2

3n+ 1
3)3n−1

Γ(n+ 1)Γ(−1
3n+ 4

3)2
2
3n
.

Таким образом, мероморфная функция

ψ(ζ) =
3ζ−1

2
2
3ζ

Γ(2
3ζ + 1

3)

Γ(ζ + 1)Γ(−1
3ζ + 4

3)

интерполирует коэффициенты fn.

В этом случае указанная в Теореме 1.1 целая функция равна

ϕ(ζ) =
3ζ−1

2
2
3ζ

(2
3)

2ζ
3

(1
3)
−ζ
3

≡ 1

3
,

и потому hϕ(θ) = 0. При этом l = 1 + 1
3 + 2

3 = 2
3 . Следовательно,

max{hϕ(−π
2

) +
πl

2
, hϕ(

π

2
) +

πl

2
} =

π

3
.

Согласно Теореме 1.1 ряд (1.12) продолжается в открытый сектор C \∆π
3
.

Заметим, что ряд (1.12) является ветвью решения y(z) алгебраического

уравнения y3 − 3z

2
2
3
y − 1 = 0, определяемой условием y(0) = 1 (см. [29]).

Ряд f(z) имеет сингулярности (ветвления) в точках e−i
2
3π и ei

2
3π и аналитиче-

ски продолжается в сектор C \ ∆π
3
, порожденный большей дугой единичной

окружности с концами в этих точках [29].

Следует также отметить, что автору не удалось явно построить интер-

полирующую целую функцию для коэффициентов ряда (1.12). Существование

такой функции следует из теоремы Аракеляна [10], приведенной во Введении.

Пример 2. Рассмотрим ряд

f(z) =
∞∑
n=0

Γ(n3 + 1
3)3n

Γ(n+ 1)Γ(−2n
3 + 4

3)2
2n
3

zn, (1.13)

область сходимости которого также единичный круг. Его коэффициенты

fn =
Γ(n3 + 1

3)3n

Γ(n+ 1)Γ(−2n
3 + 4

3)2
2n
3

,
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представлены значениями мероморфной функции. Однако, их также можно ин-

терполировать целой функцией

ϕ(z) =
2π

3
1
2

2−
2
3z

Γ(z3 + 2
3)Γ(z3 + 1)Γ(4

3 −
2z
3 )
.

Действительно, положив в формуле Гаусса-Лежандра [30]

Γ(w)Γ(w +
1

m
)...Γ(w +

m− 1

m
) = m

1
2−mw(2π)

m−1
2 Γ(mw)

значения m = 3, w = n
3 + 1

3 , получим

Γ(
n

3
+

1

3
)Γ(

n

3
+

2

3
)Γ(

n

3
+ 1) = 3−

1
2−n2πΓ(n+ 1).

Выражая в этом тождестве Γ(n3 + 1
3) через оставшиеся ингредиенты и подставляя

в выражение для fn, получим ϕ(n) = fn, n ∈ N.

По формуле Стирлинга имеем

|ϕ(r)| =

∣∣∣∣∣ 2

3
1
2

2
2
3rΓ(2r

3 −
1
3)sin(π 2r−1

3 )

Γ(r3 + 2
3)Γ(r3 + 1)

∣∣∣∣∣ ∼

∼ 2

3
1
2

2
2
3r(2π 2r−1

3 )
1
2 (2r

3 −
1
3)

2r
3 −

1
3e−( 2r

3 −
1
3 )

(2π r+2
3 )

1
2 (r3 + 2

3)
r
3+ 2

3e−( r3+ 2
3 )

sin(π 2r−1
3 )

(2π(r3 + 1))
1
2 (r3 + 1)

r
3+1e−( r3+1)

≤

≤ Cr + eo(r).

Отсюда, с одной стороны, получаем,

hϕ(0) = lim
r→∞

ln |ϕ(r)|
r

≤ lim
r→∞

ln(Cr + eo(r))

r
≤ 0.

С другой стороны,

hϕ(0) ≥ lim
n→∞

ln |ϕ(n)|
n

= lim
n→∞

ln |fn|
1
n = 0.

Поэтому hϕ(0) = 0.
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Теперь оценим |ϕ(rei
π
2 )| и |ϕ(re−i

π
2 )|. Для этого воспользуемся двусторон-

ней оценкой для гамма-функции (см. [31]):

c1(|y|+ 1)x−
1
2e−

π
2 |y| ≤ Γ(x+ iy) ≤ c2(|y|+ 1)x−

1
2e−

π
2 |y|,

где x ∈ K ⊂ R \ {0,−1,−2, ...} (K−компакт), постоянные c1 и c2 зависят от

выбора компакта, y ∈ R. Получим,

|ϕ(re±i
π
2 )| ≤ C

e
π
6 re

π
6 re

2π
6 r

c1(
r
3 + 1)

2
3−

1
2c1(

r
3 + 1)1− 1

2c1(
2r
3 + 1)

4
3−

1
2

,

или

ln |ϕ(re±i
π
2 )| ≤ 2π

3
r + o(r).

Следовательно,

hϕ(±π
2

) ≤ 2π

3
.

Теорема Аракеляна [24] показывает, что ряд (2.2) продолжается в откры-

тый сектор C \∆ 2π
3
. С другой стороны, мероморфная функция

ψ(ζ) =
3ζ

2
2
3ζ

Γ(1
3ζ + 1

3)

Γ(ζ + 1)Γ(−2
3ζ + 4

3)

интерполирует коэффициенты ряда (1.13). А целая функция, указанная в Теоре-

ме 1.1, равна

ϕ(ζ) =
3ζ

2
2
3ζ

3−
1
3ζ

(−2
3)−

2
3ζ
≡ 1.

При этом l = 1 + 2
3 −

1
3 = 4

3 , hϕ(θ) = 0 и

max{hϕ(−π
2

)− 2π

3
, hϕ(

π

2
) +

2π

3
} ≤ 2π

3
.

Таким образом, Теорема 1.1 также показывает, что ряд (1.13) продолжает-

ся в открытый сектор C \∆ 2π
3
.
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1.3 О непродолжимости одномерных рядов

Проблема описания связи между особенностями степенных рядов одно-

го переменного и их коэффициентами привлекла внимание математиков еще в

конце 19-ого века. В первой половине 20-го века были получены замечатель-

ные результаты, позволявшие считать развитие этого направления почти закон-

ченным. Многие из полученных результатов касаются вопроса аналитической

непродолжимости ряда за пределы его круга сходимости, и они связаны с име-

нами известных венгерских математиков Полиа и Сеге (см. например, статьи

[4] и [3], а также перечень их статей в книге Л. Бибербаха [6]). Примеры рядов,

аналитически непродолжимых за пределы своего круга сходимости, строятся в

учебниках по теории функций комплексного переменного. Эти примеры отно-

сятся к серии “сильно лакунарных” рядов, иными словами, у этих рядов “много”

мономов с нулевыми коэффициентами. К таким рядам относятся следующие:

∞∑
n=0

zn!,
∞∑
n=0

z2n,
∞∑
n=0

zn
n

.

В 1891г. Фредгольм [17] построил примеры “умеренно лакунарных” непродол-

жимых рядов, причем представляющих бесконечно дифференцируемые функ-

ции в замыкании их круга сходимости. Эти ряды зависят от параметра a, и они

имеют вид

∞∑
n=0

anzn
2

, 0 < a < 1.

Здесь степень n2 имеет порядок роста 2 относительно индекса суммирования

n, поэтому будем говорить, что ряды Фредгольма имеют порядок лакунарности

два.

Наиболее общий результат о непродолжаемых рядах в терминах лакунар-

ности принадлежит Фабри (см. [18] или [6]). Он состоит в том, что если моно-

тонно возрастающая последовательность натуральных чисел mn растет быстрее
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n (т. е. n = o(mn)) , то существует ряд

∞∑
n=0

anz
mn,

сходящийся в единичном круге и непродолжаемый за его пределы.

Один из основных результатов данного параграфа составляет Теорема 1.4.

Она показывает, что пример Фредгольма можно усилить, уменьшая степенной

порядок лакунарности с 2 до 1 + ε. Ее точная формулировка следующая:

Теорема 1.4. Если возрастающая последовательность натуральных чи-

сел nk удовлетворяет неравенствам const× k2 ≥ nk ≥ const× k1+ε, где ε > 0,

то степенной ряд
∞∑
k=0

akznk, 0 < a < 1, (1.14)

не продолжается за пределы единичного круга и представляет бесконечно диф-

ференцируемую функцию в замыкании круга.

Доказательство. Рассмотрим следующий ряд

ϕ(t, u) =
∞∑
k=0

enkt+ku, где t, u ∈ C. (1.15)

Его члены экспоненциально убывают в произведении Π× Π̄ полуплоско-

стей Π = {u : Re u < 0} и Π̄ = {t : Re t ≤ 0}. На компактных подмножествах

произведения Π× Π̄ сходимость ряда равномерная, поэтому сумма ϕ(t, u) голо-

морфна в произведении Π × Π открытых полуплоскостей. Указанное свойство

равномерной сходимости сохраняется и для всех производных ряда по t, поэто-

му при каждом фиксированном u ∈ Π функция ϕ(t, u) бесконечно дифференци-

руема в Π̄.

Введем следующее обозначение

F (−t) =
∞∑
k=0

eku0e−nk(−t) =
∞∑
k=0

enkt+ku0 = ϕ(t, u0), (1.16)
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для t ∈ Π̄ и любого фиксированного u0 ∈ Π. Функция F (−t) представляется

рядом Дирихле
∞∑
k=0

ake
−λkt

с экспоненциальными показателями λk = nk и коэффициентами ak = eku0.

Если ряд Дирихле сходится в полуплоскости Rez > c и расходится в

полуплоскости Rez < c, тогда прямая Rez = c называется прямой сходимости

ряда Дирихле, а величина c — абсциссой сходимости (см. [32], [33]).

Вычислим величину

L = lim
k→∞

ln k

λk
= lim

k→∞

ln k

nk
≤ lim

k→∞

ln k

k1+ε
= 0.

Поскольку для функции F (−t) величина L = 0, то абсциссу сходимости ряда

(1.16) можно вычислить следующим образом

= lim
k→∞

ln |eku0|
nk

= lim
k→∞

ln ekRe u0

nk
= lim

k→∞

kRe u0

nk
≤ lim

k→∞

kRe u0

k1+ε
= 0.

Теперь покажем, что функция F (−t) удовлетворяет условиям теоремы По-

лиа [34]: Если ряд Дирихле

F (z) =
∞∑
k=1

ake
−nkz

имеет конечную абсциссу сходимости c и

lim
k→∞

k

nk
= 0, nk+1 − nk ≥ h > 0,

то прямая сходимости Re z = c является естественной граниwей суммы ряда

F (z).

Действительно

lim
k→∞

k

nk
≤ lim

k→∞

k

k1+ε
→ 0,

Следовательно, функция F (−t) не продолжается через точки прямой Re z = 0.

Обозначая a = eu (фиксировано) и z = et из (1.15), получим (1.14). Теорема

доказана.
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Теорема 1.5. Для произвольной пары натуральных чисел p > q ряд

f(z) =
∞∑
ν=0

aν
q

zν
p

, 0 < a < 1, (1.17)

не продолжается за пределы единичного круга |z|<1 и представляет бесконеч-

но дифференцируемую функцию в замыкании круга.

Доказательство. Докажем эту теорему без использования теоремы Полиа.

Рассмотрим следующий ряд

ϕ(t, u) =
∞∑
ν=0

eν
pt+νqu, где t, u ∈ C. (1.18)

Его члены экспоненциально убывают в произведении Π× Π̄ полуплоскостей

Π = {u : Re u < 0} и Π̄ = {t : Re t ≤ 0}. На компактах лежащих в Π × Π̄

сходимость ряда равномерная, поэтому сумма ϕ(t, u) голоморфна в произведе-

нии Π×Π открытых полуплоскостей, при этом голоморфность по u ∈ Π также

имеет место при любом фиксированном t0 ∈ Π̄.

Рассмотрим разложение Тейлора

ϕ(t, u) =
∞∑
k=0

∂kϕ

∂uk
(t, u0)

(u− u0)
k

k!
, (1.19)

с центром в u0 ∈ Π, предполагая, что t — параметр из Π̄. С учетом (1.18) имеем

∂kϕ

∂uk
(t, u) =

∞∑
ν=0

(νq)keν
pt+νqu.

Подставляя это выражение в (1.19), получим

∞∑
k=0

( ∞∑
ν=0

(νq)keν
pt+νqu0

)
(u− u0)

k

k!
. (1.20)

Покажем, что при любом фиксированном t0 из границы ∂ Π̄ (т. е. для которого

Ret0 = 0), ряд (1.20) имеет конечный радиус сходимости.

Ряд (1.18) расходится, если Reu ≥ 0 и Ret0 = 0, поскольку его общий член

|eνpt0+νqu| = |eνpt0||eνqu| = (eRe u)ν
q
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не стремится к нулю. Также ряд (1.18) можно рассматривать как степенной ряд

относительно переменной w = eu. Используя эти факты, получаем, что функция

ϕ(t0, u) имеет особую точку û для которой Reû = 0. Следовательно, ряд (1.20)

имеет конечный радиус сходимости.

Используя этот факт, с помощью формулы Коши-Адамара получим суще-

ствование последовательности kl со свойством∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

(νq)kleν
pt0+νqu0

∣∣∣∣∣ ∼ kl!

ρkl
при kl →∞, (1.21)

где ρ — радиус сходимости ряда (1.18) (зависящий от выбора точек u0 ∈ Π и

t0 ∈ Π).

Предположим, что при некотором фиксированном u0 ∈ Π функция ϕ(t, u0)

аналитически продолжается по t из Π̄ через некоторую граничную точку t0 ∈ ∂ Π̄.

Обозначим через ϕ̃(t, u0) аналитическое продолжение функции ϕ(t, u0), ряд Тей-

лора которой равен:

ϕ̃(t, u0) =
∞∑
k=0

∂kϕ̃

∂tk
(t0, u0)

(t− t0)k

k!
=

∞∑
k=0

∂kϕ

∂tk
(t0, u0)

(t− t0)k

k!
. (1.22)

С учетом (1.18) имеем

∂kϕ

∂tk
(t, u) =

∞∑
ν=0

(νp)keν
pt+νqu.

Подставляя это выражение в (1.22), получим

ϕ̃(t, u0) =
∞∑
k=0

( ∞∑
ν=0

(νp)keν
pt0+νqu0

)
(t− t0)k

k!
=

=
∞∑
k=0

( ∞∑
ν=0

(νq)
p
qkeν

pt0+νqu0

)
(t− t0)k

k!
. (1.23)

По формуле Коши-Адамара исследуем радиус сходимости этого ряда. В

последовательности
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k

√√√√ 1

k!

∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

(νq)
p
qkeνpt0+νqu0

∣∣∣∣∣
рассмотрим подпоследовательность, полагая k = qkl:

qkl

√√√√ 1

(qkl)!

∣∣∣∣∣
∞∑
ν=0

(νq)pkleνpt0+νqu0

∣∣∣∣∣.
Используя оценку (1.21), получим

qkl

√
1

(qkl)!

(pkl)!

ρpkl
= qkl

√
(pkl)!

(qkl)!
ρ
p
q .

По формуле Стирлинга

qkl

√
(pkl)pkl−

1
2e−pkl

(qkl)qkl−
1
2e−qkl

ρ
p
q ∼

k
p
q

l

kl
−−−→
kl→∞

∞ при p > q.

Таким образом, ряд (1.22) имеет пустую область сходимости.

Из этого следует, что ряд (1.18) не продолжается по переменной t через

точку t0 ∈ ∂ Π̄. Теорема доказана.
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ГЛАВА 2. Аналитическое продолжение кратных

степенных рядов

Для кратных степенных рядов имеется гораздо меньше результатов об

описании сингулярных подмножеств на границе области сходимости или, что

то же самое, об описании подмножеств границы, через которые аналитически

продолжаются такие ряды. В первом параграфе настоящей главе на случай крат-

ных степенных рядов распространяется теорема Аракеляна [10], сформулиро-

ванная во Введении. Напомним, что в этой теореме речь идет о размере дуги

регулярности (через которую аналитически продолжается ряд) на границе круга

сходимости в терминах индикатрисы роста целой функции экспоненциального

типа, интерполирующей коэффициенты степенного ряда.

Во втором параграфе исследуется вопрос о продолжении степенных рядов

в секториальные области пространства Cn; такие области определяются усло-

виями лишь на аргументы θj = arg zj переменных (z1, ..., zn) ∈ Cn. В заключи-

тельном четвертом параграфе строятся двойные ряды с естественной границей.

Такие ряды не продолжаются за пределы своих областей сходимости.

2.1 Критерий продолжимости кратного ряда через

семейство полидуг

Рассмотрим n-кратный степенной ряд

f(z) =
∑
k∈Nn

fkz
k (2.1)

со свойством

lim
|k|→∞

|k|
√
|fk|Rk = 1, (2.2)

где Rk = Rk1
1 ...R

kn
n , а |k| = k1 + ... + kn. Согласно многомерной теореме Коши-

Адамара ([27], раздел 7), указанное в (2.2) свойство выражает тот факт, что Rj
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составляют набор радиусов поликруга сходимости ряда (2.1).

Множество G назовем множеством регулярности для ряда (2.1), если

сумма ряда аналитически продолжается через любую точку этого множества.

В настоящем параграфе мы опищем множества регулярности G, которые

представляют собой семейство полидуг (прямых произведений дуг окружно-

стей), лежащих на оствах поликругов сходимости ряда (2.1). Пусть Dρ(a) :=

{z ∈ C : |z − a| < ρ}− открытый круг с центром a ∈ C и радиуса ρ > 0.

Обозначим Dρ := Dρ(0), а для σ ∈ (0, π] через γσ,ρ обозначим открытую дугу

∂Dρ \∆σ.

2.1.1 Формулировка основного результата

В многомерной ситуации нет универсального определения индикатрисы

роста целой функции. Более того, часто информацию о росте целой функции

выражают в геометрических терминах. Следуя Иванову [28] (см. также [22],

гл. 3, §3), введем следующее множество, в котором неявно отражается понятие

индикатрисы целой функции ϕ(z) ∈ O(Cn):

Tϕ(θ) = {ν ∈ Rn : ln |ϕ(reiθ)| ≤ ν1r1 + ...+ νnrn + Cν,θ},

где неравенство выполняется для любого r ∈ Rn
+ при некоторой константе Cν,θ.

Здесь reiθ− это вектор (r1e
iθ1, ..., rne

iθn). Таким образом, Tϕ(θ)− это множество

линейных мажорант (с точностью до сдвига Cν,θ)

ν = ν(r) = ν1r1 + ...+ νnrn

для логарифма модуля функции ϕ.

Определим множество

Mϕ(θ) := {ν ∈ Rn : ν + ε ∈ Tϕ(θ), ν − ε /∈ Tϕ(θ) для любого ε ∈ Rn
+},

которое можно назвать граничным множеством линейных мажорант.
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Скажем, что целая функция ϕ интерполирует коэффициенты ряда (2.1),

если

ϕ(k) = fk для всех k ∈ Nn. (2.3)

Пусть D ⊂ Cn− область сходимости ряда (2.1). Введем семейство

G =
⋃
R

γσ,R =
⋃
R

(γσ1,R1
× ...× γσn,Rn) ⊂ ∂D (2.4)

полидуг γσ,R, где R пробегает поверхность сопряженных радиусов сходимости

ряда (2.1), а σ = σ(R) = (σ1(R), ..., σn(R)).

Теорема 2.1. Семейство G полидуг (2.4) является множеством регулярно-

сти для ряда (2.1) тогда и только тогда, когда существует интерполирующая

коэффициенты fk целая функция ϕ(z) такая, что:

1) 0 ∈MRzϕ(0),

2) существует вектор-функция νR(θ) со значениями в MRzϕ(θ), для которой

lim
(θ1,..ĵ..,θn)→0

lim
θj→0

νj(θ)

|θj|
≤ σj(R), j = 1, ..., n.

Доказательство теоремы достаточно провести для полидуги γσ,R из остова

поликруга сходимости

{|z1| < R1, ..., |zn| < Rn} = DR1
× ...×DRn.

А именно, мы будем доказывать следующее утверждение при фиксированных

R1, ..., Rn.

Предложение. Полидуга γσ1,R1
× ... × γσn,Rn является множеством регу-

лярности для ряда (2.1) тогда и только тогда, когда существует интерполи-

рующая коэффициенты fk целая функция ϕ(z) такая, что:

1) 0 ∈MRzϕ(0),

2) существует вектор-функция ν(θ) со значениями в MRzϕ(θ), для которой

lim
(θ1,..ĵ..,θn)→0

lim
θj→0

νj(θ)

|θj|
≤ σj, j = 1, ..., n.
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Любопытно отметить, что для класса гипергеометрических функций (а

такому классу принадлежит и общая алгебраическая функция, т.е. определенная

полиномиальным уравнением с независимыми переменными коэффициентами)

полидугу регулярности можно расширить до политопа регулярности (см. [35]

и [26], гл. 4,7). Речь идет о продолжении ряда через кусок границы области

сходимости, который в угловых координатах θ1, ..., θn определяется политопом,

т.е. ограниченным многогранником.

2.1.2 Необходимость условия Теоремы 2.1

Пусть сумма ряда (2.1) продолжается через полидугу

γσ,R = γσ1,R1
× ...× γσn,Rn.

Покажем, что существует целая функция ϕ(ζ), которая интерполирует коэффи-

циенты fk и удовлетворяет условиям 1) и 2).

Согласно предположению существует односвязная область Ω, которая со-

держит (DR1
× ... × DRn) ∪ γσ,R, и в которой сумма ряда (2.1) голоморфна. По

теореме Гартогса ([27], раздел 32) эта сумма голоморфно продолжается в об-

ласть, содержащую

(DR1
∪ γσ1,R1

)× ...× (DRn ∪ γσn,Rn).

Зафиксируем числа rjo ∈ (0, Rj|1− eiσj |), j = 1, ..., n, так, что

(D̄r1o(−R1))× ...× (D̄rno (−Rn)) ⊂ Ω.

Обозначим eµ
j
o := Rj + rjo, j = 1, ..., n. Для любых δj ∈ (0, π − σj) зафиксируем

µj = µjδj ∈ (lnRj, µ
j
o) так, что

(D̄eµ1 \∆o
σ1+δ1

)× ...× (D̄eµn \∆o
σn+δn

) ⊂ Ω.

39



Тогда для любого ε ∈ Rn
+ область

Ωε,δ = Ω1
ε1,δ1
× ...× Ωn

εn,δn
,

где

Ωj
εj ,δj

:= (Drjo
(−Rj)) ∪ (D̄eµj \∆σj+δj) ∪DRje

−εj , j = 1, ..., n,

удовлетворяет условию Ω̄ε,δ ⊂ Ω.

Обозначим Γε,δ := ∂Ω1
ε1,δ1
× ...× ∂Ωn

εn,δn
− остов Ωε,δ.

Так как f ∈ O(Ω̄ε,δ), то, применяя интегральную формулу Коши для коэф-

фициентов степенного ряда (2.1), получим

fk = (2πi)−n
∫

Γε,δ

ζ−k−If(ζ)dζ, k ∈ Nn,

где I = (1, ..., 1) ∈ Nn, а dζ = dζ1...dζn. В качестве искомой интерполирующей

функции ϕ возьмем тот же самый интеграл, но с комплексным параметром z

вместо целочисленного k:

ϕ(z) = (2πi)−n
∫

Γε,δ

ζ−z−If(ζ)dζ, где ζ
zj
j = ezj log ζj . (2.5)

Функция ϕ(z) целая так как является интегралом по компакту от функции,

непрерывной вплоть до границы по совокупности переменных (ζ, z) ∈ (Ω ∩

(C \ R−)n)× Cn и голоморфной всюду по параметру z (здесь R− – отрицатель-

ная вещественная полуось) [36].

Теперь нам нужно получить оценку для функции ϕ. Для этого произведем

деформацию остова Γε,δ следующим образом. Куски дуг из ∂Drjo
(−Rj), изобра-

женные на рис. 6 пунктиром, заменяем двумя дугами на ∂Deµj
и на пару проти-

воположно ориентированных отрезков [−eµjo,−eµj ] и [−eµj ,−eµjo]. Полученный

для каждого j = 1, ..., n контур обозначим Ljεj ,δj . Весь остов Γε,δ деформируется
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в n-мерный цикл

Lε,δ = L1
ε1,δ1
× ...× Lnεn,δn.

Заметим, что при фиксированном r0 ∈ Rn
+ и выбранном σ ∈ Rn

+ кривые Ljεj ,δj и

Lj
έj ,δ́j

ограничивают цепь, где подынтегральное выражение в (2.5) однозначно и

голоморфно по ζj, поэтому задание ϕ(z) интегралом (2.5) не зависит от ε и δ.

Рисунок 6

Обозначая zj = ξj + iηj, j = 1, ..., n, и

Mε,δ := sup
ζ∈Lε,δ

|f(ζ)|,

из (2.5) получаем оценку

|ϕ(z)| ≤Mε,δI, z ∈ Cn, (2.6)

где

I = πn
∫

L+
1 ×...×L

+
n

|ζ1|−ξ1−1e|η1| arg ζ1...|ζn|−ξn−1e|ηn| arg ζn|dζ1|...|dζn|.

Здесь L+
j – это часть Ljεj ,δj , лежащая в верхней полуплоскости, т.е.

Lj+ = Lj1 ∪ L
j
2 ∪ L

j
3 ∪ L

j
4,
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где

Lj1 = {Rje
−εj+iωj : ωj ∈ [0, σj + δj)},

Lj2 = {tjei(σj+δj) : tj ∈ [Rje
−εj , eµj)},

Lj3 = {eµj+iωj : ωj ∈ [σj + δj, π)},

Lj4 = {tjeiπ : tj ∈ [eµj , eµ
j
o]}.

Следовательно, I можно представить как сумму интегралов Ip1,...,pn по

цепям L1
p1
× ...× Lnpn, p1, ..., pn = 1, 2, 3, 4. Каждая такая цепь есть прямое про-

изведение дуг (с центрами в нуле) и отрезков прямых (проходящих через нуль).

Это позволяет сделать эффективные оценки интегралов Ip1,...,pn. Например,

I1...1 =
1

πn

∫
L1
1×...×Ln1

|ζ1|−ξ1e|η1| arg ζ1...|ζn|−ξne|ηn| arg ζn|dζ1

ζ1
|...|dζn

ζn
| =

=
1

πn

σ1+δ1∫
0

...

σn+δn∫
0

n∏
j=1

(R
−ξj
j eεjξj+|ηj |ωj)dω1...dωn =

=
1

πn

n∏
j=1

(
R
−ξj
j eεjξj

e(σj+δj)|ηj | − 1

|ηj|

)
.

С учетом того, что σj + δj ≤ π, мы из очевидного неравенства eax − 1 ≤

aeax, где a ≥ 0, x ≥ 0, получаем оценку

I1...1 ≤
n∏
j=1

(
R
−ξj
j eεjξj e(σj+δj)|ηj |

)
.

Аналогичное вычисление дает:

I2...2 =
1

πn

∫
L1
2×...×Ln2

|ζ1|−ξ1e|η1| arg ζ1...|ζn|−ξne|ηn| arg ζn|dζ1

ζ1
|...|dζn

ζn
| =

=
1

πn

eµ1∫
R1e−ε1

...

eµn∫
Rje−εn

n∏
j=1

(
tj
−ξj−1e|ηj |(σj+δj)

)
dt1...dtn =
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=
1

πn

n∏
j=1

(
e|ηj |(σj+δj)

(
e−µjξj −R−ξjj eεjξj

−ξj

))
.

Следовательно, при ξj ≥ 1 получаем оценку

I2...2 ≤
n∏
j=1

(
e|ηj |(σj+δj)R

−ξj
j eεjξj

)
.

Далее,

I3...3 =
1

πn

π∫
σ1+δ1

...

π∫
σn+δn

n∏
j=1

(
e−µjξjeωj |ηj |

)
dω1...dωn =

=
1

πn

n∏
j=1

(
e−µjξj

(
e|ηj |π − e|ηj |(σj+δj)

|ηj|

))

=
1

πn

n∏
j=1

(
e−µjξje|ηj |(σj+δj)

(
e|ηj |(π−σj−δj − 1

|ηj|

))
=

=
1

πn

n∏
j=1

(
(π − σj − δj)e−µjξje|ηj |(σj+δj)

(
e|ηj |(π−σj−δj) − 1

|ηj|(π − σj − δj)

))
≤

≤ 1

πn

n∏
j=1

(
πe−µjξje|ηj |(σj+δj)e|ηj |(π−σj−δj)

)
≤

≤
n∏
j=1

e−µjξj+π|ηj |.

Наконец,

I4...4 =
1

πn

eµ
1
o∫

eµ1

...

eµ
n
o∫

eµn

t1
−ξ1−1eπ|η1|...tn

−ξn−1eπ|ηn|dt1...dtn =

=
1

πn

n∏
j=1

(
eπ|ηj |

(
e−µjξj + e−µ

j
oξj

ξj

))
,
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откуда при ξj ≥ 1 приходим к оценке

I4...4 ≤
n∏
j=1

e−µjξj+π|ηj |.

Полученные результаты показывают, что при повторном вычислении инте-

грала Ip1...pn в зависимости от значения pj (показывающего, что интегрирование

по переменной ζj ведется по куску Ljpj), вклад в оценку этого интеграла дают

выражения:

R
−ξj
j eεjξj e(σj+δj)|ηj |, если pj = 1,

e|ηj |(σj+δj)R
−ξj
j eεjξj , если pj = 2 и ξj ≥ 1,

e−µjξj+π|ηj |, если pj = 3,

e−µjξj+π|ηj |, если pj = 4 и ξj ≥ 1.

Каждый набор p1, ..., pn разобьем на 4 группы: A1, A2, A3, A4, где Aj – это номера

k ∈ {1, ..., n}, для которых pk = j. Тогда при ξl ≥ 1, j = 1, ...n, получим:

Ip1,...,pn ≤
∏
j∈A1

R
−ξj
j eεjξj e(σj+δj)|ηj |

∏
j∈A2

e|ηj |(σj+δj)R
−ξj
j eεjξj×

×
∏
j∈A3

e−µjξj+π|ηj |
∏
j∈A4

e−µjξj+π|ηj |.

При π|ηj| ≤ µjξj выполняется неравенство e−µjξj+π|ηj | ≤ 1, поэтому из

предыдущей оценки получаем следующую оценку для суммарного интеграла:

I < Cε,δR
−ξ1
1 ...R−ξnn e|η1|(σ1+δ1)+εξ1...e|ηn|(σn+δn)+εξn.

Таким образом, в обозначениях ζj = rje
iθj и αj = arctan(µj/π) неравен-

ство (2.6) дает нам оценку для функции ϕ:

|ϕ(reiθ)| ≤ cR−r cos θe((σ1+δ1)| sin θ1|+ε1 cos θ1)r1+...+((σn+δn)| sin θn|+εn cos θn)rn, (2.7)

если |θj| ≤ αj, j = 1, ..., n.
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Неравенство (2.7) можно переписать в следующем виде

Rr cos θ|ϕ(reiθ)| ≤ ce((σ1+δ1)| sin θ1|+ε1 cos θ1)r1+...+((σn+δn)| sin θn|+εn cos θn)rn.

Логарифмируя последнее неравенство, получим при |θj| ≤ αj, j = 1, ..., n

ln (Rr cos θ|ϕ(reiθ|) ≤ c+
n∑
j=1

(((σj + δj)| sin θj|+ εj cos θj)rj) . (2.8)

Взяв θ = 0 в неравенстве (2.8), получим

ln (Rr|ϕ(r)|) ≤ c+< ε, r > (2.9)

для любого ε ∈ Rn
+. Это означает, что 0 ∈ TRzϕ(0).

С помощью равенств (2.2) и (2.3) заключаем, что

ln (Rk|ϕ(k)|)
1
|k| = 0, при |k| → ∞, (2.10)

то есть для любого ε ∈ Rn
+ вектор −ε /∈ TRzϕ(0). Следовательно, из (2.9) и

(2.10) получаем 0 ∈MRzϕ(0).

Также из неравенства (2.8) следует, что для любого ε ∈ Rn
+

((σ1 + δ1)| sin θ1|+ ε1 cos θ1, ..., (σn + δn)| sin θn|+ εn cos θn) ∈ TRzϕ(θ),

если |θj| ≤ αj, j = 1, ..., n.

Следовательно существует ν(θ) = (ν1(θ), ..., νn(θ)) ∈MRzϕ(θ) со свойством

νj(θ) ≤ (σj + δj)| sin θj| при |θj| ≤ αj, j = 1, ..., n.

Для компонент ν(θ) получаем

lim
(θ1,..ĵ..,θn)→0

lim
θj→0

νj(θ)

|θj|
≤ σj, j = 1, ..., n.

Тем самым необходимость условия Предложения, следовательно и Теоремы,

доказана.
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2.1.3 Достаточность условия Теоремы 2.1

Пусть ϕ целая функция, которая удовлетворяет условиям 1) и 2) заключе-

ния Предложения. Покажем, что ряд (2.1) продолжается через полидугу γσ1,R1
×

...× γσn,Rn. Из условия 2) следует, что для любого δj ∈ (0,
π−σj

2 ) существует αj

такое, что

νj(θ) ≤ (σj + δj)| sin θj|, если |θj| ≤ αj, j = 1, ..., n.

Поскольку ν(θ) ∈MRzϕ(θ), выполняется неравенство

ln (Rr cos θ|ϕ(reiθ)|) ≤ ((σ1 + δ1)| sin θ1|)r1 + ...+ ((σn + δn)| sin θn|)rn + c,

из которого вытекает следующая оценка

|ϕ(reiθ)| ≤ ecR−r1 cos θ1
1 ...R−rn cos θn

n e((σ1+δ1)| sin θ1|)r1+...+((σn+δn)| sin θn|)rn. (2.11)

Введем вспомогательную функцию

g(ζ, z) =
n∏
j=1

z
ζj
j

(e2πiζj − 1)
,

где ζj = ξj + iηj, zj = xj + iyj, j = 1, ..., n. Эта функция является мероморфной

функцией по переменным ζ из Cn и голоморфной по переменным z из (C\R+)n.

ОбозначимD∗ := ∪m∈ZD1/4(m). Заметим, что существует константа C > 0

такая, что выполняется неравенство

|e2πiw − 1| > eπ(| Imw|−Imw)

C
при w ∈ D∗.

Из него легко получается оценка

g(ζ, z) < Ce〈ξ,log |z|〉−〈(π−|π−arg z|),|η|〉 (2.12)

при ζ ∈ (C \D∗)n и z ∈ (C \ R+)n.
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Используя (2.11) и (2.12) для ζ ∈ (∆σ1\D∗)×...×(∆σn\D∗) и z ∈ (C\R+)n,

получим

|ϕ(ζ)||g(ζ, z)| < cR−ξe〈σ+δ,η〉e〈ξ,log |z|〉−〈(π−|π−arg z|),|η|〉 =

= cR−ξe〈ξ,log |z|〉−〈(π−|π−arg z|−σ−δ),|η|〉.

Обозначая

d(z) = (d1(z1), ..., dn(zn)), dj(zj) = π − |π − arg zj| − σj − δj, j = 1, ..., n,

получим

|ϕ(ζ)||g(ζ, z)| < cR−ξe〈ξ,log |z|〉−〈d(z),|η|〉. (2.13)

Введем множества

Kj = D̄Rje
εj \ (∆o

σj+2δj
∪DRj/2), εj > 0, j = 1, ..., n.

Рисунок 7

Покажем, что

dj(zj) ≥ δj при zj ∈ Kj j = 1, ..., n.
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Действительно,

dj(zj) = π − σj − δj − |π − arg zj|, j = 1, ..., n.

Поскольку zj ∈ Kj, то

1)σj + 2δj < arg zj < π, ⇒ dj(zj) = π − σj − δj − π + σj + 2δj ≥ δj,

2)π < arg zj < 2π − σj − 2δj, ⇒ dj(zj) = 2π − σj − δj − 2π + σj + 2δj ≥ δj.

Таким образом, для (z1, ..., zn) ∈ (K1 × ...×Kn) и (ζ1, ..., ζn) ∈ (∂∆α1
\

D∗)× ...× (∂∆αn \D∗) получим

|g(ζ, z)||ϕ(ζ)| < cR−ξe〈ξ,log |z|〉−〈δ,|η|〉 ≤

≤ cR−ξe〈ξ,log(Reε)〉−〈δ,|η|〉 = ce〈ξ,ε〉−〈δ,|η|〉.

Взяв 2εj = δj sinαj, j = 1, ..., n, получим

|g(ζ, z)||ϕ(ζ)| < ce〈−ε,|ζ|〉. (2.14)

Для каждого j ∈ {1, ..., n} рассмотрим область

Gj := DRj ∪∆o
αj
,

и пусть Γj = ∂Gj – граница этой области, положительно ориентированная отно-

сительно нуля. Для каждого натуральногоmj рассмотрим следующий кусок Γj :

Γjmj
:= {ζj = ξj + iηj ∈ Γj : ξj ≤ mj +

1

2
}.

Обозначим через Ljm− вертикальный отрезок с вершинами (см. рис. 8)

(mj +
1

2
)(1± i tanαj) для mj ∈ N,

ориентированный движением снизу вверх. Ограниченную объединением Γjmj
∪ Ljmj

область обозначим Gj
mj

так, что

∂Gj
mj

= Γjmj
∪ Ljmj

.
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Рисунок 8

Рассмотрим следующий интеграл

Im =

∫
∂G

m1
1 ×...×∂G

mn
n

g(ζ, z)ϕ(ζ)dζ = (2.15)

=

∫
∂G

m1
1 ×...×∂G

mn
n

n∏
j=1

zζj

(e2πiζj − 1)
ϕ(ζ)dζ.

Вычислим этот интеграл с помощью многомерных вычетов. Его подынте-

гральное выражение есть дифференциальная форма

ω =
n∏
j=1

zζj

(e2πiζj − 1)
ϕ(ζ)dζ1 ∧ ... ∧ dζn

с полюсами на дивизорах

Q1 = {(ζ1, ..., ζn) : f1 = e2πiζ1 − 1 = 0} = Z× Cn−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Qn = {(ζ1, ..., ζn) : fn = e2πiζn − 1 = 0} = Cn−1 × Z.

Так как пересечение Z = Q1 ∩ ... ∩Qn = Zn дискретно, и якобиан ∂(f)/∂(ζ) =

(2πi)n 6= 0 в точках k = (k1, ..., kn) ∈ Zn, то для каждой точки k ∈ Zn определя-

ется локальный вычет (см. [37], [31]) :

49



reskω =
zkϕ(k)
∂(f)
∂(ζ)(k)

= ϕ(k)zk. (2.16)

Остов интегрирования в (2.15) связан с полярными дивизорами Q1, ..., Qn

следующими соотношениями:

Q1 ∩ (∂Gm1
1 × ...×Gmn

n ) = (Z× Cn−1) ∩ (∂Gm1
1 × ...×Gmn

n ) = ∅,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Qn ∩ (Gm1
1 × ...× ∂Gmn

n ) = (Cn−1 × Z) ∩ (Gm1
1 × ...× ∂Gmn

n ) = ∅.

Согласно терминологии [37], это означает, что полиэдр Gm1
1 × ... × Gmn

n

согласован с дивизорами Q1, ..., Qn. Поэтому, согласно принципу разделяющих

циклов, интеграл (2.15) после умножения на (2πi)−n равен сумме вычетов по

всем точкам

k ∈ (Gm1
1 × ...×Gmn

n ) ∩ (Z× ...× Z).

С учетом формулы (2.16) получаем

Im =

m1∑
k1=0

...

mn∑
kn=0

ϕ(k1, ..., kn)z
k1
1 ...z

kn
n .

Представим интеграл (2.15) как сумму 2n интегралов по цепям

Γ1
m1
× ...× Γnmn

, ..., L1
m1
× ...× Lnmn

.

Для каждой такой цепи переменные интегрирования ζ1, ..., ζn разобьем на 2

группы: B1, B2, где B1 – это номера j ∈ {1, ..., n}, для которых ζj ∈ Ljmj
, а

B2 – это номера j ∈ {1, ..., n}, для которых ζj ∈ Γjmj
. Тогда, используя (2.13),

получим следующую оценку:

|g(ζ, z)||ϕ(ζ)| < C
∏
j∈B1

e
mj log

|zj |
Rj

∏
j∈B2

e−εj |ζj |, (2.17)
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где z ∈ (DR1
∩Ko

1)× ...× (DRn ∩Ko
n).

Из (2.17) видно, что, если B1 6= ∅, то интеграл по соответствующей цепи

стремится к нулю, когда mj →∞, j ∈ B1.

Рассмотрим интеграл

I =

∫
Γ1×...×Γn

g(ζ, z)ϕ(ζ)dζ.

Из оценки (2.14) следует, что интеграл I сходится равномерно для z из

компакта (K1 × ... × Kn), определяя голоморфную функцию на внутренности

этого компакта.

Поскольку Im → I при mj → ∞, j = 1, ..., n, получаем I(z) = f(z)

при z ∈ (DR1
∩ Ko

1) × ... × (DRn ∩ Ko
n). Это означает, что полидуга γσ+2δ,R яв-

ляется полидугой регулярности для f, если δ достаточно близок к нулю. Таким

образом, γσ,R – полидуга регулярности для f, что и требовалось доказать.

2.2 Условия продолжимости кратного ряда в

секториальную область

Здесь мы приведем достаточное условие аналитической продолжимости

кратного степенного ряда в секториальную область. Область G ⊂ Cn назы-

вается секториальной, если оно определяется лишь условиями на аргументы

θ = (argz1, ..., argzn) элементов z ∈ Cn. Как и в теореме 2.1, условие продол-

жимости выражается в терминах вектор-функции ν(θ) со значениями в Mϕ(θ),

но в более конструктивной форме. Напомним, что ϕ — интерполирующая коэф-

фициенты ряда целая функция.

Обозначим

Tϕ :=
⋂

θj=±π2

Tϕ(θ1, ..., θn).

Mϕ := {ν ∈ [0, π)n : ν + ε ∈ Tϕ, ν − ε /∈ Tϕ для любого ε ∈ Rn
+}.
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Пусть G — секториальное множество

G =
⋃
ν∈Mϕ

Gν (2.18)

являющееся объединением открытых полисекторов

Gν = (C \∆ν1)× ...× (C \∆νn).

Множество G является областью: оно открыто как объединение открытых

множеств, а связность вытекает из того, что каждый полисектор Gν связный и

все они содержат точку (−1, ...,−1).

Теорема 2.2. Сумма ряда (2.1) аналитически продолжается в сектори-

альную область G вида (2.18), если найдется интерполирующая коэффициен-

ты fk целая функция ϕ(ζ) экспоненциального типа и вектор-функция ν(θ),

заданная на кубе [−π
2 ,

π
2 ]n и принимающая значения в Mϕ(θ), для которых

νj(θ) ≤ a| sin θj|+ b cos θj, j = 1, ..., n, (2.19)

с некоторыми константами a ∈ [0, π), b ∈ [0,∞).

Доказательство. Пусть ϕ — целая функция, которая удовлетворяет усло-

виям теоремы. Для всех ν ∈ Tϕ(θ) она удовлетворяет неравенству

|ϕ(reiθ)| ≤ Aν,θe
〈ν,r〉 ∀r ∈ R+

n,

а потому для ν ∈Mϕ(θ) она удовлетворяет неравенству

|ϕ(reiθ)| ≤ Aν,θe
〈ν,r〉+o(r) ∀r ∈ R+

n.

Из условия (2.19) тогда получаем, что для θj ≤ π
2 , j = 1, ..., n.

|ϕ(reiθ)| ≤ Aν,θe
a
∑n
j=1 rj | sin θj |+b

∑n
j=1 rj cos θj+o(r).

При обозначения ζj = ξj + iηj = rje
iθj получим

|ϕ(ζ)| ≤ Aν,θe
a
∑
|ηj |+b

∑
ξj+o(|ζ|) (2.20)
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для ζj ∈ ∆π/2, j = 1, ..., n.

Введем вспомогательную функцию

g(ζ, z) =
n∏
j=1

z
ζj
j

(e2πiζj − 1)
,

где zj = xj + iyj, j = 1, ..., n. Эта функция является мероморфной функцией по

ζ в Cn и голоморфной по z в (C \ R+)n.

Используя (2.20) и (2.12) для ζ ∈ (∆π/2 \D∗)n и z ∈ (C \ R+)n, получим

|ϕ(ζ)||g(ζ, z)| ≤ ceb
∑
ξj+a

∑
|ηj |e

∑
ξj ln |zj |−

∑
(π−|π−arg zj |)|ηj |+o(|ζ|) =

= ce
∑
ξj(ln |zj |+b)−

∑
(π−a−|π−arg zj |)|ηj |+o(|ζ|).

Обозначая d(zj) = π − a− |π − arg zj|, получим

|ϕ(ζ)||g(ζ, z)| ≤ ce
∑
ξj(ln |zj |+b)−

∑
d(zj)|ηj |+o(|ζ|).

Пусть

K = D̄e−b−δ \ (∆o
a+δ ∪De−2b).

Заметим, что

d(zj) ≥ δ при zj ∈ K j = 1, ..., n.

Таким образом, для z ∈ Kn и ζ ∈ (∆π
2
\D∗)n получим

|g(ζ, z)||ϕ(ζ)| < ce
∑
ξj(ln |zj |+b)−δ

∑
|ηj |+o(|ζ|). (2.21)

Для каждого m = (m1, ...,mn) ∈ Nn рассмотрим интеграл

Im =

∫
∂Gm

ϕ(ζ)g(ζ, z)dζ, (2.22)
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где ∂Gm = ∂Gm1
×...×∂Gmn

. Здесь каждая из плоских областей Gmj
ограничена

набором отрезков: ∂Gj
mj

= Γ1
mj
∪ Γ2

mj
∪ Γ3

mj
∪ Γ4

mj
,

Γ1
mj

= [−imj, imj],

Γ2
mj

= [imj, aj +mj + imj],

Γ3
mj

= [aj +mj + imj, aj +mj − imj],

Γ4
mj

= [aj +mj − imj,−imj]

где 1
4 < aj <

3
4 .

Представим интеграл Im как сумму 4n интегралов по цепям

Γ1
m1
× ...× Γ1

mn
, ...,Γi1m1

× ...× Γinmn
, ...,Γ4

m1
× ...× Γ4

mn
.

где i1, ..., in — произвольные наборы из чисел 1,2,3,4.

Для каждой такой цепи переменные интегрирования ζ1, ..., ζn разобьем на

2 группы B1, B2, где B1 – это номера j ∈ {1, ..., n}, для которых ζj ∈ Γ1
mj
, а B2

– это номера j ∈ {1, ..., n}, для которых ζj ∈ Γ2
mj
∪ Γ3

mj
∪ Γ4

mj
.

Используя неравенство (2.21) в Kn, получим

|g(ζ, z)||ϕ(ζ)| < c
∏
j∈B1

e−δ|ηj |
∏
j∈B2

e−δmjeo(|ζ|).

Таким образом, когда B2 6= ∅, интеграл по соответствующему контуру

стремится к нулю при mj →∞, j = 1, ..., n.

Следовательно, для Kn получаем

Im =

∫
∂Gm

ϕ(ζ)g(ζ, z)dζ =

∫
Γ1
m

ϕ(ζ)g(ζ, z)dζ = I1
m

для mj →∞.

С другой стороны интеграл Im можно вычислить с помощью многомерных

вычетов, как это было сделано в разделе 2.1.3.

Его подынтегральное выражение есть дифференциальная форма
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ω =
n∏
j=1

zζj

(e2πiζj − 1)
ϕ(ζ)dζ1 ∧ ... ∧ dζn

с полюсами на дивизорах

Q1 = {(ζ1, ..., ζn) : f1 = e2πiζ1 − 1 = 0} = Z× Cn−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Qn = {(ζ1, ..., ζn) : fn = e2πiζn − 1 = 0} = Cn−1 × Z.

Так как пересечение Z = Q1 ∩ ... ∩ Qn = Zn дискретно и якобиан

∂(f)/∂(ζ) = (2πi)n 6= 0 в точках k = (k1, ..., kn) ∈ Zn, то для каждой точки

k ∈ Zn определяется локальный вычет (см. Приложение П.2) :

reskω =
zkϕ(k)
∂(f)
∂(ζ)(k)

= ϕ(k)zk. (2.23)

Остов интегрирования в (2.22) связан с полярными дивизорами Q1, ..., Qn

следующими соотношениями:

Q1 ∩ (∂G1
m1
× ...×Gn

mn
) = (Z× Cn−1) ∩ (∂G1

m1
× ...×Gn

mn
) = ∅,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Qn ∩ (G1
m1
× ...× ∂Gn

mn
) = (Cn−1 × Z) ∩ (G1

m1
× ...× ∂Gn

mn
) = ∅.

Это означает, что полиэдрGm1
1 ×...×Gmn

n согласован с дивизорамиQ1, ..., Qn.

Поэтому по теореме из П.2 интеграл (2.22), после умножения на (2πi)−n, равен

сумме вычетов по всем точкам

k ∈ (G1
m1
× ...×Gn

mn
) ∩ (Z× ...× Z).

С учетом формулы (2.23) получаем

Im =

m1∑
k1=0

...

mn∑
kn=0

ϕ(k1, ..., kn)z
k1
1 ...z

kn
n .
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Рассмотрим интеграл

I =

∫
Γ1

g(ζ, z)ϕ(ζ)dζ.

где Γ1 = {ζ ∈ Cn : ξj = 0, j = 1, ..., n} — мнимое подпространство iRn.

Покажем, что при ζ ∈ Γ1 (ζj = iηj) и z ∈ G для модуля подинтегрального

выражения |ϕ(ζ)||g(ζ, z)| справедлива оценка

|g(ζ, z)||ϕ(ζ)| < e−δ
∑
|ηj |.

Действительно, из определения множество Tϕ (Tϕ характеризует рост функ-

ции ϕ по мнимому подпространству) следует неравенство

|ϕ(ζ)| ≤ eCν,θe
∑
νj |ηj | для ζ ∈ Γ1,

где νj является j-ой компонентой вектора ν, пробегающего множество Tϕ.

Из последнего неравенства и (2.12) для ζ ∈ Γ1 и z ∈ (C \ R+)n получим

|ϕ(ζ)||g(ζ, z)| ≤ e−
∑
d(zj)|ηj |,

где d(zj) = π − νj − |π − arg zj|.

Заметим, что

d(zj) ≥ δ

при z ∈ (C \∆o
ν1+δ)× ...× (C \∆o

νn+δ), для любых νj < π.

Из предыдущих двух неравенств следует оценка

|ϕ(ζ)||g(ζ, z)| ≤ e−δ
∑
|ηj |

для ζ ∈ Γ1 и

z ∈
⋃

{ν∈Tϕ, νj<π}

Gν+δ. (2.24)

Из определения множества Mϕ следует, что (2.24) равносильно

z ∈
⋃
ν∈Mϕ

Gν.
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Таким образом, интеграл I сходится при z ∈ G.

Поскольку, Im → I при mj → ∞, j = 1, ..., n, получаем I(z) = f(z)

при z ∈ (Ko)n. Cумма ряда (2.1) аналитически продолжается в секториальную

область G, что и требовалось доказать.

В заключение настоящего параграфа заметим, что наряду с Теоремой 2.2

о продолжимости в секториальную область путем целой интерполяции можно

рассмотреть аналогичный вопрос с помощю мероморфной интерполяции. Обо-

значим через Ψ класс мероморфных функций ψ(ζ), которые не имеют полюсов

на множестве

{ζ : Reζj ≥ 0, j = 1, ..., n}.

Заметим, что для функции ψ(ζ) ∈ Ψ можно корректно определить множества

Tψ(θ), Mψ(θ) при |θj| ≤ π
2 j = 1, ..., n. Аналогично доказательству Теоремы 2.2

получается следующее утверждение.

Теорема 2.3. Сумма рядя (2.1) аналитически продолжается в сектори-

альную область G, если найдется интерполирующая коэффициенты fk меро-

морфная функция ψ(ζ) из класса Ψ и вектор-функция ν(θ), заданная на кубе

[−π
2 ,

π
2 ]n и принимающая значения в Mϕ(θ), для которых

νj(θ) ≤ a| sin θj|+ b cos θj, j = 1, ..., n

с некоторыми константами a ∈ (0, π), b ∈ (0,∞).

2.3 Пример

Рассмотрим степенной ряд

f(z1, z2) =
∑

k1,k2∈N2

cos
√
k1k2 z

k1
1 z

k2
2 . (2.25)

Очевидно, функция ϕ(ζ1, ζ2) = cos(ζ1ζ2)
1
2 целая и интерполирует коэффи-

циенты ряда (2.25). В обозначениях ζj = rje
iθj ее модуль допускает асимптоти-
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ческое представление

|ϕ(ζ1, ζ2)| = | cos
(

(r1r2)
1
2ei

θ1+θ2
2

)
| = 1

2
e(r1r2)

1
2 |sin(

θ1+θ2
2 )| + o(1)

при r1r2 →∞. Поэтому множество Tϕ(θ) задается в виде

Tϕ(θ) = {ν ∈ R2 : (r1r2)
1
2 | sin(

θ1 + θ2

2
)| ≤ ν1r1 + ν2r2 + Cν,θ},

и, следовательно, состоит из решений ν = ν(θ) неравенства

(r1r2)
1
2 | sin(

θ1 + θ2

2
)| ≤ ν1r1 + ν2r2, r1, r2 ≥ 0.

Условие выполнения этого неравенства при rj = 0 дает на решение ν ограниче-

ние νj ≥ 0, j = 1, 2.

Для исследования неравенства при r1r2 6= 0 воспользуемся его однород-

ностью относительно (r1, r2). А именно, делением на r2 :

| sin(
θ1 + θ2

2
)| ≤ ν1

(
r1

r2

) 1
2

+ ν2

(
r2

r1

) 1
2

,

и обозначением:

t =

(
r1

r2

) 1
2

,

оно сводится к (неоднородному относительно t) неравенству

ν1t
2 − | sin(

θ1 + θ2

2
)|t+ ν2 ≥ 0, t ≥ 0. (2.26)

При этом, как указано выше, нас интересуют только решения ν с неотрицатель-

ными координатами. Из формул Виета следует, что для ν1 ≥ 0, ν2 ≥ 0 квадра-

тичный трехчлен в (2.26) относительно переменного t не имеет отрицательных

корней, поэтому неравенство (2.26) можно считать для t ∈ R. Таким образом,

решения ν неравенства (2.26) определяются условием неположительности дис-

криминанта:

| sin(
θ1 + θ2

2
)|2 − 4ν1ν2 ≤ 0,
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то есть, условием

ν1ν2 ≥
1

4
| sin(

θ1 + θ2

2
)|2.

В итоге получаем

Tϕ(θ1, θ2) = {ν ∈ R2 : ν1ν2 ≥
1

4
| sin(

θ1 + θ2

2
)|2, ν1 ≥ 0, ν2 ≥ 0}.

Множество Mϕ(θ1, θ2) совпадает с топологической границей Tϕ(θ1, θ2), т.е. со-

стоит из ветви гиперболы:

Mϕ(θ1, θ2) = {ν ∈ R2 : ν1ν2 =
1

4
| sin(

θ1 + θ2

2
)|2, ν1 ≥ 0, ν2 ≥ 0}. (2.27)

Очевидно, Tϕ(±π
2 ,±

π
2 ) состоит из квадранта ν1 ≥ 0, ν2 ≥ 0, если знаки

перед π
2 выбираются одинаковыми, и из {ν ∈ R2

+ : ν1ν2 ≥ 1
4}, если знаки берутся

противоположными.

В результате, пересечение Tϕ =
⋂
Tϕ(±π

2 ,±
π
2 ) равно

Tϕ = {ν ∈ R2 : ν1ν2 ≥
1

4
, ν1 ≥ 0, ν2 ≥ 0}.

Таким образом, множества Mϕ будет иметь вид (рис. 9)

Mϕ = {ν ∈ [0, π)2 : ν1ν2 =
1

4
}.

Теперь убедимся, что выполняется условие (2.19) Теоремы 2.2. С учетом

(2.27) для этого достаточно найти константы a ∈ [0, π), b ∈ [0,∞), для которых

выполняется неравенство

(a| sin θ1|+ b cos θ1)(a| sin θ2|+ b cos θ2) ≥
1

4
| sin(

θ1 + θ2

2
)|2.

При a = 1, b = 1 левая часть

(| sin θ1|+ cos θ1)(| sin θ2|+ cos θ2) ≥ 1,

а правая — не больше 1
4 , т.е. неравенство выполняется.
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Рисунок 9

Таким образом, согласно Теореме 2.2 сумма ряда будет продолжаться в

объединение G полисекторов Gν = (C \ ∆ν1) × ... × (C \ ∆νn) по всем ν ∈

Mϕ. На рис. 10 изображено множество аргументов θ = (θ1, θ2), определяю-

щих секториальное множество G. Оно равно объединению прямоугольников

(ν1, 2π − ν1)× (ν2, 2π − ν2) по всем (ν − 1, ν2) ∈Mϕ.

Рисунок 10
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2.4 О непродолжимости кратных степенных рядов

Здесь мы рассмотрим два примера двойных рядов. Первый из них мож-

но рассматривать как двумерный аналог феномена Фредгольма. Коэффициенты

этого ряда принимают лишь два значения — нуль и единицу. К рядам тако-

го типа относится и второй ряд — сужение ряда геометрической прогрессии

на конус. В случае рационального конуса этот ряд представляет специальную

рациональную функцию. В качестве гипотезы мы полагаем, что сужение на ир-

рациональный конус представляет ряд с естественной границей.

Теорема 2.4. Если носитель A двойного степенного ряда

∑
(k1,k2)∈A

z1
k1z2

k2 (2.28)

имеет вид

A = {(k1, k2) ∈ Z+
2 : k2 ≥ k1

1+ε} ∪ {(k1, k2) ∈ Z+
2 : k1 ≥ k2,

1+ε} ε > 0,

то ряд не продолжается за пределы единичного бикруга

U 2 = {(z1, z2) : |z1| < 1, |z2| < 1}

и представляет бесконечно дифференцируемую функцию в Ū 2 \ T 2, где

T 2 = {(z1, z2) : |z1| = 1, |z2| = 1}.

Доказательство. Двойной ряд (2.28) представим в виде суммы двух ря-

дов:

∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

z1
k1z2

k2+[k1
1+ε] +

∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

z1
k1+[k2

1+ε]z2
k2 =

∞∑
k2=0

z2
k2

∞∑
k1=0

z1
k1z2

[k1
1+ε] +

∞∑
k1=0

z1
k1

∞∑
k2=0

z2
k2z1

[k2
1+ε] =
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=
1

1− z2

∞∑
k1=0

z1
k1z2

nk1 +
1

1− z1

∞∑
k2=0

z2
k2z1

nk2 .

Здесь [kj
1+ε] означает целую часть числа kj

1+ε.

По Теореме 1.4 единичный круг |z2| < 1 является естественной областью для

ряда
∞∑
k1=0

z1
k1z2

nk1 (2.29)

Делая замену переменных eu = z1 и et = z2, из (2.29) получим двойной экспо-

ненциальный ряд ∑
(k1,k2)∈A1

ek1uek2t,

где A1 = {(k1, k2) ∈ Z2 : k2 ≥ k1+ε
1 }. Этот ряд представляет бесконечно диффе-

ренцируемую функцию в

{(u, t) : Re u ≤ 0, Re t ≤ 0} \ {(u, t) : Re u = 0, Re t = 0}.

Соответственно, ряд (2.29) представляет бесконечно дифференцируемую функ-

цию в Ū 2 \ T 2.

Аналогично, ряд
∞∑
k2=0

z2
k2z1

nk2

сходится в единичном круге, не продолжается по переменной z1 при 0 < z2 < 1

и представляет бесконечно дифференцируемую функцию в Ū 2 \ T 2.

Из сказанного получаем требуемое утверждение относительно ряда (2.28).

Предложение 2. Если K - конус с целочисленными образующими векто-

рами m1 = (m11,m12) и m2 = (m21,m22), то ряд

f(z) =
∑

k∈N2∩K

z1
k1z2

k2

является рациональной функцией вида

f(z) =
P (z)

(1− z1
m11z2

m12)(1− z1
m21z2

m22)
,
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где

P (z) = 1 +
∑

α∈(N2∩intD)

zα,

intD — это внутренность параллелограмма D c вершинами (0, 0),m1,m2 и m1 +

m2.

Доказательство. Все целые точки сектора K можно покрыть, взяв полу-

группу

L = {(l1m11 + l2m21, l1m12 + l2m22), li ∈ Z≥0, i = 1, 2}

и ее сдвиги Lj = aj+L, где aj пробегает множество целых точек из intD. Таким

образом, получим∑
k∈N2∩K

z1
k1z2

k2 =
∑
k∈L

z1
k1z2

k2 +
∑
k∈L1

z1
k1z2

k2 + ...+
∑
k∈Lp

z1
k1z2

k2,

где p – это мощность множества N 2 ∩ intD. При этом, по формуле для суммы

геометрической прогрессии∑
k∈L

z1
k1z2

k2 =
∑
l1,l2≥0

zl1m1+l2m2 =
∑
l1,l2≥0

(zm1)l1(zm2)l2 =

=
1

(1− zm1)(1− zm1)
=

1

(1− z1
m11z2

m12)(1− z1
m21z2

m22)
.

И поскольку ∑
k∈Lj

z1
k1z2

k2 = z1
aj1z2

aj2
∑
k∈L

z1
k1z2

k2,

получаем ∑
k∈N2∩K

z1
k1z2

k2 =
1 + z1

a11z2
a12 + ...+ z1

ap1z2
ap2

(1− z1
m11z2

m12)(1− z1
m21z2

m22)
.

что и требовалось доказать.

В заключение отметим следующее. Если ряд (2.4) рассматривать для про-

извольного сектора K (т.е. необязательно с рациональными m1 и m2), то в ка-

честве гипотезы мы полагаем, что этот ряд (2.4) или не продолжается через

границу своей области сходимости, или является рациональной функцией вида

f(z) =
P (z)

(1− z1
m11z2

m12)(1− z1
m21z2

m22)
,
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где P (z) – многочлен.

Такое утверждение можно было бы интерпретировать как пример дву-

мерной версии теоремы Сеге ( [4], [6]) о рядах с конечным числом различных

коэффициентов Тейлора.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные результаты диссертационной работы следющие:

1. Получен критерий продолжимости кратного степенного ряда через гра-

ничное множество полидуг на языке асимптотического поведения целой функ-

ции, интерполирующей коэффициенты ряда.

2. Для одномерных рядов найдены условия локальной продолжимости ря-

да через граничную дугу, и условия продолжимости ряда в секториальную об-

ласть, используя мероморфные интерполяции коэффициентов ряда.

3. Построена лакунарная шкала степенных рядов одного переменного,

непродолжимых за пределы круга сходимости и бесконечно дифференцируемых

в замыкании круга, включающая в себя ряды Фредгольма. На основе этой шка-

лы построены примеры кратных степенных рядов с аналогичными свойствами

в единичном поликруге.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

П.1 Индикатор роста целой функции

Говорят, что целая функция ϕ(z) комплексного переменного z ∈ C имеет

экспоненциальный тип, если

lim
z→∞

ln |ϕ(z)|
|z|

< +∞.

Индикатором (или индикатрисой роста) целой функции ϕ(z) экспоненци-

ального типа называется предел [6]

hϕ(θ) := lim
r→∞

ln |ϕ(reiθ)|
r

, θ ∈ R.

Индикатор характеризует рост функции ϕ на лучах z = reiθ (здесь r ∈ R+, а θ

фиксировано). Из определения следует, что hϕ(θ) является действительно знач-

ной 2π-периодической функцей. Одно из основных свойств индикатора hϕ(θ)

состоит в его тригонометрической выпуклости [38],[6]:

Если θ1 < θ < θ2 и θ2 − θ1 < π, то справедливо неравенство

hϕ(θ) sin (θ2 − θ1) ≤ hϕ(θ1) sin (θ2 − θ) + hϕ(θ2) sin (θ − θ1).

Если целая функция ϕ(z) представляется степенным рядом

ϕ(z) =
∞∑
k=0

akz
k,

то ряд Лорана

ϕ̂ =
∞∑
k=0

akk!z−k−1 (3.1)

называется преобразованием Бореля функции ϕ.

Связь между множеством особенностей функции ϕ̂ и индикатором функции ϕ
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описывается теоремой Полиа [34], [22]. Для ее формулировки напомним, что

опорной функцией выпуклого множества K называется функция

k(θ) = sup
z∈K

Re(ze−iθ).

Заметим, что если z = x+ iy, то

Re(ze−iθ) = x cos θ + y sin θ.

Теорема (Полиа [34]) Индикатор hϕ(θ) целой функции ϕ экспоненциаль-

ного типа связан с опорной функцией k(θ) наименьшего выпуклого компакта

K, вне которого аналитически продолжается hϕ, по формуле

hϕ(θ) = k(−θ).

Заметим, что ввиду выпуклости компакт K представляется пересечением

полуплоскостей :

K =
⋂

θ∈[0,2π]

{z : Re(ze−iθ) < ν}.

Этот факт берется за основу формулировки многомерного аналога теоремы По-

лиа.

В n-мерном случае под целой функции экспоненциального типа понимает-

ся функция ϕ(z) = ϕ(z1, ..., zn), для которой существуют положительные числа

A, σ1, ..., σn такие, что для всех z ∈ Cn имеет место неравенство

|ϕ(z)| ≤ Aeσ1|z1|+...+σn|zn|.

Аналогично одномерному случаю целой функции

ϕ(z) =
∑
k∈Nn

akz
k, (3.2)

где k = (k1, ..., kn), zk = zk11 ...z
kn
n , сопоставляется преобразование Бореля

ϕ̂(z) =
∞∑
|k|≥0

akk!z−k−1,
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где k! = k1!...kn!.

Для целой функции ϕ экспоненциального типа определим множество

Tϕ(θ) = {ν ∈ Rn : ln |ϕ(reiθ)| ≤ ν1r1 + ...+ νnrn + Cν,θ},

где неравенство выполняется для любого r ∈ Rn
+ при некоторой константе Cν.θ.

Пусть Cϕ(θ) — множество векторов ν ∈ Rn таких, что функция ϕ̂(z) из

окрестности (∞, ...,∞) продолжается в область

Gν,θ = {z : Re(zje
−iθj) > νj, j = 1, .., n},

которая представляет собой прямое произведение полуплоскостей.

Теорема (Иванов-Ставский [28], [22]) Пусть ϕ(z) целая функция экспо-

ненциального типа, тогда

Tϕ(θ) = Cf(−θ).
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П.2 Многомерные вычеты и аналог леммы Жордана

Пусть ω мероморфная в Cn дифференциальная форма вида

ω =
h(z)dz1 ∧ ... ∧ dzn
f1(z)...fn(z)

(3.3)

с полюсами на дивизорах Dj = {z : fj(z) = 0}, j = 1, ..., n. В предположении,

что пересечение Z = D1 ∩ ... ∩Dn дискретно, для каждой точки a ∈ Z опреде-

ляется локальный вычет (вычет Гротендика) относительно системы дивизоров

{Dj} как интеграл (см. [39], гл. 5 или [37], §5)

resaω =
1

(2πi)n

∫
Γa

ω, (3.4)

где Γa = {z ∈ Ua : |fj(z)| = ε, j = 1, ..., n} – цикл в некоторой малой окрестно-

сти Ua точки a, ориентация которого задается неравенством

d(argf1) ∧ ... ∧ d(argfn) ≥ 0.

Когда f1, ..., fn таковы, что якобиан ∂(f)/∂(z) в точке a отличен от нуля, локаль-

ный вычет равен (формула Коши)

resaω =
h(a)
∂(f)
∂(z)(a)

. (3.5)

Рассмотрим вопрос о том, когда интеграл

1

(2πi)n

∫
Γa

ω (3.6)

мероморфной формы (3.3) по остову σ некоторого полиэдра Π равен сумме вы-

четов (3.4) в точках a ∈ Π. Под полиэдром подразумевается прообраз g−1(∂G)

собственного отображения g : Cn → Cn области G = G1 × ... × Gn, где каж-

дая Gj является областью комплексной плоскости с кусочно-гладкой границей

∂Gj. Остов полиэдра – это множество g−1(∂G1 × ... × ∂Gn), ориентация кото-

рого определяется порядком параметров τ1, ..., τn, параметризующих границы

∂G1, ..., ∂Gn соответственно.
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С каждым мультииндексом K = {k1, ..., ks} ⊂ {1, ..., n} ассоциируется

грань

σK = {z : gk(z) ∈ ∂Gk, k ∈ K, gj(z) ∈ Gj, j /∈ K}.

Семейство дивизоров {Dj} называется согласованным с полиэдром Π, ес-

ли

Dj ∩ σj =, j = 1, ..., n. (3.7)

Если Π – ограниченный полиэдр и {Dj} – согласованное с Π семейство

дивизоров, то интеграл 3.6 равен сумме вычетов 3.4 по всем точкам a ∈ Π [36].

Для неограниченных полиэдров необходимо дополнительное условие убывания

подынтегрального выражения на бесконечности, как это требуется в классиче-

ской одномерной лемме Жордана [36]. С помощью функций fj определяющих

дивизоры Dj, введем в рассмотрение функции

ρj =
|fj|2

||f ||2
, где ||f ||2 = |f1|2 + ...+ |fn|2.

С каждым мултииндексом J = {j1, ..., js} ⊂ {1, ..., n} при 1 ≤ s ≤ n свяжем

(n, s− 1)-дифференциальную форму

ξJ =
∑
j∈J

(−1)(j,J)−1ρj∂̄ρJ [j] ∧ ω,

где (j, J) означает позицию j в наборе J , а ∂̄ρJ [j] = ∂̄ρ1 ∧ ...[j]... ∧ ∂̄ρs.

Говорят, что дифференциальная форма ξj удовлетворяет условию Жор-

дана на грани σJo где Jo = {1, ..., n} \ J, если существует последовательность

вещественных чисел Rk, сходящаяся к +∞ при k →∞, такая, что

lim
k→∞

∫
SRk∩ σJo

ξj = 0, (3.8)

где SR – сфера радиуса R с центром в некоторой точке остова σ = σ1...n полиэдра

Π.
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Теорема (многомерная абстрактная лемма Жордана [31], [45]). Если се-

мейство дивизоров {Dj} согласовано с полиэдром Π и для каждого мултиин-

декса J форма ξJ удовлетворяет условию Жордана на грани σJo, то

∫
σ

ω = (2πi)n
∑
a∈Π

resaω.

Последовательность сфер SRk в теореме можно заменить любой другой

последовательностью кусочно-гладких поверхностей такой, что области, огра-

ниченные гранями полиэдра и поверхностями этой последовательности, исчер-

пывают весь полиэдр при R→∞.
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