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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà êëàññà áåñêî-
íå÷íûõ ãðóïï � ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû è ãðóïïû Øóíêîâà, îáëàäàþùèå íàñûùàþùèìè
ìíîæåñòâàìè, ñîñòîÿùèìè èç êîíå÷íûõ ãðóïï ñïåöèàëüíîãî âèäà. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ïå-
ðèîäè÷åñêîé ãðóïïîé ïîíèìàåòñÿ ãðóïïà, â êîòîðîé ëþáîé å¼ ýëåìåíò èìååò êîíå÷íûé
ïîðÿäîê. Êëàññ ãðóïï Øóíêîâà áûë ââåäåí Â.Ï. Øóíêîâûì â 70-å ãîäû ïðîøëîãî âå-
êà, è ïåðâîíà÷àëüíî ñàì Â.Ï. Øóíêîâ íàçûâàë òàêèå ãðóïïû ñîïðÿæåííî-áèïðèìèòèâíî
êîíå÷íûìè [33,40].

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Øóíêîâà (ñîïðÿæåííî-áèïðèìèòèâíî êîíå÷íîé ãðóï-
ïîé), åñëè äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû H èç G â ôàêòîð-ãðóïïå NG(H)/H ëþáûå äâà
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòà ïðîñòîãî ïîðÿäêà ïîðîæäàþò êîíå÷íóþ ãðóïïó.

Êàê ñëåäóåò èç ðàáîò À.Â. Ðîæêîâà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, ãðóïïû Øóíêîâà îòëè÷íû
îò ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï [37]. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåíû ïðèìåðû ãðóïï Øóíêîâà, ñîäåð-
æàùèõ ýëåìåíòû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà è íå îáëàäàþùèõ ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ [48]. Ïîä
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ ãðóïïû ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
ãðóïïû ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè îáðàçóþò ïîäãðóïïó.

Ïîíÿòèå íàñûùåííîñòè âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòå À.Ê. Øëåïêèíà [51] â 1993 ã.

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ãðóïï. Ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæå-
ñòâà X, åñëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç G ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå ãðóïïû G, èçîìîðô-
íîé íåêîòîðîé ãðóïïå èç X. Ìíîæåñòâî X â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü íàñûùàþùèì
ìíîæåñòâîì.

Ïîÿâëåíèå ïîíÿòèÿ íàñûùåííîñòè áûëî îáóñëîâëåíî ñëåäóþùèìè äâóìÿ ïðè÷èíàìè.
Ïåðâîå. Áîëüøèíñòâî êîíñòðóêöèé ïåðèîäè÷åñêèõ íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï, èç-

âåñòíûõ ê òîìó âðåìåíè, ïîêàçàëè, ÷òî ìåæäó êëàññîì ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï è êëàñ-
ñîì âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîìåæóòî÷íûõ êëàññîâ ãðóïï
ñ äîñòàòî÷íî ñëàáûìè óñëîâèÿìè êîíå÷íîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè êîí-
ñòðóêöèè Ñ.Â. Àëåøèíà [2], Å.Ñ. Ãîëîäà [5], Ð.È. Ãðèãîð÷óêà [7], È.Ã. Ëûñåíêà [20], Ñ.Â.
Èâàíîâà [73], Ï.Ñ. Íîâèêîâà, Ñ.È. Àäÿíà [1], À.Þ. Îëüøàíñêîãî [31], À.Â. Ðîæêîâà [37] è
À.È. Ñîçóòîâà [41]. Îäíàêî ñðàçó âûÿâèëàñü õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ýòèõ êîíñòðóêöèé.
Êàê ïðàâèëî, ýòî áûëè ãðóïïû, íå ñîäåðæàùèå êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ïîäãðóïï.

Âòîðîå. Ïðè èññëåäîâàíèè ãðóïï ñ ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè
(ëîêàëüíî êîíå÷íûå ãðóïïû ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè [58], ãðóïïû Øóíêîâà ñ óñëîâè-
åì ïðèìàðíîé ìèíèìàëüíîñòè [54]) âîçíèêàë êîíòðïðèìåð, êîòîðûé ÿâëÿëñÿ ãðóïïîé ñ
ñèñòåìîé êîíêðåòíûõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ïîäãðóïï.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå íàñûùåííîñòè íå òðåáóåò, ÷òîáû íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîÿ-
ëî èç ïîäãðóïï ãðóïïû G. Áîëåå òîãî, íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî
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äëÿ ãðóïïû G è ìîæåò ñîäåðæàòü ãðóïïû, íå èìåþùèå èçîìîðôíûõ êîïèé â ãðóïïå G. Îä-
íàêî âñåãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãðóïï, èìåþùèõ
èçîìîðôíûå êîïèè â G.

Ïóñòü G − ãðóïïà, K − ïîäãðóïïà G, X − ìíîæåñòâî ãðóïï. ×åðåç XG(K) áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîäåðæàùèõ K è èçîìîðôíûõ ãðóïïàì
èç X. Åñëè 1 − åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî XG(1) áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç X. Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîé
ãðóïïå èäåò ðå÷ü, òî âìåñòî XG(K) áóäåì ïèñàòü X(K), è ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî
XG(1) áóäåì ïèñàòü X(1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì íàñûùàþùåì ìíîæåñòâå X ãðóïïû G ìíîæåñòâî XG(1)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ íàñûùàþùèì ìíîæåñòâîì äëÿ G, íî ñîñòîÿùèì èç ïîäãðóïï ãðóïïû G,
ÿâëÿþùèõñÿ èçîìîðôíûìè êîïèÿìè ãðóïï èç ìíîæåñòâà X.

Êàê îêàçàëîñü âïîñëåäñòâèè, ïîíÿòèå íàñûùåííîñòè òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèÿìè ïî-
êðûòèÿ [17] è ëîêàëüíîé ñèñòåìû [74].

Ïóñòü G � ãðóïïà, L � ìíîæåñòâî åå ïîäãðóïï. Íàçîâåì ìíîæåñòâî L ëîêàëüíîé
ñèñòåìîé, åñëè ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ëåæèò â ïîäãðóïïå èç
ìíîæåñòâà L.

Â 60-e ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ï.Ã. Êîíòîðîâè÷, À.Ñ. Ïåêåëèñ è À.È. Ñòàðîñòèí
[13�15] ñòàëè ðàññìàòðèâàòü ïîêðûòèÿ â êëàññàõ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï. Ëîêàëüíî êîíå÷íûå
ãðóïïû, îáëàäàþùèå ëîêàëüíûìè ñècòåìàìè èç êîíå÷íûõ ãðóïï, ðàññìàòðèâàëèñü â [74].

Â îòëè÷èå îò íàñûùàþùåãî ìíîæåñòâà ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà ãðóïïû ìîæåò ñîcòîÿòü
òîëüêî èç ïîäãðóïï ãðóïïû G. Îòìåòèì, ÷òî â êëàññå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï ïîíÿòèÿ
íàñûùåííîñòè è ëîêàëüíîé ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû. Ïðèâåäåì ðÿä ïðèìåðîâ è ðåçóëüòà-
òîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ââåäåííûå âûøå ïîíÿòèÿ íàñûùåííîñòè è ëîêàëüíîé ñèñòåìû, à
òàêæå ñâÿçü è ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè.

Ñâîáîäíàÿ áåðíñàéäîâà ãðóïïà B(m,n) [1]. Äàííàÿ ãðóïïà, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà
Ï.Ñ. Íîâèêîâà è Ñ.È. Àäÿíà, íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà X = {〈a〉|an = 1, n −
ïðîñòîå, n ≥ 665}. Ìíîæåñòâî X(1) = {H|H < B(m,n), |H| = n}, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíîé ñèñòåìîé äëÿ B(m,n). Îòìåòèì, ÷òî B(m,n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ íå ïðîñòàÿ íå
ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ãðóïïà Îëüøàíñêîãî G(∞) [31]. Äàííàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ äâóïîðîæäåííîé ïåðèîäè÷å-
ñêîé ïðîñòîé; îíà, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ À.Þ. Îëüøàíñêîãî, íàñûùåíà ãðóïïàìè èç
ìíîæåñòâà X = {〈a〉|ap = 1, p ïðîñòîå, p > 1074}. Ìíîæåñòâî X(1) = {H|H < G(∞), |H| =
p}, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìîé G(∞).

Ãðóïïà L2(P ). Ïóñòü P � áåñêîíå÷íîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå,

P1 < P2 < ... < Pi < −

áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà êîíå÷íûõ ïîäïîëåé ïîëÿ P , òàêàÿ, ÷òî P =
⋃∞
i=1 Pi. Òîãäà L2(P )

íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà X = {L2(Pi)|i = 1, 2, ...}. Â îòëè÷èå îò ïåðâûõ äâóõ ñëó-
÷àåâ, ìíîæåñòâî X(1) = {H|H < G,H∈̃ X} � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà ãðóïïû L2(P ). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, öåïî÷êà L2(P1) < L2(P2) < ... < L2(Pi) < ..., ñîâïàäàþùàÿ ñ X, òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìîé ãðóïïû L2(P ) è L2(P ) =

⋃∞
i=1 L2(Pi). Îòìåòèì, ÷òî íàñûùàþùåå
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ìíîæåñòâî äëÿ ãðóïïû L2(P ), à òàêæå äâå ðàíåå óêàçàííûå ëîêàëüíûå ñèñòåìû ñîñòîÿò
èç ãðóïï ëèåâà òèïà ðàíãà 1.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì îáîáùåíèÿì äëÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï,
îáëàäàþùèõ ëîêàëüíûìè ñèñòåìàìè, ñîñòîÿùèìè èç âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà, ðàíãè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè.

Òåîðåìà (O.Í. Êåãåëü, Á.À. Âåðôðèö) [74]. Åñëè ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà îáëàäàåò
ëîêàëüíîé ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëè-
åâà òèïà ðàíãà 1, òî îíà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå ëèåâà òèïà ðàíãà 1.

Òåîðåìà (Â.Â. Áåëÿåâ, À.Â. Áîðîâèê, C. Òîìàñ, Á. Õàðòëè è Ã. Øþò) [3,4,70,76]. Åñëè
ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà îáëàäàåò ëîêàëüíîé ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç âîçðàñòàþùåé
öåïî÷êè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ïîäãðóïï ëèåâà òèïà, ðàíãè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóï-
íîñòè, òî è ñàìà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà.

Ñôîðìóëèðóåì ïðèâåäåííûé âûøå ðåçóëüòàò â òåðìèíàõ íàñûùåííîñòè.

Òåîðåìà. Åñëè ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà îáëàäàåò íàñûùàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòî-
ÿùèì èç êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà, ðàíãè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíî-
ñòè, òî è ñàìà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ô. Õîëëà ïîä÷åðêèâàåò, â äàííîì ñëó÷àå, âàæíîñòü óñëîâèÿ
íàñûùåííîñòè ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà,
ðàíãè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè.

Òåîðåìà (Ô. Õîëë ) [69]. Ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ
ëþáóþ ñ÷åòíóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ãðóïïó (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà).

Èç äàííîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòûõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï,
îáëàäàþùèõ íàñûùàþùèìè ìíîæåñòâàìè, ñîñòîÿùèìè èç êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, íî
íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè ëîêàëüíî êîíå÷íûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà íàä ïîäõîäÿùèì
ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì.

Â ñâåòå ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ åñòåñòâåííî áûëî ïîñòàâèòü âîïðîñ î ñòðîåíèè
ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû, íàñûùåííîé êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà, ðàíãè
êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè.

Êîóðîâñêàÿ òåòðàäü, âîïðîñ 14.101 [16]. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñû-
ùåííàÿ êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà, ðàíãè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâî-
êóïíîñòè, ñàìà ÿâëÿeòñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé ëèåâà òèïà?

Ïðèâåäåííûé íèæå ðåçóëüòàò À.Þ. Îëüøàíñêîãî ïîä÷åðêèâàåò, â äàííîì ñëó÷àå, âàæ-
íîñòü óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà
òèïà, ðàíãè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Èç íåãî âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðèî-
äè÷åñêèõ ïðîñòûõ íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ êîíå÷íûå ïðîñòûå íåàáåëå-
âû ïîäãðóïïû, íî íå îáëàäàþùèõ íàñûùàþùèìè ìíîæåñòâàìè, ñîñòîÿùèìè èç êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, èç êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà, ðàíãè
êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè.

Òåîðåìà (À.Þ. Îëüøàíñêèé) [32]. Ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà âêëàäûâàåòñÿ
â ïðîñòóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ãðóïïó ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè.
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Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êëàññ ãðóïï Øóíêîâà îòëè÷åí îò êëàññà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï.
Êðîìå òîãî, âîïðîñ î ðàñïîëîæåíèè ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ãðóïïå Øóíêîâà
ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíóþ çàäà÷ó. Êàê îêàçàëîñü, ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå íåêîòî-
ðûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà, îáëàäàþò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, èçîìîðôíîé ñîîòâåòñòâó-
þùåé ãðóïïå ëèåâà òèïà íàä ïîäõîäÿùèì ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì. Ïîýòîìó óìåñòíî
ðàññìîòðåòü ðåäàêöèþ âîïðîñà 14.101 äëÿ ãðóïï Øóíêîâà.

Âîïðîñ: Âåðíî ëè, ÷òî ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåííàÿ êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè
ëèåâà òèïà, ðàíãè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ,
èçîìîðôíîé ïðîñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà?

Ïðè ðåøåíèè âîïðîñà 14.101 âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü õàðàêòåðèçàöèè ãðóïï, îáëàäà-
þùèõ íàñûùàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì íå îáÿçàòåëüíî èç êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï
ëèåâà òèïà (ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ, öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ, ñïëåòåííûå ãðóïïû, ãðóïïû
äèýäðà). À.Ê. Øë¼ïêèí â [54], èçó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêóþ ãðóïïó G, íàñûùåííóþ êîíå÷íûìè
ïðîñòûìè ãðóïïàìè Re(3n), ðàññìàòðèâàë öåíòðàëèçàòîð èíâîëþöèè x èç G. Êàê îêàçà-
ëîñü, CG(x) íàñûùåí ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè êîíå÷íûõ ãðóïï âèäà L2(3

n)× Z2, ãäå Z2

åñòü ãðóïïà ïîðÿäêà äâà. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî CG(x) ' L2(Q)×Z2,
ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè òðè, à çàòåì è äîêàçàòü òðåáóåìûé
èçîìîðôèçì G ' Re(Q). Êðîìå òîãî, êàê ïîêàçàëè Ñ.Â. Èâàíîâ [73] è È.Ã. Ëûñåíîê [20],
áåðíñàéäîâû ãðóïïû B(m,n) äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷åòíîãî ïåðèîäà n íå ëîêàëüíî êîíå÷íû
è íàñûùåíû ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ãðóïï äèýäðà, âçÿòûõ â êîíå÷íîì ÷èñëå, ïðè÷åì
÷èñëî ìíîæèòåëåé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Äàëåå
Á. Àìáåðã è Ë.Ñ. Êàçàðèí [59] äîêàçàëè, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïà-
ìè äèýäðà, ëîêàëüíî êîíå÷íà. Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëåí îáùèé âîïðîñ î ñòðîåíèè ãðóïïû,
íàñûùåííîé ðàçëè÷íûìè êîíå÷íûìè ãðóïïàìè. Ãðóïïû, íàñûùåííûå ðàçëè÷íûìè ìíîæå-
ñòâàìè êîíå÷íûõ ãðóïï, èçó÷àëèñü À.È. Ñîçóòîâûì, Ê.À. Ôèëèïïîâûì, Â.Ä. Ìàçóðîâûì,
Ä.Â. Ëûòêèíîé, Ä.Í. Ïàíþøêèíûì [21�27, 34�36, 45]. Â îáçîðå [18] è ìîíîãðàôèè [19]
ïðèâåäåíà áèáëèîãðàôèÿ ðàáîò, â êîòîðûõ èññëåäîâàëèñü ãðóïïû ñ óñëîâèåì íàñûùåííî-
ñòè, è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì ãðóïï, íàñûùåííûõ
ãðóïïàìè èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà ãðóïï.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

1. Äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæå-
ñòâàM = {GL2(q) | q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà}, èçîìîðôíà GL2(Q), ãäå Q � ïîäõîäÿùåå
ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå (òåîðåìà 3.4.1).

2. Äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M =
{PGL2(q) | q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà}, èçîìîðôíà PGL2(Q), ãäå Q � ïîäõîäÿùåå ëî-
êàëüíî êîíå÷íîå ïîëå (òåîðåìà 3.3.1).

3. Äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M =
{U3(q), L3(q) | q � ñòåïåíü ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà}, èçîìîðôíà U3(Q) èëè L3(Q) äëÿ
íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q (òåîðåìà 4.3.1).

4. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

M = {U3(q), L3(q) | q � ñòåïåíü ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà},

îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), èçîìîðôíîé U3(Q) èëè L3(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëî-
êàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q (òåîðåìà 4.2.1).
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5. Äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà êîíå÷-
íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà ðàíãà 1, èçîìîðôíà ïðîñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà ðàíãà 1 íàä
ïîäõîäÿùèì ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì (òåîðåìà 6.2.1).

6. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà ðàíãà 1, îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, èçîìîðôíîé ïðîñòîé
ãðóïïå ëèåâà òèïà ðàíãà 1 íàä ïîäõîäÿùèì ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì (òåîðåìà 5.2.1).

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 7 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Íóìåðàöèÿ îïðå-
äåëåíèé, òåîðåì, ïðåäëîæåíèé, ïðèìåðîâ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ íà ãëàâû è ïàðàãðà-
ôû. Íàïðèìåð, òåîðåìà 7.2.1 � ýòî ïåðâàÿ òåîðåìà èç âòîðîãî ïàðàãðàôà ñåäüìîé ãëàâû.
Òåêñò äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåí íà 142 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 105 íà-
èìåíîâàíèé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [78] � [96], èç íèõ 19 ðàáîò
îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Âî ââåäåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ è
ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçâåñòíûå ôàêòû è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ãðóïïû, íàñûùåííûå ðàçëè÷íûìè ìíîæåñòâàìè ãðóïï.

Â ïàðàãðàôå 2.1 èññëåäóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå ñïëåòåííûìè ãðóï-
ïàìè.

Òåîðåìà 2.1.1. Áåñêîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ñïëåòåííûìè ãðóïïàìè, èçîìîðô-
íà ñïëåòåíèþ áåñêîíå÷íîé ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé 2-ãðóïïû è ãðóïïû ïîðÿäêà 2.

Ïîñòðîåí ïðèìåð 2.1.11, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî òåîðåìà 2.1.1 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ãðóïï íåâåðíà. Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëîêàëüíî
êîíå÷íûõ ãðóïï è ãðóïï Øóíêîâà, òàêîå îáîáùåíèå âîçìîæíî.

Òåîðåìà 2.1.12. Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ñïëåòåííûìè
ãðóïïàìè. Òîãäà G = (A×B)h〈v〉, ãäå Av = B, A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, |v| = 2.

Òåîðåìà 2.1.13. Ïóñòü G � ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåííàÿ ñïëåòåííûìè ãðóïïàìè.
Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) = (A×B)h 〈v〉, ãäå Av = B, A � ëîêàëüíî
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è |v| = 2.

Òåîðåìû 2.1.1, 2.1.12, 2.1.13 è ïðèìåð 2.1.11 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû
â [78,96].

Â ïàðàãðàôå 2.2 ðàññìîòðåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà
íå áóäåò ïðîñòîé.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà êî-
íå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï è â G åñòü èíâîëþöèÿ z òàêàÿ, ÷òî CG(z) ñîäåðæèò
êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ,
èçîìîðôíîé êîíå÷íîé ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè G � áåñêîíå÷íàÿ
ãðóïïà, òî G � íå ïðîñòàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 2.2.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [90].

Â ïàðàãðàôå 2.3 èññëåäîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû è ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå
ãðóïïàìè äèýäðà è A5.

Ïóñòü A = {A5} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé ãðóïïû A5, B � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç êîíå÷íûõ ãðóïï äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. ÏîëîæèìM = A∪B.
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Òåîðåìà 2.3.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M,
ëèáî èçîìîðôíà ãðóïïå A5, ëèáî èçîìîðôíà ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïå ñ ñèëîâñêîé 2-
ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2.

Òåîðåìà 2.3.4. Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M, îáëà-
äàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå A5, ëèáî ëîêàëüíî
äèýäðàëüíîé ãðóïïå ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2.

Òåîðåìû 2.3.1, 2.3.4 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [88].

Â ïàðàãðàôå 2.4 èññëåäîâàíû ãðóïïû, íàñûùåííûå ãðóïïàìè äèýäðà è ëèíåéíûìè
ãðóïïàìè ñòåïåíè 2.

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãðóïï L2(q), ãäå q ≡ 3, 5 (mod 8), B � ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ ãðóïï äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Ïîëîæèì M =
A ∪B.

Òåîðåìà 2.4.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M,
èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q, ëèáî ëîêàëüíî
äèýäðàëüíîé ãðóïïå ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2.

Òåîðåìà 2.4.10. Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M, îáëà-
äàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî
ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q, ëèáî ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïå ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé
ïîðÿäêà 2.

Òåîðåìû 2.4.1, 2.4.10 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [92].

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ãðóïïû, íàñûùåííûå ãðóïïàìè GL2(q), PGL2(q).

Â ïàðàãðàôå 3.1 èññëåäóþòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûå ãðóïïû, íàñûùåííûå ãðóïïàìèGL2(q)
íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü J = {GL2(q)}, ãäå q = pn.
Îòìåòèì, ÷òî íè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ p, íè íàòóðàëüíîå n íå ôèêñèðóþòñÿ.

Òåîðåìà 3.1.1. Ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
J, èçîìîðôíà GL2(P ) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ P.

Òåîðåìà 3.1.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [79].

Â ïàðàãðàôå 3.2 èññëåäóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè
GL2(q), PGL2(q) íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ôèêñèðîâàííîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü

J = {GL2(p
n)},M = {PGL2(p

n)},

ãäå p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî, à íàòóðàëüíîå n íå ôèêñèðóåòñÿ.

Òåîðåìà 3.2.7. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæå-
ñòâà M, èçîìîðôíà PGL2(Q), ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Òåîðåìà 3.2.13. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíî-
æåñòâà =, èçîìîðôíà GL2(Q), ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Òåîðåìû 3.2.7, 3.2.13 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [80].

Â ïàðàãðàôå 3.3 èññëåäóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå ãðóïïàìè PGL2(q)
íàä ïðîèçâîëüíûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè. ÏóñòüM = {PGL2(q)|q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà}.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M,
èçîìîðôíà PGL2(Q), ãäå Q � ïîäõîäÿùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå.
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Òåîðåìà 3.3.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [82].

Â ïàðàãðàôå 3.4 èññëåäóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè
GL2(q) íàä ïðîèçâîëüíûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæå-
ñòâà =, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ãðóïï {GL2(p

n)} (çäåñü p è n íå ôèêñèðóþòñÿ), èçîìîðôíà
GL2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Òåîðåìà 3.4.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [83].

Â ãëàâå 4 ðàññìîòðåíû ãðóïïû, íàñûùåííûå óíèòàðíûìè è ëèíåéíûìè ãðóïïàìè ñòå-
ïåíè òðè.

Â ïàðàãðàôå 4.1 ðàññìîòðåíû ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
M = {U3(q)}.

Òåîðåìà 4.1.7. Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M, îáëà-
äàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), èçîìîðôíoé ãðóïïå U3(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî
êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Òåîðåìà 4.1.7 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [87].

Â ïàðàãðàôå 4.2 èññëåäîâàíû ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå óíèòàðíûìè è ëèíåé-
íûìè ãðóïïàìè ñòåïåíè òðè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü
M = {U3(q), L3(q)}, ãäå q = pn íå÷åòíî. Îòìåòèì, ÷òî íè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ p, íè
íàòóðàëüíîå n íå ôèêñèðóåòñÿ.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M. Òî-
ãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), èçîìîðôíîé U3(Q) èëè L3(Q) äëÿ íåêîòîðîãî
ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Òåîðåìà 4.2.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [84].

Â ïàðàãðàôå 4.3 èññëåäîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå óíèòàðíûìè è ëè-
íåéíûìè ãðóïïàìè ñòåïåíè òðè.

Òåîðåìà 4.3.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

M = {U3(q), L3(q) | q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, q > 3}.

Òîãäà G èçîìîðôíà U3(Q) èëè L3(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Òåîðåìà 4.3.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ä.Â. Ëûòêèíîé è îïóáëèêîâàíà â [85].

Â ãëàâå 5 ðàññìîòðåíû ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1.

Â ïàðàãðàôå 5.1 ðàññìîòðåíû ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
{J1, L2(q), Re(q), U3(q), Sz(q)}.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà êîíå÷íûìè ïðîñòûìè íåàáå-
ëåâûìè ãðóïïàìè è â ëþáîé å¼ êîíå÷íîé 2-ïîäãðóïïå K âñå èíâîëþöèè èç K ëåæàò â
öåíòðå K. Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï
ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà:

{J1, L2(Q), Re(Q), U3(Q), Sz(Q)}

äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.
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Òåîðåìà 5.1.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [95].
Â ïàðàãðàôå 5.2 ðàññìîòðåíû ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå êîíå÷íûìè ïðîñòûìè

ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1.

Òåîðåìà 5.2.1. Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà ðàíãà 1, îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ èçîìîðôíà
ïðîñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà ðàíãà 1 íàä ïîäõîäÿùèì ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì Q.

Òåîðåìà 5.2.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [86,89].

Â ãëàâå 6 ðàññìîòðåíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ðàí-
ãà 1.

Â ïàðàãðàôå 6.1 ðàññìîòðåíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå ëèíåéíûìè ãðóïïà-
ìè ñòåïåíè 2 è óíèòàðíûìè ãðóïïàìè ñòåïåíè 3.

Òåîðåìà 6.1.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï

M = {L2(r), U3(q) | r, q íå÷¼òíûå, r > 3}.

Òîãäà G èçîìîðôíà L2(R) èëè U3(R), ãäå R � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå íå÷¼òíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè.

Òåîðåìà 6.1.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ä.Â. Ëûòêèíîé è îïóáëèêîâàíà â [91].

Â ïàðàãðàôå 6.2 ðàññìîòðåíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå êîíå÷íûìè ïðîñòû-
ìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1.

Òåîðåìà 6.2.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóï-
ïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1. Òîãäà G èçîìîðôíà ãðóïïå ëèåâà òèïà ðàíãà 1 íàä ïîäõîäÿùèì
ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì.

Òåîðåìà 6.2.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [93].

Â ãëàâå 7 ðàññìîòðåíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû 2-ðàíãà 2 è ãðóïïû Øóíêîâà 2-ðàíãà 2,
íàñûùåííûå êîíå÷íûìè ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè. Êàê ïîêàçàëè Àëüïåðèí, Áðàó-
ýð è Ãîðåíñòåéí, êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè 2-ðàíãà 2 ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìîâ
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãðóïïû: L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4), ãäå q, p, r íå÷åòíûå,
q > 3 [61]. Â äàííîé ãëàâå ýòîò êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò ïåðåíîñèòñÿ íà ïåðèîäè÷åñêèå
ãðóïïû 2-ðàíãà 2 è íà ãðóïïû Øóíêîâà 2-ðàíãà 2, íàñûùåííûå êîíå÷íûìè ïðîñòûìè
íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè.

Â ïàðàãðàôå 7.1 ðàññìîòðåíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû 2-ðàíãà 2, íàñûùåííûå êîíå÷íû-
ìè ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè.

Òåîðåìà 7.1.1. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï 2-ðàíãà 2, íàñûùåí-
íûõ êîíå÷íûìè ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà

G = {L2(Q), A7, L3(P ), U3(R), M11, U3(4)},

ãäå Q,P,R � âñåâîçìîæíûå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ íå÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê, |Q| > 3.

Òåîðåìà 7.1.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À.È. Ñîçóòîâûì è Ä.Â. Ëûòêèíîé è îïóá-
ëèêîâàíà â [94].

Â ïàðàãðàôå 7.2 ðàññìîòðåíû ãðóïïû Øóíêîâà 2-ðàíãà 2, íàñûùåííûå êîíå÷íûìè
ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè.



12

Òåîðåìà 7.2.1. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî âñåõ ãðóïï Øóíêîâà 2-ðàíãà 2, íàñûùåííûõ
êîíå÷íûìè ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ G, G îáëàäàåò
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï ìíîæåñòâà

{L2(Q), A7, L3(P ), U3(R), M11, U3(4)},

ãäå Q,P,R � âñåâîçìîæíûå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ íå÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê, |Q| > 3.

Òåîðåìà 7.2.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â [95].
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Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ è
âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. "Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà", ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Â.Â.
Ìîðîçîâà (Êàçàíü, 25.09.2011�30.09.2011).

2. "Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ" (Íîâîñèáèðñê, 13.04.2012�19.04.2012).
3. International conference on Algebra dedicated to 100th anniversary of S.M. Chernikov,

(Êèåâ, 20.08.2012�26.08.2012).
4. "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ" (Íîâîñèáèðñê, 11.11.2013�15.11.2013).
5. "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé" (Åêàòåðèíáóðã, 2.02.2014�

8.02.2014).
6. "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ" (Íîâîñèáèðñê, 10.11.2014-13.11.2014).
7. Groups and graphs, algorithms and automata (Åêàòåðèíáóðã, 09.08.2015�15.08.2015).
8. "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ" (Íîâîñèáèðñê, 03.05.2015�07.05.2015).
9. Êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå, àíàëèçó è ãåîìåòðèè (Êàçàíü, 26.06.2016�2.07.2016).
10. "Àëãåáðà è Ëîãèêà: Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ" (Êðàñíîÿðñê, 24.07.2016-29.07.2016).
11. Êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîìïëåêñíîìó àíàëèçó è êîìïüþòåð-

íîé àëãåáðå (Êîðÿæìà, 03.08.2016�09.08.2016).
12. Graphs and groups, spectra and symmetries (Íîâîñèáèðñê, 15.08.2016�28.08.2016).
13. "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ" (Íîâîñèáèðñê, 2016. Ïëåíàðíûé äîêëàä).
14. "Òåîðèÿ ãðóïï è åå ïðèëîæåíèÿ" (Ïåðìü, 2017. Ïëåíàðíûé äîêëàä ).
15. "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ" (Íîâîñèáèðñê, 2017).
16. "Òåîðèÿ ãðóïï è åå ïðèëîæåíèÿ", êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 65-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-

äåíèÿ ïðîôåññîðà À.À. Ìàõíåâà (Ãåëåíäæèê, 2018. Ïëåíàðíûé äîêëàä).
17. Ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-

äåíèÿ ïðîôåññîðà À.Ã. Êóðîøà (Ìîñêâà, 2018. Ïëåíàðíûé äîêëàä).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ:

1. Êðàñíîÿðñêèé ãîðîäñêîé àëãåáðàè÷åñêèé ñåìèíàð, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ôóíäà-
ìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè Ñèáèðñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (2013,2015,2016,2017).

2. Ñåìèíàð "Òåîðèÿ ãðóïï", Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (2015).
3. Ñåìèíàð "Àëãåáðà è ëîãèêà", Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (2015).
4. Ñåìèíàð îòäåëà àëãåáðû è òîïîëîãèè, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ

(2017).

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, áûëè ïîääåðæàíû ñëåäóþùèìè
ãðàíòàìè:

1. 2015/2016 � Ãðàíò Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÌÄ�3952.2015.9).
2. 2015/2016 � Ãîñóäàðñòâåííîå çàäàíèå ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ Ñèáèð-

ñêîìó ôåäåðàëüíîìó óíèâåðñèòåòó íà âûïîëíåíèå ÍÈÐ â 2014 ãîäó, çàäàíèå � 1.1462.2014/Ê.
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3. 2016/2016 � Ãðàíò ÐÔÔÈ (� 16-31-50030).
4. 2018/2019 � Ãðàíò ÐÍÔ (� 18-71-10007, îñíîâíîé èñïîëíèòåëü).
5. 2017/2018 � Ãðàíò ÐÔÔÈ (� 18-31-00257, ðóêîâîäèòåëü).
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Ãëàâà 1

Îïðåäåëåíèÿ, èçâåñòíûå ôàêòû è

âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

1.1 Îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü G � ãðóïïà, X � ìíîæåñòâî ãðóïï. Çàïèñü G ∈̃ X
îçíà÷àåò, ÷òî G èçîìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå èç X. Ñîîòâåòñòâåííî çàïèñü G ˜6∈ X
îçíà÷àåò, ÷òî â X íåò ãðóïï, èçîìîðôíûõ G.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü G − ãðóïïà, K − ïîäãðóïïà G, X − ìíîæåñòâî ãðóïï.
×åðåç XG(K) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîäåðæàùèõ K è
èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç X. Åñëè 1 − åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî XG(1) áóäåò
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç X. Åñëè èç
êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîé ãðóïïå èäåò ðå÷ü, òî âìåñòî XG(K) áóäåì ïèñàòü X(K) è
ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî XG(1) áóäåì ïèñàòü X(1).

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. [51] Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ãðóïï. Ãðóïïà G íàñû-
ùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà X (èëè íàñûùåíà ìíîæåñòâîì X ), åñëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà K èç G ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå ãðóïïû G, èçîìîðôíîé íåêîòîðîé ãðóïïå èç
X.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. [18] Ïóñòü ãðóïïà G íàñûùåíà ìíîæåñòâîì X. Áóäåì íàçû-
âàòü X íàñûùàþùèì ìíîæåñòâîì ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. [33,40] Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Øóíêîâà, åñëè äëÿ ëþáîé
êîíå÷íîé ïîäãðóïïû H èç G â ôàêòîð-ãðóïïå NG(H)/H ëþáûå äâà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåí-
òà ïðîñòîãî ïîðÿäêà ïîðîæäàþò êîíå÷íóþ ãðóïïó.

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. [10] Åñëè ìíîæåñòâî T (G) âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
èç ãðóïïû G îáðàçóåò ïîäãðóïïó, òî T (G) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ ãðóïïû G
.

1.2 Áåñêîíå÷íûå ãðóïïû

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. [8] Êîíå÷íîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà â ëþáîé ãðóïïå ïîðîæäàåò êîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2. [38] Ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè äèýä-
ðà, èçîìîðôíà ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïå.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.3. [10, òåîðåìà 23.1.1] Ðàñøèðåíèå ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû ïðè
ïîìîùè ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû åñòü ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.4. [62] Ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ ìàêñèìàëüíîé
êîíå÷íîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé, ÿâëÿåòñÿ ÷åðíèêîâñêîé.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.5. [10] Áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà îáëàäàåò áåñêîíå÷-
íîé àáåëåâîé ïîäãðóïïîé.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.6. [57] Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ èíâîëþöèþ ñ êîíå÷-
íûì öåíòðàëèçàòîðîì, ëîêàëüíî êîíå÷íà è ïî÷òè ðàçðåøèìà.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.7. [43] Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ èíâîëþöèåé, S �
ñèëîâñêàÿ 2-ãðóïïà èç G, è ïóñòü öåíòðàëèçàòîð ëþáîé èíâîëþöèè èç S àáåëåâ. Òîãäà
ëèáî S � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ëèáî SCG, ëèáî G = R×L2(Q), ãäå R � àáåëåâà
ãðóïïà áåç èíâîëþöèé, Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.8. [19] Åñëè â ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïå G íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà êîíå÷íà, òî âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.9. Â áåñêîíå÷íîé 2-ãðóïïå T ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà îòëè÷íà
îò ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà. Â ÷àñòíîñòè, T ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ
ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà áåñêîíå÷íîé 2-ãðóïïû G. Èíäóêöè-
åé ïî |K| ïîêàæåì, ÷òî NG(K) 6= K. Ýòî î÷åâèäíî, åñëè |K| = 1. Ïóñòü t � èíâîëþöèÿ èç
öåíòðà K è |K| > 1. Åñëè CG(t) � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 ãðóïïà G
ëîêàëüíî êîíå÷íà, è óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñïðàâåäëèâîñòè íîðìàëèçàòîðíîãî óñëîâèÿ
â êîíå÷íûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ. Åñëè æå CG(t) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî, íå íàðó-
øàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî CG(t) = G, ò. å. 〈t〉 E G. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
NG(K) 6= K, ãäå G = G/〈t〉, K = K/〈t〉, ïîýòîìó NG(K) 6= K.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.10. [27, 56] Ïóñòü G � 2-ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ìàêñèìàëüíóþ
êîíå÷íóþ ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó. Òîãäà G � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.11. [10, òåîðåìà 9.1.4] Ïîëíàÿ ïîäãðóïïà A àáåëåâîé ãðóïïû G
âûäåëÿåòñÿ â G ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.12. (Â.Ä. Ìàçóðîâ) Ïóñòü H � ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû G. Åñëè x3 = 1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà èç G \H, òî H íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ G \H. Òîãäà (hx−1)3 = 1 äëÿ ëþáîãî h ∈ H. Òàê êàê

(hx−1)3 = hhxhx
2

x−3 = hhxhx
2

,

òî x èíäóöèðóåò â H ðàñùåïëÿþùèé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 3. Ïî ëåììå 6 èç [9], äîêàçàí-
íîé Â.Ä. Ìàçóðîâûì, âåðíî çàêëþ÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.13. [23, ëåììà 6] Ïóñòü T � áåñêîíå÷íàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû G, MT � ìíîæåñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîïðÿ-
æ¼ííûõ ñ T , NT � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû G, íå ñîïðÿ-
æ¼ííûõ ñ T . Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t ñóùåñòâóþò òàêèå X ∈ MT è Y ∈ NT ,
÷òî |X ∩ Y | > t.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.14. [53, 59] Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ êî-
íå÷íûìè ãðóïïàìè äèýäðà. Òîãäà G = A h 〈t〉, ãäå A � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t �
èíâîëþöèÿ, at = a−1 äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.15. Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç
ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï M. Òîãäà G � ïðîñòàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðîòèâ, N � íåòðèâèàëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G, v � íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò èç N . Ïî óñëîâèþ v ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîé
ïðîñòîé ïîäãðóïïå H ãðóïïû G. Î÷åâèäíî, H ñîäåðæèòñÿ â N , òàê êàê H∩N íåòðèâèàëü-
íî è ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â H. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê H ÷åòåí, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî v � èíâîëþöèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî G \ N ñîäåðæèò èíâî-
ëþöèþ w. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈v, w〉 < K ∈̃ M. Ñëåäîâàòåëüíî, K � êîíå÷íàÿ
ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå K∩N � ñîáñòâåííàÿ
íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû K.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.16. Ïóñòü ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç
ìíîæåñòâà M êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà, ðàíãè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â ñîâî-
êóïíîñòè. Òîãäà G èçîìîðôíà ïðîñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.15 G � ïðîñòàÿ ãðóïïà. Îíà ëèíåéíà ïî èç-
âåñòíîé òåîðåìå Ìàëüöåâà [30], è ïîýòîìó ñ÷åòíà (ñì. [74, òåîð. 1.L.2]). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè êîíå÷íûõ ãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç
ìíîæåñòâà M. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [3,4,70,76] âûòåêàåò, ÷òî G èçîìîðôíà ãðóïïå ëèåâà
òèïà.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.17. [38] Ïóñòü I îçíà÷àåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, Kα � êîíå÷íîå
ïîëå äëÿ ëþáîãî α ∈ I è R = {L2(Kα)|α ∈ I}. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ
ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà R, èçîìîðôíà ïðîñòîé ãðóïïå L2(P ) íàä ïîäõîäÿùèì ëîêàëüíî
êîíå÷íûì ïîëåì P .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.18. [59] Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíî-
æåñòâà M, ñîñòîÿùåãî èç êîíå÷íûõ ãðóïï äèýäðà, èìååò âèä: G = Aht, ãäå A � ëîêàëüíî
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t � èíâîëþöèÿ, at = a−1 äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.19. [44] Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà êîíå÷íûìè
ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè è â ëþáîé åå êîíå÷íîé 2-ïîäãðóïïå K âñå èíâîëþöèè èç
K ëåæàò â öåíòðå K. Òîãäà

G ∈̃ {J1, L2(R), Re(F ), U3(Q), Sz(P ) | R,F,Q, P − ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ}.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.20. Ïóñòü G − ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, x, y − äâå ðàçëè÷íûå èíâî-
ëþöèè èç G. Òîãäà:

1. 〈x, y〉 = 〈d〉h 〈x〉 = 〈y〉 − êîíå÷íàÿ ãðóïïà äèýäðà, ãäå d = xy, dx = dy = d−1.
2. Åñëè ýëåìåíò d íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, òî ãðóïïà äèýäðà 〈x, y〉 ñîäåðæèò îäèí êëàññ

ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé : xG.
3. Åñëè ýëåìåíò d ÷åòíîãî ïîðÿäêà, òî ãðóïïà äèýäðà 〈x, y〉 ñîäåðæèò òðè êëàññà

ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé : xG, zG, (zx)G, ãäå 〈z〉 − ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç 〈d〉.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.21. [42] Ïóñòü G � ãðóïïà ñ êîíå÷íîé èíâîëþöèåé è ñèëüíî
âëîæåííîé ïîäãðóïïîé B, j � èíâîëþöèÿ èç B, v � èíâîëþöèÿ èç G \ B, H = Bv ∪ B.
Òîãäà:

1. Â ãðóïïå G âñå èíâîëþöèè ñîïðÿæåíû, jB − ìíîæåñòâî âñåõ èíâîëþöèé èç B.
2. B = CG(j)H, ïîäãðóïïà H äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå âñåõ èíâîëþ-

öèé èç B òðàíçèòèâíî. Ëþáîé ñìåæíûé êëàññ CG(j)b, b ∈ B, ñîäåðæèò òî÷íî îäèí
ñòðîãî âåùåñòâåííûé îòíîñèòåëüíî v ýëåìåíò.

3. Êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G \ B îáëàäàåò ïðåäñòàâëåíèåì g = cr, ãäå c ∈ CG(j), à r −
èíâîëþöèÿ èç G \B.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.22. [21,39] Ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ êîòîðîé íå
ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 4, ëîêàëüíî êîíå÷íà.

1.3 Ãðóïïû Øóíêîâà

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Ïóñòü G � ãðóïïà Øóíêîâà, H � êîíå÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà G = G/H � ãðóïïà Øóíêîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â G, a � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà
èç NG(K), g � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç G. Òîãäà a = aH, g = gH,K = KH äëÿ íåêîòî-
ðûõ ýëåìåíòîâ a, g ∈ G è êîíå÷íîé ïîäãðóïïû K < G. Ðàññìîòðèì NG(KH). Î÷åâèäíî,

a, g ∈ NG(KH), à a1 = a(KH), b1 = ag(KH) −

ýëåìåíòû ôàêòîð-ãðóïïû NG(KH)/KH èìåþò ïðîñòîé ïîðÿäîê è ñîïðÿæåíû â íåé. Òàê
êàê G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈a1, b1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. [54, ñëåäñòâèå 2.4.4] Ïóñòü G � ãðóïïà Øóíêîâà,

H1 < H2 < . . . < Ha < . . . −

öåïî÷êà åå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû èç ýòîé öåïî÷êè
ôàêòîð-ãðóïïà G/Ha ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øóíêîâà, è H =

⋃
Ha. Òîãäà G/H � ãðóïïà

Øóíêîâà.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3. Ïóñòü G � ãðóïïà Øóíêîâà, a � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà
èç G, x � èíâîëþöèÿ èç G. Òîãäà 〈x, a〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû Øóíêîâà âûòåêàåò, ÷òî 〈a, ax〉 � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî x ∈ NG(〈a, ax〉). Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, ax〉〈x〉 � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Òàê êàê 〈x, a〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé 〈a, ax〉〈x〉, òî 〈x, a〉 � òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.4. [50] Â ãðóïïå Øóíêîâà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ êî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.5. Ãðóïïà Øóíêîâà G, â êîòîðîé âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû àáåëåâû,
îáëàäàåò àáåëåâîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà èç G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |a| � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà 〈a, ag〉 � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà
äëÿ ëþáîãî g ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî, N1 = 〈ag|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû G. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà a êàê ýëåìåíòà ïðîñòîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì, ÷òî âñå
ýëåìåíòû ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ èç G ïîðîæäàþò àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó N2 ãðóïïû
G è, áîëåå òîãî, ëþáîé ýëåìåíò èç N2 ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì g ∈ G, èìåþùèì
êîíå÷íûé ïîðÿäîê. Ïóñòü R(G) � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè ýëåìåíòàìè
êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ ãðóïïû G. Î÷åâèäíî, N2 ≤ Z(R(G)), çíà÷èò, ãðóïïà R = R(G)/N2 �
ãðóïïà Øóíêîâà (ïðåäëîæåíèÿ 1.3.1, 1.3.2). ßñíî, ÷òî äëÿ R óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ,
è ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ R ëåììà âåðíà (èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó a). Ïî îïðåäåëå-
íèþ 1.1.6 R(G) = T (G) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû G, è T (G) � àáåëåâà ãðóïïà.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.6. Åñëè â ãðóïïå Øóíêîâà G íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
êîíå÷íà, òî âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç G êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü R � êîíå÷íàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ãðóïïû G. Ïîëîæèì N = {Rg|g ∈ G}, B � ìíîæåñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû
G, íå ñîïðÿæåííûõ ñ R. Âûáåðåì òàêèå X ∈ N è Y ∈ B, ÷òî ÷èñëî m = |X ∩ Y | ïðèíè-
ìàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîðíîå óñëîâèå â êîíå÷íûõ
2-ãðóïïàõ, âûáèðàåì ýëåìåíòû x ∈ NX(X ∩ Y ) è y ∈ NY (X ∩ Y ) òàê, ÷òî x2, y2 ∈ X ∩ Y. Â
êîíå÷íîé ãðóïïå 〈x, y,X ∩ Y 〉 (ïðåäëîæåíèå 1.3.3) âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû,
è ïóñòü S � îäíà èç íèõ. Òàê êàê S ≤ Z � íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G, òî Z ∈ N
èëè Z ∈ B. Íî â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G ñïðàâåäëèâî 〈x,X ∩ Y 〉 ≤ Zg ∩ Y è
|Zg ∩ Y | > m, à âî âòîðîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî 〈y,X ∩ Y 〉 ≤ Zg ∩X, è ñíîâà |Zg ∩ Y | > m.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì m.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.7. Ïóñòü T � áåñêîíå÷íàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû Øóíêî-
âà G, MT � ìíîæåñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîïðÿæåííûõ ñ T , NT �
ìíîæåñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû G, íå ñîïðÿæåííûõ ñ T. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò òàêèå X ∈ MT è Y ∈ NT , ÷òî |X ∩ Y | ≥ t, ãäå t � íàïåðåä çàäàííîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî [23, ëåììà 6].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.8. [46] Ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
âñåõ ïðîåêòèâíûõ ñïåöèàëüíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï ðàçìåðíîñòè 2 íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè,
îáëàäàåò ëîêàëüíî êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ èçîìîðôíà ãðóïïå L2(Q) äëÿ
ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.9. [38] Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè äèýäðà, îáëà-
äàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) è T (G) èçîìîðôíà ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.10. [55] Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåííà ãðóïïàìè èç ìíî-
æåñòâà {Re(32n+1)}. Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) è T (G) ' Re(Q) äëÿ
ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q õàðàêòåðèñòèêè 3.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.11. [55] Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíî-
æåñòâà {Sz(q)}. Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) è T (G) ' Sz(Q) äëÿ
ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q õàðàêòåðèñòèêè 2.
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.12. [55] Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíî-
æåñòâà {U3(2

n)}. Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) è T (G) ' U3(P )}, ãäå
P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðñòèêè 2.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.13. [81] Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíî-
æåñòâà {L2(p

k), U3(2
n)}. Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) è

T (G) ∈̃ {L2(Q), U3(P )},

ãäå P, Q � ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ.

1.4 Êîíå÷íûå ãðóïïû

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. [11] Ïóñòü ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï
R ñîñòîèò èç ãðóïï ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ :

1. G ' Lδk(q), ãäå δ = ±, q � íå÷åòíî.
2. G ' Eδ

6(q), ãäå q � íå÷åòíî.
Òîãäà R ñîäåðæèò âñå êîíå÷íûå ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû, â êîòîðûõ öåíòðàëèçà-

òîð ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû íå ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. [66] Ïóñòü G = L2(q), ãäå q = 2n > 2, P � ñèëîâñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà :

1. P � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, è ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû
ãðóïïû G ïåðåñåêàþòñÿ òðèâèàëüíî.

2. CG(a) = P äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè a ∈ P .
3. NG(P ) = P hH � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà

ñ ÿäðîì P è öèêëè÷åñêèì äîïîëíåíèåì H ïîðÿäêà q − 1, äåéñòâóþùèì òðàíçèòèâíî íà
ìíîæåñòâå P \ {1}.

4. NG(H) � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 2(q − 1).
5. Åñëè K � ïîäãðóïïà â G è K îáëàäàåò íåòðèâèàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé

íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, òî NG(K) � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 2(q − 1) èëè 2(q + 1).

Ïðåäëîæåíèå 1.4.3. Ïóñòü G = L2(q), ãäå q � íå÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøå 3. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ :

1. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà.
2. Åñëè a � èíâîëþöèÿ èç G, òî CG(a) � ãðóïïà äèýäðà.
3. Z(CG(a)) = 〈a〉.
4. Âñå èíâîëþöèè èç G ñîïðÿæåíû.
5. ×åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G ñàìîöåíòðàëèçóåìû.
6. Åñëè a, b � äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè èç G, òî G = 〈CG(a), CG(b)〉.
7. Åñëè a, b � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç G, q 6∈ {5, 7, 9, 11}, òî G = 〈CG(a), CG(b)〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1�5 õîðîøî èçâåñòíû, èõ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàé-
òè, íàïðèìåð, â [66]. Óòâåðæäåíèÿ 6, 7 âûòåêàþò èç óòâåðæäåíèÿ 2 è ñïèñêà ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû L2(q) (ñì. [64, ñ. 377]).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.4. [66, 68] Ïóñòü L = GL2(2
n). Òîãäà :

1. L = L2(2
n)× Z, ãäå Z = 〈( α 0

0 α )〉 � öåíòð ãðóïïû L, α ∈ GF (q).
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2. R = {( 1 α
0 1 ) , α ∈ GF (2n)} � ñèëîâñêàÿ 2�ïîäãðóïïà ãðóïïû L, NL(R) = R h D, ãäå

D = 〈
(
α 0
0 β

)
〉 � ïîäãðóïïà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ãðóïïû L, β ∈ GF (2n), D = Z × T ,

T = 〈( α 0
0 1 )〉, è |Z| = |T | = 2n − 1.

3. PGL2(p
n) = L/Z = L2(2

n).

Ïðåäëîæåíèå 1.4.5. [68], [71] Ïóñòü L = GL2(p
n) è p � íå÷åòíî. Òîãäà :

1. |L| = (pn − 1)2pn(pn + 1).
2. R = {( 1 α

0 1 ) , α ∈ GF (pn)} � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû L, NL(R) = R h D, ãäå
D = 〈

(
α 0
0 β

)
〉 � ïîäãðóïïà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ãðóïïû L, β ∈ GF (pn), D = Z × T ,

Z = 〈( α 0
0 α )〉 � öåíòð ãðóïïû L, T = 〈( α 0

0 1 )〉, CL(D) = D è |Z| = |T | = pn − 1.
3. Ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû L ïåðåñåêàþòñÿ òðèâèàëüíî.
4. Ïóñòü M = 〈a〉 × 〈b〉, ãäå |a| = |b| = k > 2, ïîäãðóïïà L. Òîãäà k äåëèò pn − 1, è äëÿ

íåêîòîðîãî g ∈ L, M g ⊆ D è NL(M g) = NL(D) = D h 〈ω〉, ãäå ω = ( 0 1
1 0 ).

5. Ïóñòü a � ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà èç L, è CL(〈a〉) ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå
öèêëè÷åñêèå 2-ïîäãðóïïû îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà |a| äåëèò pn − 1.

6. Â L íåò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ A4.
7. L = SL2(p

n) h T, ãäå T = ( α 0
0 1 ) è α ∈ GF (pk).

8. L = (SL2(p
n) ·Z) · 〈υ〉, ãäå υ = ( h 0

0 1 ) ( 0 1
1 0 ) , υ2 = ( h 0

0 h ) ∈ Z è h � ýëåìåíò ïîëÿ GF (pn),
èç êîòîðîãî íå èçâëåêàåòñÿ êîðåíü êâàäðàòíûé.

9. Åñëè q ≡ 1(mod 4), 2s � ýòî 2-÷àñòü ÷èñëà q − 1, ξ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè
2s èç 1 â GF (q), òî åå ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ïîðÿäêà 2s+1 ÿâëÿåòñÿ ñïëåòåíèåì ãðóïï
Z2s è Z2, S = 〈

(
ξ 0
0 1

)
,
(
1 0
0 ξ

)
, ( 0 1

1 0 )〉.
10. Åñëè q ≡ −1(mod 4), 2s � ýòî 2-÷àñòü ÷èñëà q + 1, ξ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü

ñòåïåíè 2s+1 èç 1 â GF (q2), òî åå ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé
ãðóïïîé ïîðÿäêà 2s+2 è S = 〈

(
ξ 0
0 ξ+ξq

)
, ( 0 1
−1 0 )〉.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.6. [68] Ïóñòü L = PGL2(q). Òîãäà :
1. Åñëè q ÷åòíîå, òî L = L2(q), ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç L � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà.
2. Åñëè q íå÷åòíîå, òî L = L2(q) h 〈v〉, ãäå v � èíâîëþöèÿ, ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç

L � íåàáåëåâà ãðóïïà äèýäðà, âñå èíâîëþöèè èç L2(q) ñîïðÿæåíû.
3. Åñëè q íå÷åòíîå, x � èíâîëþöèÿ èç L, òî CL(x) � ãðóïïà äèýäðà.
4. Åñëè q íå÷åòíîå, t, z � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç L, òî L = 〈CL(t), CL(z)〉.
5. Åñëè q íå÷åòíîå, D � íåöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 èç L, òî CL(D) = D.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.7. [66] Ïóñòü G = U3(2
n), P � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G,

B = NG(P ). Òîãäà:
1. G = B〈v〉B, ãäå v � èíâîëþöèÿ, B ∩Bv = H � ïîäãðóïïà Êàðòàíà.
2. P � ãðóïïà ïåðèîäà 4, ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè 2, P ′ = Z(P ) = Φ(P ) = Ω1(P ).
3. Ëþáûå äâå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G èìåþò òðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå.
4. Åñëè a � èíâîëþöèÿ èç P , òî CG(a) = PhH1, ãäå H1 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïðè÷åì

H1 ≤ B è Z(P ) ≤ CG(H1).
5. B = P h H, ãäå H � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 22n−1

d
, ãäå d = 3, åñëè 3 äåëèò

÷èñëî 2n + 1, è d = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
6. H = H0 ×H1, ãäå H1 � ïîäãðóïïà èç óòâåðæäåíèÿ 4, |H0| = 2n − 1 è |H1| = 2n+1

d
,

ïðè÷åì v èíâåðòèðóåò H0 è öåíòðàëèçóåò H1.
7. P h H0 � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ñ íåèíâàðèàíòíûì ìíîæèòåëåì H0, äåéñòâóþùèì

òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå èíâîëþöèé ãðóïïû P .
8. CG(H1) = H1 × L, ãäå L ' L2(2

n), S = L ∩ P � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â L.
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9. B/Z(P ) � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ñ ÿäðîì P/Z(P ) è äîïîëíåíèåì HZ(P )/Z(P ), ïðè
ýòîì ôàêòîð-ãðóïïà HZ(P )/Z(P ) ëèáî òðàíçèòèâíà íà ìíîæåñòâå íååäèíè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ôàêòîð-ãðóïïû P/Z(P ), ëèáî èìååò ðîâíî 3 îðáèòû.

10. G ïîðîæäàåòñÿ ëþáîé ïàðîé ñâîèõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï.
11. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî 2′-ýëåìåíòà a ∈ G ïîäãðóïïà NG(〈a〉) èìååò ÷åòíûé ïîðÿäîê.
12. |U3(2

n)| = 1
(3,2n+1)

23n(22n − 1)(23n + 1).

Ïóñòü GF (q) � êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà q, SL3(q) = SL+
3 (q) � ãðóïïà ìàòðèö ðàçìåð-

íîñòè 3, îïðåäåëèòåëè êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå, SU3(q) = SL−3 (q) � ãðóïïà óíèòàðíûõ
ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 3 íàä ïîëåì GF (q2), ò. å. ïîäãðóïïà ãðóïïû SL3(q

2), ñîñòîÿùàÿ èç
ìàòðèö m, äëÿ êîòîðûõ mmT � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ãäå T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, à
m ïîëó÷àåòñÿ èç m çàìåíîé êàæäîãî å¼ ýëåìåíòà mij íà m

q
ij.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì SL3(q
2) íà PSL3(q

2) (ñ ÿäðîì, ñîñòîÿ-
ùèì èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö), è òàê æå áóäåì îáîçíà÷àòü îãðàíè÷åíèå ϕ íà SL3(q) è SU3(q).

Òàêèì îáðàçîì,

SL3(q)
ϕ = PSL3(q) = L3(q) = L+

3 (q),

SU3(q)
ϕ = PSU3(q) = U3(q) = L−3 (q).

Äàëåå, ïóñòü q � íå÷¼òíî. Ïîëîæèì

i =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

ϕ , j =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

ϕ ,
b =

 0 −1 0
0 0 1
−1 0 0

ϕ , w =

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

ϕ .
Î÷åâèäíî, i, j, b, w ∈ Lε3(q), ãäå ε ∈ {+,−}. Îïðåäåëèì

A = 〈i, j〉, B = 〈w, j〉, V = 〈b, w〉.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.8. Ïóñòü L = Lε3(q), ãäå q � íå÷¼òíî, i, j, b, w, A, B, V �
ýëåìåíòû è ïîäãðóïïû L, îïðåäåë¼ííûå âûøå. Òîãäà :

1. A è B � ÷åòâåðíûå ãðóïïû, ò. å. ýëåìåíòàðíûå àáåëåâû ãðóïïû ïîðÿäêà 4, AB �
ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 8, ïîðÿäîê b ðàâåí 3, V èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñòåïåíè
3.

2. D = CL(A) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà q−ε1 è öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû ïîðÿäêà (q − ε1)/(3, q − ε1).

NL(A) = NL(D) = D h V.

3. Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà èç NL(A), èíäóöèðóþùåãî ïðè ñîïðÿæåíèè àâòîìîðôèçì
ïîðÿäêà 3 ïîäãðóïïû A, ðàâåí 3.

4. Âñå èíâîëþöèè èç L ñîïðÿæåíû â L. Ëþáàÿ ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç L ñîïðÿæåíà
ñ A. Â L ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8, è ëþáàÿ àáåëåâà ñåêöèÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû
èç L ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè.

5. Ñóùåñòâóåò v ∈ L, äëÿ êîòîðîãî jv = j, iv = w.
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6. Åñëè ε ∈ {−} è q+1 íå äåëèòñÿ íà 4, òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû L èçîìîðôíà
ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïå SD(m) = {a, b | a2m+1

= b2 = e, ab = a−1+2m}, ãäå 2m äåëèò q− 1,
2m+1 íå äåëèò q − 1.

7. Åñëè ε ∈ {−} è q + 1 äåëèòñÿ íà 4, òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû L èçîìîðôíà
ñïëåò¼ííîé ãðóïïåWr(m) = {a1, a2, b | a2

m

1 = a2
m

2 = b2 = e, a1a2 = a2a1, a
b
1 = a2, a

b
2 = a1},

ãäå 2m äåëèò q + 1, 2m+1 íå äåëèò q + 1.
8. Åñëè ε ∈ {+} è q + 1 äåëèòñÿ íà 4, òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû L èçîìîðôíà

ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïå SD(m) = {a, b | a2m+1
= b2 = e, ab = a−1+2m}, ãäå 2m äåëèò q− 1,

2m+1 íå äåëèò q − 1.
9. Åñëè ε ∈ {+} è q+1 íå äåëèòñÿ íà 4, òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû L èçîìîðôíà

ñïëåò¼ííîé ãðóïïåWr(m) = {a1, a2, b | a2
m

1 = a2
m

2 = b2 = e, a1a2 = a2a1, a
b
1 = a2, a

b
2 = a1},

ãäå 2m äåëèò q + 1, 2m+1 íå äåëèò q + 1.
10. Åñëè (q, ε) 6∈ {(3,+), (5,−)}, òî äëÿ ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû C 6= A èç NL(A) âûïîë-

íåíî L = 〈NL(A), CL(C)〉. Åñëè (q, ε) = (3,+), òî L = 〈NL(A), NL(C)〉. Åñëè (q, ε) = (5,−),
òî 〈NL(A), NL(C)〉 ' A7.

11. Åñëè ε ∈ {−}, òî CL(j) =

{(
a11 0 a12
0 |A|−1 0
a21 0 a22

) ∣∣∣∣∣ A = ||amn|| ∈ GU2(q)

}
' GU2(q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû 1�3 ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Ïóíê-
òû 4, 6�9,11 äîêàçàíû â [60, 61]. Ïî ïóíêòó 4 ñóùåñòâóåò òàêîé v1 ∈ L, ÷òî Av1 = B. Ïî
ïóíêòó 2, V v1 èíäóöèðóåò â B ïðè ñîïðÿæåíèè ïîëíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ B, êîòîðàÿ
äåéñòâóåò äâàæäû òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå èíâîëþöèé B. Îòñþäà âûòåêàåò ïóíêò 5.
Äîêàæåì ïóíêò 10. Î÷åâèäíî, ÷òî C ñîäåðæèò èíâîëþöèþ t, íå ëåæàùóþ â CL(A), è

|CNL(A)(t)| = |CCL(A)(t)〈t〉| = 2|CCL(A)(w)|.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî |CCL(A)(w)| = (q − ε1)/(3, q − ε1). Òàêèì îáðàçîì,

|CNL(A)(C)| 6 2(q − ε1)/(3, q − ε1).

Ïîñêîëüêó A è C ñîïðÿæåíû â L, òî |CL(C)| = (q−ε1)2/(3, q−ε1), îòêóäà CL(C) 6≤ NL(A),
çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ q = 3, ε = +. Òàê êàê NL(A) íå ìàêñèìàëüíà â L, òîëüêî åñëè
L ' U3(5) [64, ñ. 378, 379], òî ýòî ðàññóæäåíèå íå äîêàçûâàåò 10 òîëüêî äëÿ ñëó÷àåâ
(q, ε) ∈ {(3,+), (5,−)}. Äëÿ íèõ 10 ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ [67].

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.9. [66] Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G îáëàäàåò ñèëüíî âëîæåííîé
ïîäãðóïïîé. Òîãäà èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé :

1. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G � öèêëè÷åñêàÿ èëè ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ.
2. O2(G/O(G)) èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï L2(2

n), Sz(22n+1), U3(2
2n).

Ïðåäëîæåíèå 1.4.10. [28] Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë π ñó-
ùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï (ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà) Mπ ñî ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò |K|, ãäå K ∈ Mπ, òî
p ∈ π.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.11. [65] Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷ècëî êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëå-
âûõ ãðóïï (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ñ çàäàííûì öåíòðàëèçàòîðîì èíâîëþöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.12. [6] Ïóñòü G = Re(q), ãäå q = 32n+1 > 3, a � èíâîëþöèÿ èç G,
T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â G. Òîãäà :
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1. T � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 8, CG(T ) = T è H = NG(T ) = T h (〈b〉h
〈d〉), ãäå 〈b〉h 〈d〉 � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 21.

2. CG(a) = 〈a〉 × L, ãäå L ' L2(q).
3. G = 〈H,CG(a)〉 = 〈S,CG(a)〉, ãäå S � ïðîèçâîëüíàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G,

íå ñîäåðæàùàÿ èíâîëþöèè a.
4. Âñå èíâîëþöèè èç G ñîïðÿæåíû â G.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.13. [75] Ïóñòü G = Sz(q), P � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G,
B = PλH � ïîäãðóïïà Áîðåëÿ, H � ïîäãðóïïà Êàðòàíà èç B. Òîãäà :

1. P � ãðóïïà ïîðÿäêà q2 ïåðèîäà 4 è P ′ = Z(P ) = Ω1(P ).
2. Âñå èíâîëþöèè ãðóïïû G ñîïðÿæåíû, CG(a) = P äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè a ∈ P .
3. Ëþáûå äâå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â G èìåþò òðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå.
4. H äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå èíâîëþöèé èç P .
5. G ïîðîæäàåòñÿ ëþáîé ïàðîé ñâîèõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.14. [67] Ïóñòü G = J1, P � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Òîãäà :

1. P � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 8.
2. Âñå èíâîëþöèè ãðóïïû G ñîïðÿæåíû, CG(a) = 〈a〉 × H, ãäå H ' L2(5), äëÿ ëþáîé

èíâîëþöèè a ∈ P .
3. NG(P ) = P h (〈b〉h 〈c〉), ãäå b7 = c3 = 1.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.15. [67] Ïóñòü G = M11. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ :

1. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 16.
2. Åñëè a � èíâîëþöèÿ èç G, òî CG(a) ' GL2(3) è CG(a) � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

â G.
3. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû.
4. Ïóñòü R � ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G

ñîïðÿæåíû ñ R è NG(R) ' S4.
5. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G; R1, R2, R3 � âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû

èç S. Òîãäà 〈S,NG(R1), NG(R2), NG(R3)〉 'M10 ' A.62 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G.
6. |M11 |= 24 · 32 · 5 · 11 = 7920.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.16. [67] Ïóñòü G = U3(4). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ :

1. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S èç G èìååò ïîðÿäîê 64 è ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðèîäà 4.
2. Âñå èíâîëþöèè èç G ñîïðÿæåíû.
3. Âñå èíâîëþöèè èç S ëåæàò â öåíòðå S è îáðàçóþò ÷åòâåðíóþ ãðóïïó.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.17. [67] Ïóñòü G = A7. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ :

1. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà ïîðÿäêà 8.
2. Âñå èíâîëþöèè èç G ñîïðÿæåíû.
3. Â G äâà êëàññà ñîïðÿæåííûõ ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï.
4. Â G ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà R, ÷òî NG(R) � ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà â G è NG(R) ' (A4 × 〈b〉) h 〈v〉, ãäå b3 = v2 = 1.
5. Ïóñòü R,H � ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G, ëåæàùèå â ðàçíûõ êëàññàõ ñîïðÿæåí-

íîñòè. Òîãäà G = 〈NG(R), NG(H)〉.
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Ïðåäëîæåíèå 1.4.18. [61]. Êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè 2-ðàíãà 2 (ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà ) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãðóïïû : L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4), ãäå
q, p, r � íå÷åòíûå è q > 3.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.19. [66] Êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1 ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãðóïïû: L2(q), U3(q), Sz(22n+1), Re(32n+1,
ãäå q > 3.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.20. [6, 29] Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà è âñå
èíâîëþöèè èç åå ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû S ëåæàò â öåíòðå S. Òîãäà :

G ∈̃ {J1; L2(q), q > 3, q = 3, 5 (mod 8); U3(2
n); Sz(22n+1; Re(32n+1)}.

Ïðè ýòîì G íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 8, è âñå èíâîëþöèè èç G ñîïðÿæåíû.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.21. [77] Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà
âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé :

1. Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå r òàêîå, ÷òî r äåëèò ps − 1 è r íå äåëèò pt − 1 ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì t < s.

2. s = 6 è p = 2.
3. s = 2 è p = 2l − 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî l.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.22. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, A,B � åå ïîäãðóïïû, D = A∩B.
Òîãäà

| G |>| A : D | · | B : D | · | D | .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

G = a1D ∪ a2D ∪ · · · ∪ anD,

G = b1D ∪ b2D ∪ · · · ∪ blD.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî aibj = akbld, ãäå d ∈ D. Òîãäà a−1k ai = bldb
−1
j . Cëåäîâàòåëüíî, a−1k aj ∈

A ∩B = D è aj = akd1 äëÿ íåêîòîðîãî d1 ∈ D, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.23. [49, ïðåäëîæåíèå 16] Ïóñòü

W = 〈x, y, v|x2m = y2
m

, [x, y] = 1, xv = y〉 �

ñïëåòåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà 2m è ãðóïïû ïîðÿäêà 2. Òîãäà :
1. Åñëè A � àáåëåâà íåöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà âW, òî ëèáî A ≤ 〈x, y〉, ëèáî A � ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ïîðÿäêà 2 íà öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó.
2. Öåíòðàëèçàòîð â W ëþáîé íåöèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 4 àáåëåâ è äâóïîðîæ-

äåí.
3. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà èç W ïîðîæäàåòñÿ íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ýëåìåíòàìè, è åå êîììó-

òàíò � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
4. Z(W ) = 〈xy〉,W/Z(W ) � ãðóïïà äèýäðà.
5. Åñëè D � ïîäãðóïïà äèýäðà èç W, òî CW (D) = Z(W ).
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Ãëàâà 2

Ãðóïïû, íàñûùåííûå ðàçëè÷íûìè

ìíîæåñòâàìè ãðóïï

2.1 Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå ñïëåòåííûìè

ãðóïïàìè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå ñïëåòåí-
íûìè ãðóïïàìè. Ñïëåòåííîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ñïëåòåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è ãðóï-
ïû ïîðÿäêà 2. Èçâåñòíî, ÷òî ñïëåòåííûå 2-ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñèëîâñêèìè 2-ïîäãðóïïàìè
íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, à èìåííî: ãðóïï L3(q) ïðè q ≡ 1(mod4) è U3(q) ïðè
q ≡ −1(mod4). Â ðàáîòå [60] äîêàçàíî, ÷òî äðóãèõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ñî ñïëåòåííîé
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé íåò. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå 2-ãðóïï, íàñûùåííûõ ñïëåòåííû-
ìè ãðóïïàìè, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ýòàïîì â èçó÷åíèè ãðóïï, íàñûùåííûõ ïðîñòûìè
ãðóïïàìè L3(q) è U3(q).

Teîðåìà 2.1.1. Áåñêîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ñïëåòåííûìè ãðóïïàìè, èçîìîðô-
íà ñïëåòåíèþ áåñêîíå÷íîé ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé 2-ãðóïïû è ãðóïïû ïîðÿäêà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû. Îïðåäåëèì ìíî-
æåñòâî

S = {(〈a〉 × 〈b〉) h (v)|, |a| = |b| = 2n, v2 = 1, av = b, n = 1, 2, . . . }.

Èç óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9 âûòåêàåò, ÷òî â G ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà K1 ∈ S(1) òàêàÿ, ÷òî |K1| > 8. Ñëåäîâàòåëüíî,

K1 = (〈a1〉 × 〈b1〉) h (v1),

ãäå |a1| = |b1| = 2n1 > 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.3 NG(K1) 6= K1. Âîçüìåì ýëåìåíò x ∈
NG(K1) \K1. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

〈x,K1〉 ≤ K2 ∈ S(1)

è
K2 = (〈a2〉 × 〈b2〉) h (v2),

ãäå |a2| = |b2| = 2n2 > 2n1 . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ñòðoèì áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó âëîæåí-
íûõ äðóã â äðóãà êîíå÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G:

K1 < K2 < · · · < Km−1 < Km < · · · (1)
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òàêèõ, ÷òî Km ∈ S(1) äëÿ m = 1,∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

Km = (〈am〉 × 〈bm〉) h 〈vm〉,

ãäå |am| = |bm| = 2m, v2m = e è avmm = bm.

Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü m1 < m2,

Km1 = (〈am1〉 × 〈bm1〉) h (vm1)

è
Km2 = (〈am2〉 × 〈bm2〉) h (vm2).

Òîãäà vm1 /∈ (〈am2〉 × 〈bm2〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå:

vm1 ∈ (〈am2〉 × 〈bm2〉).

Òàê êàê |Km2 : (〈am2〉×〈bm2〉)| = 2, òî ýëåìåíòû a2m1
, b2m1

òàêæå ëåæàò â ãðóïïå 〈am2〉×〈bm2〉),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, (a2m1

)vm1 = a2m1
è (b2m1

)vm1 = b2m1
. Íî

èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû Km1 è òîãî ôàêòà, ÷òî |K1| > 8, âûòåêàåò ñëåäóþùåå:

(a2m1
)vm1 = (a

vm1
m1 )2 = b2m1

6= a2m1
6= 1

è
(b2m1

)vm1 = (b
vm1
m1 )2 = a2m1

6= b2m1
6= 1.

Ïðîòèâîðå÷èå.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü v = v1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m = 1,∞

Km = (〈am〉 × 〈bm〉) h 〈v〉

è avm = bm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.1.2

Km = (〈am〉 × 〈bm〉) h 〈vm〉 = (〈am〉 × 〈bm〉) h 〈v〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ (〈am〉 × 〈bm〉), v = xvm è

avm = axvmm = (axm)vm = avmm = bm.

Ëåììà äîêàçàíà.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 2.1.3 èìååò ìåñòî

Ëåììà 2.1.4. Äëÿ ëþáîãî m = 2,∞

(〈am−1〉 × 〈bm−1〉) ≤ (〈am〉 × 〈bm〉).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå:

(〈am−1〉 × 〈bm−1〉) 6< (〈am〉 × 〈bm〉).

Òîãäà èìååò ìåñòî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ âêëþ÷åíèé:
1. 〈am−1〉 ≤ (〈am〉 × 〈bm〉).
2. 〈bm−1〉 ≤ (〈am〉 × 〈bm〉).
3. 〈am−1bm−1〉 ≤ (〈am〉 × 〈bm〉).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

|Km : (〈am〉)× 〈bm〉| > 2,

÷òî íåâîçìîæíî.
Ïóñòü âåðíî âêëþ÷åíèå 1. Òîãäà ïî ëåììå 2.1.4

〈bm−1〉 = 〈avm−1〉 < (〈am〉 × 〈bm〉)v = (〈am〉 × 〈bm〉)

è
(〈bm−1〉 × 〈am−1〉) < (〈am〉 × 〈bm〉).

Ïðîòèâîðå÷èå. Â ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ 1 ëåììà äîêàçàíà.

Âêëþ÷åíèå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 1.
Ïóñòü âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå 3. Òîãäà

〈am〉 × 〈bm〉 ∩ (〈am−1〉 × 〈bm−1〉) =

= 〈am−1bm−1〉 × 〈a2m−1〉 = 〈am−1bm−1〉 × 〈b2m−1〉.

Òàê êàê v = xy äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ (〈am−1〉 × 〈bm−1〉) è íåêîòîðîãî x ∈ (〈am〉 × 〈bm〉), òî
CKm(v) ñîäåðæèò íåöèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó 〈am−1bm−1〉×〈a2m−1〉 (ïðåäëîæåíèå 1.2.11), ÷òî
íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.1.5. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

〈am−1〉 < 〈am〉, 〈bm−1〉 < 〈bm〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � òàêîé ýëåìåíò èç 〈am〉 × 〈bm〉, ÷òî x2 = am−1. Ïîêàæåì,
÷òî òàêîé x ñóùåñòâóåò. Ïóñòü am−1 = a2

l

mb
2r

m . Ïîëîæèì x = a2
l−1

m b2
r−1

m . Òîãäà

x2 = (a2
l−1

m b2
r−1

m )2 = a2
l−1

m b2
r−1

m a2
l−1

m b2
r−1

m =

= a2
l−1+2l−1

m b2
r−1+2r−1

m = a2
l

mb
2r

m .

Åñëè 〈x〉×〈xv〉 = 〈am〉×〈bm〉, òî, îáîçíà÷èâ x ÷åðåç am, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. Åñëè 〈x〉×〈xv〉�
ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â 〈am〉×〈bm〉, òî ïîâòîðèì äëÿ x îïèñàííûé âûøå ïðèåì èçâëå÷åíèÿ
êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç am−1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ââèäó äîêàçàííîé âûøå ëåììû îáîçíà÷èì:

G1 =
∞⋃
m=1

Km =
∞⋃
m−1

(〈am〉 × 〈bm〉) h 〈v〉,
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A =
∞⋃
m=1

〈am〉,

B =
∞⋃
m=1

〈bm〉.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì
G1 = (A×B) h 〈v〉

è Av = B. Â äàëüíåéøåì ãðóïïû G1, A,B è èíâîëþöèÿ v ôèêñèðîâàíû.

Ëåììà 2.1.6. Åñëè G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî G = G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü x ∈ G \G1. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû

〈K1, x〉 < D1 = ((〈c1〉 × 〈r1〉) h 〈v〉),

ãäå K1 � èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1), a cv1 = r1. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íàñûùåííîñòè, îïðåäå-
ëèì äëÿ m = 2, 3, . . . ãðóïïó Dm ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈Km, Dm−1〉 < Dm = ((〈cm〉 × 〈rm〉) h 〈v〉),

ãäå Km � ãðóïïà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1), à cvm = dm. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì öåïî÷êó
ïîäãðóïï:

D1 < D2 < · · · < Dm < Dm+1 < · · · .

Ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â ëåììàõ 2.1.2�2.1.5, ñòðîèì ãðóïïó

G2 =
∞⋃
m=1

((〈cm〉 × 〈dm〉) h 〈v〉) = (C ×R) h 〈v〉,

ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è Cv = R. Òàê êàê G1 < G2, òî (A×B) < (C ×R).
Ïîñêîëüêó A,B,C,R � êâàçèöèêëè÷åñêèå ãðóïïû, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.11 (A × B) =
(C ×R) è G2 = G1. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì x.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.1.7. Åñëè G 6= G1, òî G \G1 ñîäåðæèò èíâîëþöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà âñå èíâîëþöèè èç G ëåæàò â G1 è
ïîðîæäàþò â G õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó N ⊂ G1. Ïîêàæåì,
÷òî ôàêòîð-ãðóïïà G = G/N � àáåëåâà. Âîçüìåì äâà ýëåìåíòà a, b ∈ G, è ïóñòü ab 6= ba.
Ðàñññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèòóàöèè:

1. |a| = |b| = 2.
2. |a| = 2, |b| = 2n > 2.
3. |b| = 2, |a| = 2n > 2.
4. |a| = 2m > 2; |b| = 2n > 2.
1. Òàê êàê a, b � èíâîëþöèè, òî 〈a, b〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî òåîðåìå Øìèäòà (ïðåä-

ëîæåíèå 1.2.3) 〈a, b〉 � òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà (a è b � ïðîîáðàçû a è b â G). Ïî óñëîâèþ
òåîðåìû 〈a, b〉 < (〈c〉 × 〈d〉) h 〈w〉) = K, ãäå cw = d è w2 = e. Òàê êàê c−kdkw � èíâîëþöèÿ
äëÿ ëþáîãî k (ïðåäëîæåíèå 1.4.23), òî

(〈c−1d〉h 〈w〉) < N,
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çíà÷èò,
〈a, b〉 < K/N ' K/K ∩N = K/(〈c−1d〉h 〈w〉) = 〈c〉N �

àáåëåâà ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ab = ba.

2. Ïî ñëó÷àþ 1 〈a, ab, . . . , ab
2n−1

〉 � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî,

〈a, ab, . . . , ab
2n−1

〉h 〈b〉 �

êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ò. å. 〈a, ab, . . . , ab2
n−1〉 h 〈b〉 è 〈a, b〉 � êîíå÷íûå ãðóïïû (ïðåäëîæåíèå

1.2.3). Äàëåå ðàññóæäàåì êàê â ñëó÷àå 1.
3. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 2.

4. Ïî ñëó÷àÿì 2, 3 è èíäóêöèè a2b = ba2 è b
2
a = ab

2
. Çíà÷èò, 〈a2, b2〉 ëåæèò â öåíòðå

〈a, b〉. Òàê êàê 〈a, b〉/〈a2, b2〉 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè, òî 〈a, b〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà,
è äàëåå ðàññóæäàåì êàê â ñëó÷àå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, G � àáåëåâà, à G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ
ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 1.2.3), è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.23 G = G1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.1.8. Ïóñòü (〈a〉 × 〈b〉) < G, |a| = |b| è CG(〈a〉 × 〈b〉) = C.
Òîãäà èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:
1. C = P ×Q, ãäå P,Q � êâàçèöèêëè÷åñêèå ãðóïïû.
2. C = P × 〈d〉, ãäå |d| = |a| è 〈d〉 < (〈a〉 × 〈b〉).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî G � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïðèìåíÿÿ ê (〈a〉×
〈b〉) àëãîðèòì, îïèñàííûé â ëåììàõ 2.1.2� 2.1.5, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âëîæåíèå:

(〈a〉 × 〈b〉) < (P ×Q) h 〈t〉,

ãäå P,Q � êâàçèöèêëè÷åñêèå ãðóïïû, P t = Q è t2 = 1. Öåíòð ãðóïïû (P × Q) h 〈t〉 åñòü
êâàçèöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà 〈rrt|r ∈ P 〉 = Z. Cëåäîâàòåëüíî, CG(〈a〉 × 〈b〉) � áåñêîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Ïîêàæåì, ÷òî C � àáåëåâà ãðóïïà. Ïóñòü x, y ∈ C è xy 6= yx. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå
ñëó÷àÿ:

1. |x| = |y| = 2.
2. |x| = 2, |y| = 2n > 2.
3. |y| = 2, |x| = 2n > 2.
4. |x| = 2m > 2, |y| = 2n > 2.

1. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèþ 1.2.3 êîíå÷íàÿ ãðóïïà N1 = 〈(〈a〉 ×
〈b〉), x, y〉 ñîäåðæèòñÿ â ((〈c〈×〉d〉) h 〈t1〉) = M1, ãäå M1 < S(〈a〉 × 〈b〉). Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.4.23 CM1(〈a〉 × 〈b〉) � àáåëåâà ãðóïïà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî yx 6= yx.

2. Ïî 1 〈x, xy, ..., xy2
n−1〉h 〈y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Äàëåå ðàññóæäàåì, êàê â ñëó÷àå 1.

3. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 2.
4. Ïî 2, 3 è èíäóêöèè x2y = yx2 è xy2 = y2x. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈x2, y2〉 � öåíòð ãðóï-

ïû 〈x, y〉. Òàê êàê ôàêòîð-ãðóïïà 〈x, y〉/〈x2, y2〉 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè, òî îíà
êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Äàëåå ðàññóæäàåì, êàê â 1. Èòàê, C
� àáåëåâà ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C̃ ïîëíóþ ÷àñòü ãðóïïû C. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.11
C = C̃ × C1, ãäå C1 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ëèáî
C̃ = P ×Q è C1 = 1, ëèáî C̃ = P è C1 = 〈d〉, ãäå |d| = |a| è

〈d〉 < (〈a〉 × 〈b〉).
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Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.1.9. Ïóñòü G1 < M < G è M � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà G1 = M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G1 6= M. Âîçüìåì x ∈M \G1. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈Km, x〉 < ((〈cm〉 × 〈dm〉) h 〈v〉),

ãäå R ∈ S(〈Km, x〉). Ñëåäîâàòåëüíî,

(〈cm〉 × 〈dm〉) < C(〈a2m〉 × 〈b2m〉).

Òàê êàê C(〈a2m〉 × 〈b2m〉) = A × B (ëåììà 2.1.8), òî x = yv äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ A × B, ò. å.
x ∈ G1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì x.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.1.10. Ïóñòü G1 6= G. Â G íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà G2 6= G1 òàêàÿ, ÷òî :
1. (A×B) h 〈v〉 = G1 ' G2 = (P ×Q) h 〈a〉, ãäå a � èíâîëþöèÿ èç A.
2. G1 ∩G2 = (Z × 〈a〉) h 〈v〉 = (Z × 〈v〉) h 〈a〉, ãäå Z = Z(G1) = Z(G2) � öåíòðû ãðóïï

G1 è G2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì èíâîëþöèþ x ∈ G \ G1 è èíâîëþöèþ a ∈ A. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè

〈x, a〉 < M1 = ((〈c1〉 × 〈d1〉) h 〈w1〉).

ßñíî, ÷òî M1 6⊂ G1. Ïîëîæèì P1 = M1 ∩G1. ßñíî, ÷òî a ∈ P1.
Âîçüìåì ýëåìåíò x1 ∈ NM1(P1) \ P1 è x21 ∈ P1. Âîçüìåì ýëåìåíò y1 = aav. Òàê êàê

y1 ∈ Z(G1), òî 〈x1, y1, P1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈x1, y1, P1〉 < M2 = ((〈c2〉 × 〈d2〉) h 〈w2〉).

ßñíî, ÷òî M2 6< G1. Ïîëîæèì P2 = M2 ∩ G1. Òîãäà P1 ≤ P2 è ay1 = aaat = av = b ∈ P2.
Ïîñêîëüêó b � èíâîëþöèÿ èç B, òî âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 èç A×B ëåæàò â P2. Ïðèìåíÿÿ
àëãîðèòì èç ëåìì 2.1.2�2.1.5 ê ãðóïïå M2, ïîëó÷èì âëîæåíèå

M2 < G2 = (P ×Q) h 〈t〉,

ãäå P,Q � êâàçèöèêëè÷åñêèå, P t = Q è t2 = 1. Ïî äîêàçàííîìó âûøå

(〈a〉 × 〈b〉) < P2 = M2 ∩G1 ≤ G2 ∩G1.

Ïî ëåììàì 2.1.8, 2.1.9
CG(〈a〉 × 〈b〉) = A×B,

a
CG2(〈a〉 × 〈b〉) = Z × 〈a〉 = Z × 〈b〉,

ãäå Z = Z(G2). Òàê êàê a, b ∈ G2 è a, b /∈ (P ×Q), òî ïî ëåììå 2.1.9

(P ×Q) h 〈t〉 = (P ×Q) h 〈a〉 = (P ×Q) h 〈b〉.

Ïîëîæèì t ≡ a. Ïóñòü òåïåðü c � èíâîëþöèÿ èç P, à z � èíâîëþöèÿ èç Z. Òîãäà

(〈a〉 × 〈b〉)c = (〈a〉 × 〈z〉)c = (〈ac〉 × 〈zc〉) =
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(〈cacaa〉 × 〈z〉) = (〈ccaa〉 × 〈z〉) =

(〈za〉 × 〈z〉) = (〈a〉 × 〈z〉) = (〈a〉 × 〈b〉).

Òàêèì îáðàçîì, c ∈ N(〈a〉 × 〈b〉) è c /∈ A×B. Ïóñòü d � èíâîëþöèÿ èç Q. Òîãäà

(〈a〉 × 〈b〉)d = (〈a〉 × 〈z〉)d = (〈ad〉 × 〈zd〉) =

(〈dadaa〉 × 〈z〉) = (〈ddaa〉 × 〈z〉) =

(〈za〉 × 〈z〉) = (〈a〉 × 〈z〉) = (〈a〉 × 〈b〉).

Òàêèì îáðàçîì, d ∈ N(〈a〉 × 〈b〉) è d /∈ A × B. Òàê êàê c, d ∈ G1 è c, d /∈ A × B, òî ïî
ëåììå 2.1.9

G1 = (A×B) h 〈d〉 = (A×B) h 〈c〉 = (A×B) h 〈v〉

è Z(G1) = Z. Ïîëîæèì v ≡ c.
Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G 6= G1. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-
ãðóïïó CG(Z)/Z. Òîãäà

G1 = G1/Z = Ah 〈v〉, G2 = G2/Z = P h 〈a〉,

G1∩G2 = 〈a〉× 〈v〉 äëÿ ëþáîãî x ∈ A, xv = x−1 è äëÿ ëþáîãî y ∈ P , ya = y−1 (ïðåäëîæåíèå
1.4.23). Âîçüìåì ýëåìåíò a1 ∈ A, òàêîé, ÷òî a12 = a. Âîçüìåì ýëåìåíò v1 ∈ P òàêîé, ÷òî
v1

2 = v. ßñíî, ÷òî 〈a1, v1〉 ⊂ N(〈a〉 × 〈v〉) è

av1 = av, va = av, ava1 = v,

a(a1v1)
2

= va1v1 = av,

a(a1v1)
3

= ava1v1 = aa1 = a.

Òàêèì îáðàçîì, |v1a1| äåëèòñÿ íà 3, ÷òî íåâîçìîæíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2.1.11. Ïóñòü 〈b〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p > 665, v �
èíâîëþöèÿ è B(m, p) � ñâîáîäíàÿ áåðíñàéäîâà ãðóïïà ïåðèîäà p ñ m îáðàçóþùèìè. Ïî
îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó èç [1] B(m, p) íå ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ðàññìîòðèì ãðóïïó

G = (〈b〉h 〈v〉)×B(m, p),

ãäå bv = b−1. Ïîêàæåì, ÷òî G íàñûùåíà îäíîé ãðóïïîé âèäà

(〈c〉 × 〈d〉) h 〈v〉,

ãäå v2 = 1, |c| = p, cv = d.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç G. Òîãäà K = {x1y1, x2y2, ..., xnyn},

ãäå |K| = n. Òàê êàê K � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî (xiyi)(xjyj) = xixjyiyj = xkyk, ãäå 1 ≤
i, j, k ≤ n è xk = xixj, à yk = yiyj. Òàêèì îáðàçîì, Y = 〈y1, y2, ..., yn〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà
â B(m, p) è ïî [1, ãëàâà VII, òåîðåìà 1.8] Y = 〈y〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p.
Ñëåäîâàòåëüíî,

K ≤ 〈x1, ..., xn〉 × Y ≤ (〈b〉h 〈v〉)× Y.
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Ïîëîæèì c = by è cv = d = b−1y. Òîãäà

(〈b〉h 〈v〉)× Y = (〈c〉 × 〈d〉) h 〈v〉 �

ñïëåòåííàÿ ãðóïïà òðåáóåìîãî âèäà. ßñíî, ÷òî G � íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ïîñòðîåííûé âûøå ïðèìåð 2.1.11 ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà 2.1.1 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï íåâåðíà. Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè äëÿ
ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï è ãðóïï Øóíêîâà, òàêîå îáîáùåíèå âîçìîæíî.

Teîðåìà 2.1.12. Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ñïëåòåííûìè
ãðóïïàìè. Òîãäà G = (A × B) h 〈v〉, ãäå Av = B, A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è
|v| = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñïëåòåííûõ ãðóïï Z = {(〈a〉 × 〈b〉) h 〈v〉}, ãäå |a| < ∞, av = b è

|a| íå ôèêñèðóåòñÿ.
Ïóñòü x, y � ýëåìåíòû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà èç G. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ

ãðóïïà
〈x, y〉 < ((〈c〉 × 〈d〉) h 〈v〉) ∈ Z(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈x, y〉 < (〈c〉×〈d〉) è xy = yx. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x, y ïîëó÷àåì,
÷òî âñå ýëåìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç G îáðàçóþò àáåëåâó ïîäãðóïïó N ⊂ G. Íåñëîæíî
çàìåòèòü, ÷òî N = N1 × N2, ãäå N1 è N2 � èçîìîðôíûå ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèå ãðóï-
ïû. Ôàêòîð-ãðóïïà G = G/N , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé, íàñûùåííîé ìíîæåñòâîì S.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.1.1

G = (A×B) h 〈v〉, Av = B, v2 = 1

è A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ïóñòü v � èíâîëþöèÿ èç G, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîîáðàçîì èíâîëþöèè v èç G, àM � ïîëíûé

ïðîîáðàç ãðóïïû (A × B) â G. ßñíî, ÷òî G = M h 〈v〉. Òàê êàê M � àáåëåâà ãðóïïà, òî
M = M1 ×M2, ãäå M1 � 2′-ãðóïïà, à M2 � 2-ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, M1 = N, à ãðóïïà
M2 h 〈v〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.1.1, çíà÷èò, M2 = (A× B) h 〈v〉, ãäå Av1 = B1

è A1 � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïîñêîëüêó v ∈ N(M1), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

M1 h v = (N1 ×N2) h 〈v〉, N v
1 = N2.

Ïîëîæèì A = (N1 ×A1), B = (N2 ×A2). Òîãäà G = (A×B) h 〈v〉, Av = B è A � ëîêàëüíî
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Teîðåìà 2.1.13. Ïóñòü G � ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåííàÿ ñïëåòåííûìè ãðóïïàìè.
Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) = (A×B)h 〈v〉, ãäå Av = B, A � ëîêàëüíî
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è |v| = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.12. Ïóñòü a ∈
G è |a| = p 6= 2. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 〈a, ag〉 < K ∈ Z(〈a, ag〉). Ñëåäîâàòåëüíî,

K ' (〈c〉 × 〈d〉) h 〈v〉,
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ãäå cv = d, v2 = 1. Çíà÷èò, 〈a, ag〉 < (〈c〉 × 〈d〉). Ïîñëåäíeå îçíà÷àåò, ÷òî 〈aG〉 � àáåëåâà
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû Øóíêîâà íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ îáðàçóþò â G àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó
N. Ôàêòîð-ãðóïïà G = G�N ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øóíêîâà, íàñûùåííîé ìíîæåñòâîì S.
Òàê êàê âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç G ÿâëÿþòñÿ 2-ýëåìåíòàìè, òî G îáëàäàåò
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ åñòü ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.2.3. Ïî òåîðåìå 2.1.12 G = (A×B) h (v), ãäå A, B è v � èç óñëîâèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.2 Îá îäíîì äîñòàòî÷íîì óñëîâèè, ïðè êîòîðîì áåñêî-

íå÷íàÿ ãðóïïà íå áóäåò ïðîñòîé

Teîðåìà 2.2.1. Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà êîíå÷-
íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï è â G åñòü èíâîëþöèÿ z òàêàÿ, ÷òî CG(z) ñîäåðæèò
êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ,
èçîìîðôíîé êîíå÷íîé ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè G � áåñêîíå÷íàÿ
ãðóïïà, òî G � íå ïðîñòàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, è M � íàñû-
ùàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ãðóïïû G, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï.
Çàôèêñèðóåì èíâîëþöèþ z èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Ëåììà 2.2.2. CG(z) îáëàäàåò êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CG(z)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç CG(z).
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû P � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê P � èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, òî
ïî ëåììå Äèöìàíà CG(z) îáëàäàåò êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CG(z)).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.3. Ãðóïïà G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ëåììå Äèöìàíà G îáëàäàåò êîíå÷íîé
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà 2.2.4. Ãðóïïà G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 2.2.3 è ïðåäëîæå-
íèÿ 1.3.4.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.5. Ìíîæåñòâî M(1) ñîäåðæèò ãðóïïû ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.2.4 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m â ãðóïïå G íàéäåòñÿ
êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà Km òàêàÿ, ÷òî |Km| > m. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè Km 6 Lm è
Lm ∈ M(1). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà m ìíîæåñòâî M(1) ñîäåðæèò ãðóïïû ñêîëü
óãîäíî áîëüøîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.2.6. Ïóñòü PM(1) � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêîâ ãðóïï èç
M(1). Òîãäà PM(1) � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.10 ïîðÿäêè ãðóïï
èç ìíîæåñòâà M(1) îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû
2.2.5.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ z òàêàÿ, ÷òî CG(z) îáëàäàåò
êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CG(z)), ò. å. CG(z) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïî îïðåäåëåíèþ

M(〈z〉) = {Mz |Mz ∈M(1), z ∈Mz} −

ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîäåðæàùèõ èíâîëþ-
öèþ z.

Ëåììà 2.2.7. Ìíîæåñòâî M(〈z〉) ñîäåðæèò ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðûõ áîëüøå ëþ-
áîãî çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî m.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü {a1, a2, · · · , ak, · · · }� áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïï
èç ìíîæåñòâà M(1) òàêèõ, ÷òî |ak| = pk − ïðîñòîå ÷èñëî è âñå pk ðàçëè÷íû (ëåììà 2.2.6).
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 ãðóïïà 〈z, ak〉 êîíå÷íà äëÿ ëþáîãî k. Ââèäó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè

〈z, ak〉 ≤Mz ∈M(〈z〉).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë pk âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m íàéäåòñÿ
òàêîå pk, ÷òî pk > m. Ñëåäîâàòåëüíî, m < pk < |〈z, ak〉| 6 |Mz|.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü {M (k)
z |k = 1, 2, ...} � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæå-

ñòâî ìíîæåñòâà M(〈z〉) òàêîå, ÷òî

|M (1)
z | < |M (2)

z | < · · · < |M (k)
z | < · · ·

(ëåììà 2.2.7). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.11 íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

k1 < k2 < · · · < km < · · ·

òàêèõ, ÷òî
|C

M
(k1)
z

(z)| < |C
M

(k2)
z

(z)| < · · · < |C
M

(km)
z

(z)| < · · ·

� áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî km |CM(km)

z
(z)| 6 |T (CG(z)| (ëåììà 2.2.2). Ïîëó÷åííîå ïðîòè-

âîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.3 Î ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïïàõ è ãðóïïàõ Øóíêîâà, íà-

ñûùåííûõ ãðóïïàìè äèýäðà è A5

Ïóñòü A = {A5}� ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé ãðóïïû A5,B� ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç êîíå÷íûõ ãðóïï äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Ïîëîæèì M = A ∪B.

Teîðåìà 2.3.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M,
èçîìîðôíà ëòáî ãðóïïå A5, ëèáî ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïå ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé
ïîðÿäêà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Ëåììà 2.3.2. Ãðóïïà G áåñêîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ïî óñëîâèþ íàñûùåí-
íîñòè G ∈̃ M. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî G èçîìîðôíà A5, ëèáî G èçîìîðôíà ãðóïïå äèýäðà ñ
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.3. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç G. Òîãäà CG(z) � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà
ãðóïïà ïîðÿäêà íå áîëåå 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g òàêîé ýëåìåíò èç CG(z), ÷òî ïîðÿäîê g áîëüøå äâóõ. ßñíî,
÷òî 〈z, g〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈z, g〉 ≤ H ≤ G è H∈̃ M.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî H èçîìîðôíà A5, ëèáî H èçîìîðôíà êîíå÷íîé ãðóïïå äèýäðà ñ ñè-
ëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Íî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ CH(z) ñîäåðæèò òîëüêî
ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ýëåìåíòà g. Èòàê, âñå ýëåìåíòû èç CG(z)
èìåþò ïîðÿäîê 2, ñëåäîâàòåëüíî, CG(z) � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî â CG(z) íàøëàñü êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà A òàêàÿ, ÷òî ïîðÿäîê A áîëüøå 4. ßñíî, ÷òî
〈z, A〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈z, A〉 ≤ H ≤ G è H∈̃ M.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáîH èçîìîðôíà A5, ëèáîH èçîìîðôíà êîíå÷íîé ãðóïïå äèýäðà ñ ñèëîâ-
ñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Íî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ êîíå÷íûå ïîäãðóïïû èç CH(z)
ÿâëÿþòñÿ 2-ãðóïïàìè è èìåþò ïîðÿäîê íå áîëåå 4. Ïîñêîëüêó A ≤ CH(z), òî ìû ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ âûáîðîì ãðóïïû A. Èòàê, âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû èç CG(z) ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàðíûìè àáåëåâûìè 2-ãðóïïàìè ïîðÿäêà íå áîëåå 4, ñëåäîâàòåëüíî, CG(z) � ýëå-
ìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà ïîðÿäêà íå áîëåå 4.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 è ëåììàì 2.3.2, 2.3.3 G �
áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïûG. Òàê êàêG� áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî â íåé íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà K òàêàÿ, ÷òî R < K, è |K| > |A5|. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè â G íàéäåòñÿ
òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà H, ÷òî K < H è H∈̃ M. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî H èçîìîðôíà
A5, ëèáî H èçîìîðôíà êîíå÷íîé ãðóïïå äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Òàê
êàê |H| > |A5|, òî H íå èçîìîðôíà A5. Ñëåäîâàòåëüíî, H èçîìîðôíà ãðóïïå äèýäðà ñ
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ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ãðóïïûR, êàê êîíå÷íîé
ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ïîëó÷àåì, ÷òî G íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà, è ïî ïðåäëîæåíèþ
1.2.2 G � ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Teîðåìà 2.3.4. Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M, îá-
ëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå A5, ëèáî ëîêàëüíî
äèýäðàëüíîé ãðóïïå ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, è ïóñòü G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà 2.3.5. Ãðóïïà G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà, òî G îáëàäàåò êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) (ïðåäëîæåíèå 1.2.1).
Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè T (G) ∈̃ M. Ïî òåîðåìå 2.3.1, ëèáî T (G) èçîìîðôíà A5, ëèáî
T (G) èçîìîðôíà ãðóïïå äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.6. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç ãðóïïû G. Èç ïðåäëîæå-
íèÿ 1.3.4 âûòåêàåò, ÷òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y〉 ≤ R ∈
M(1). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî R èçîìîðôíà A5, ëèáî R èçîìîðôíà êîíå÷íîé ãðóïïå äèýäðà ñ
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ èíâîëþöèè x, y ñîïðÿæåíû
â R. Òàê êàê R � ïîäãðóïïà G, òî èíâîëþöèè x, y ñîïðÿæåíû â ãðóïïå G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.7. M(1) − áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è äëÿ íåãî âîçìîæíû òîëüêî ñëåäó-
þùèå âçàèìîèñêëþ÷àþùèå ñëó÷àè :

(A) M(1) = A(1).

(B) M(1) = B(1).

(C) M(1) = A(1) ∪B(1), ãäå A(1) 6= ∅, B(1) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ M,A,B.
Ëåììà äîêàçàíà.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ, ïåðå-
÷èñëåííûõ â ëåììå 2.3.7. Â ñëó÷àå (À) òåîðåìà äîêàçàíà ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.8. Â ñëó÷àå
(Â) òåîðåìà äîêàçàíà ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.9. Íèæå, äî îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà, áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ñëó÷àé (C).

Ëåììà 2.3.8. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç G. Òîãäà :
1. CG(z) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CG(z)).
2. T (CG(z)) � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 4 (÷åòâåðíàÿ ãðóïïà).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç CG(z) òàêîé, ÷òî ïîðÿäîê
g áîëüøå äâóõ. ßñíî, ÷òî 〈z, g〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈z, g〉 ≤ H ≤ G è H∈̃ M.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî H èçîìîðôíà A5, ëèáî H èçîìîðôíà êîíå÷íîé ãðóïïå äèýäðà ñ ñè-
ëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Íî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ CH(z) ñîäåðæèò òîëüêî
ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ýëåìåíòà g. Èòàê, âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà èç CG(z) èìåþò ïîðÿäîê 2, ò. å. ÿâëÿþòñÿ èíâîëþöèÿìè. Òàê êàê CG(z) � ãðóïïà
Øóíêîâà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç CG(z) ïîðîæäàþò
ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó 2-ãðóïïó, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ T (CG(z)). Èòàê, ïóíêò 1
äîêàçàí.

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé (C) èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.3.7, òî â G íàéäåòñÿ
÷åòâåðíàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, T (CG(z)) � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà ïîðÿäêà íå
ìåíåå 4 (ëåììà 2.3.6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â T (CG(z)) íàøëàñü êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà A òàêàÿ,
÷òî ïîðÿäîê A áîëüøå 4. ßñíî, ÷òî 〈z, A〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈z, A〉 ≤ H ≤ G è H∈̃ M.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî H èçîìîðôíà A5, ëèáî H èçîìîðôíà êîíå÷íîé ãðóïïå äèýäðà ñ ñè-
ëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Íî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ êîíå÷íûå ïîäãðóïïû èç
CH(z) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè àáåëåâûìè 2-ãðóïïàìè è èìåþò ïîðÿäîê íå áîëåå 4. Ïî-
ñêîëüêó A ≤ CH(z), òî ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ âûáîðîì ãðóïïû A. Èòàê, âñå
êîíå÷íûå ïîäãðóïïû èç T (CG(z)) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè ïîðÿäêà
íå áîëåå 4, ñëåäîâàòåëüíî, T (CG(z)) � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà ïîðÿäêà 4. Ïóíêò 2
äîêàçàí.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî ëåììå 2.3.7 (ñëó÷àé (C)) â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà H, èçîìîðôíàÿ A5. Âîçüìåì
â H ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó A, ýëåìåíò a ∈ H ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïîðÿäîê a ðàâåí 5,
è èíâîëþöèþ v ∈ A òàêèå, ÷òî H = 〈a, v〉. Ïî ëåììå 2.3.8 A = T (CG(v)). Çàôèêñèðóåì
ãðóïïû H,A, ýëåìåíò a è èíâîëþöèþ v.

Ëåììà 2.3.9. NG(A) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ è

T (NG(A)) = NH(A) = Ah 〈b〉 ' S3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðóïïó N = NG(A)/A. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.1
N � ãðóïïà Øóíêîâà. Ïîêàæåì, ÷òî N íàñûùåíà îäíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà
3. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü R � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû N , è R − åå ïîëíûé ïðîîá-
ðàç â N . Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè R < K < G, è ïîñêîëüêó A < K, òî K ' A5.
Ñëåäîâàòåëüíî, R ≤ NK(A) = A h 〈b〉 ' S3, äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà b ∈ K òàêîãî,
÷òî ïîðÿäîê b ðàâåí 3. Ïåðåõîäÿ ê ôàêòîð-ãðóïïå N , ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå R ≤ 〈b〉,
÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.5 N îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (N), è
T (N) ' 〈b〉. Âîçâðàùàÿñü â ãðóïïó NG(A), ïîëó÷àåì, ÷òî NG(A) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé
÷àñòüþ T (NG(A)), è T (NG(A)) = NK(A) = A h 〈b〉 ' S3. Ïîñêîëüêó NH(A) ≤ T (NG(A)),
òî T (NG(A)) = NH(A) = Ah 〈b〉 ' S3.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïóñòü b � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.3.9. Ïîëîæèì

B = T (NG(A)) = NH(A) = Ah 〈b〉,

N = {〈v, ag〉|g ∈ G \NG(〈a〉)}

è çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî N, ãðóïïó B è ýëåìåíò b.

Ëåììà 2.3.10. Ìíîæåñòâî N ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïï D, è
êàæäàÿ ãðóïïà èç ìíîæåñòâà D èçîìîðôíà A5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî N � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî aG êîíå÷íî, è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.1 K = 〈aG〉 � êîíå÷íàÿ
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Î÷åâèäíî, H ≤ K. Èç óñëîâèÿ íàñûùåíîñòè âûòåêàåò,
÷òî K = H. Ïî ëåììå 2.3.5 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà d ∈ G \ H. Òàê êàê
H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, òî 〈H, d〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈H, d〉 < L è L ' A5. Ñëåäîâàòåëüíî, L = H, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê H � ñîáñòâåííàÿ
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû L. Èòàê, N � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü ag � òàêîé ýëåìåíò èç aG, ÷òî 〈v, ag〉 6' A5. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 〈v, ag〉 −
êîíå÷íàÿ ãðóïïà äëÿ ëþáîãî g ∈ G. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈v, ag〉 = 〈ag〉 h 〈v〉 è
(ag)v = (ag)−1. Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà D íå ñóùåñòâóåò,
òî â ìíîæåñòâå aG ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

R = {ag1 , ag2 , · · · , agn , · · · }

òàêîå, ÷òî 〈agn , z〉 = 〈agn〉h 〈v〉 è (agn)v = (agn)−1 ( n = 1, 2, · · · ). Ñëåäîâàòåëüíî,

〈agn1 , agn2 , v〉

� êîíå÷íàÿ ãðóïïà äëÿ ëþáûõ n1, n2. Ââèäó áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâàR, ìíîæåñòâî ãðóïï
〈agn1 , agn2 , z〉 ' A5 áåñêîíå÷íî. Â êàæäîé èç òàêèõ ãðóïï íàéäåòñÿ ýëåìåíò agn3 òàêîé, ÷òî

〈agn3 , v〉 = 〈agn1 , agn2 , v〉 ' A5.

Íî òîãäà D = {〈v, agn3 〉} � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ ëåì-
ìû. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî òàêîãî ìíîæåñòâà íå ñóùåñòâóåò.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî D èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.3.10.

Ëåììà 2.3.11. Ïóñòü X � ãðóïïà èç D òàêàÿ, ÷òî X 6= H. Òîãäà X ∩H = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê CH(v) è CX(v) ÿâëÿþòñÿ ÷åòâåðíûìè ãðóïïàìè, òî ïî ëåììå
2.3.8 A = CH(v) = CX(v), ñëåäîâàòåëüíî, A ≤ X ∩H. Ïî ëåììå 2.3.9 NH(A) = NX(A) = B,
è X ∩H = B.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.12. Ãðóïïà NG(〈b〉) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ,

T (NG(〈b〉)) = Lh 〈t〉 −

áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà, L − áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
áåç èíâîëþöèé, t − èíâîëþöèÿ, äëÿ ëþáîãî x ∈ L xt = x−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N = NG(〈b〉). Ïîêàæåì, ÷òî N íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü R � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû N , è R � åå ïîëíûé ïðîîáðàç â
N . Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè R < K < G, ãäå ëèáî K èçîìîðôíà A5, ëèáî K èçîìîðôíà
ãðóïïå äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ NK(〈b〉)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà. Òàê êàê R ≤ NK(〈b〉, òî íàñûùåííîñòü ãðóïïû N êîíå÷íûìè
ãðóïïàìè äèýäðà äîêàçàíà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.9 ãðóïïà N îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷à-
ñòüþ T (N), è T (N) = T (NG(〈b〉)) = Lh 〈t〉 � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà,
L � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà áåç èíâîëþöèé (óñëîâèå íàñûùåííîñòè),
t � èíâîëþöèÿ, è äëÿ ëþáîãî x ∈ L xt = x−1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ãðóïïó L èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.3.12.

Ëåììà 2.3.13. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû X èç D íàéäåòñÿ ýëåìåíò g ∈ L òàêîé, ÷òî
Xg = H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.3.11 X ∩ H = B = A h 〈b〉. Âîçüìåì â H èíâîëþöèþ
i òàêóþ, ÷òî bi = b−1. Âîçüìåì â X èíâîëþöèþ j òàêóþ, ÷òî bj = b−1. Î÷åâèäíî, èíâî-
ëþöèè i, j ëåæàò â T (NG(〈b〉). Ïî ëåììå 2.3.12 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò l ∈ L , ÷òî jl = i.
Ñëåäîâàòåëüíî,

〈b〉h 〈i〉 ≤ H ∩X l.

Ïî ëåììå 2.3.8 T (CG(i) � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà, ñëåäîâàòåëüíî, T (CG(i)) ≤ H ∩ X l. Â ýòîì
ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, H = 〈b, CG(i)〉 = X l.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èç ëåììû 2.3.13 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæeñòâà

{l1, l2, · · · , ln, · · · }

ýëåìåíòîâ ãðóïïû L ñî ñâîéñòâîì

Al1 = Al2 = · · · = Aln = · · · .

Ñëåäîâàòåëüíî,

A = Al2l
−1
1 = · · · = Alnl

−1
1 = · · ·

è
{l2l−11 , · · · , lnl−11 · · · } −

áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû L, ëåæàùåå â T (NG(A)). Òàê êàê T (NG(A)) −
ãðóïïà Øóíêîâà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.4 îíà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ
ïîäãðóïïó F . Ïîñêîëüêó

|F : CF (A)| 6 3,

òî CF (A) − áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. ßñíî, ÷òî CF (A) ≤ T (NG(A)). Ïðî-
òèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû 2.3.9.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.4 Î ãðóïïàõ, íàñûùåííûõ ãðóïïàìè äèýäðà è ëèíåé-

íûìè ãðóïïàìè ñòåïåíè 2

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãðóïï L2(q), ãäå q ≡ 3, 5 (mod 8), B � ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ ãðóïï äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Ïîëîæèì M =
A ∪B.

Teîðåìà 2.4.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M,
èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q, ëèáî ëîêàëüíî
äèýäðàëüíîé ãðóïïå ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, è ïóñòü G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà 2.4.2. Ãðóïïà G áåñêîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ïî óñëîâèþ íàñûùåí-
íîñòè G ∈̃ M. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî G èçîìîðôíà ãðóïïå L2(q), ãäå q ≡ 3, 5 (mod 8), ëèáî
G èçîìîðôíà ãðóïïå äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.3. M(1) = A(1)∪B(1) − áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ãäå A(1) 6= ∅, B(1) 6= ∅,
è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðóïïà X ∈ B(1), ÷òî X 6≤ Y íè äëÿ êàêîé ãðóïïû Y ∈ A(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî M(1) � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, âûòåêàåò èç ëåììû 2.4.2.
Â ñëó÷àå A(1) = ∅ G ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïîé (ïðåäëîæåíèå 1.2.18). Ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G − êîíòðïðèìåð. Â ñëó÷àå B(1) 6= ∅, G èçîìîðôíà L2(Q) äëÿ ïîä-
õîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q (ïðåäëîæåíèå 1.2.17). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G −
êîíòðïðèìåð. Åñëè ãðóïïû X èç óñëîâèÿ ëåììû íå íàéäåòñÿ, òî â êà÷åñòâå íàñûùàþùåãî
ìíîæåñòâà äëÿ ãðóïïû G ìîæíî âçÿòü A(1), è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.17 G èçîìîðôíà L2(Q)
äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíe÷íîãî ïîëÿ Q. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G − êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.4. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç ãðóïïû G. Èç ïðåäëîæå-
íèÿ 1.2.20 (ïóíêò 1) âûòåêàåò, ÷òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈x, y〉 ≤ R ∈ M(1). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî R ∈ A(1), ëèáî R ∈ B(1). Â êàæäîì èç ýòèõ
ñëó÷àåâ èíâîëþöèè x, y ñîïðÿæåíû â R (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3, 1.2.20 (ïóíêò 2)). Òàê êàê R
� ïîäãðóïïà G, òî èíâîëþöèè x, y ñîïðÿæåíû â ãðóïïå G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.5. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç G. Òîãäà CG(z) � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî äè-
ýäðàëüíàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî Åñëè CG(z) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 è ëåììå
2.4.2 G − áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü X èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû 2.4.3,
K − ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììå 2.4.3
〈X,K〉 < H, ãäå H ∈ B(1). Ñëåäîâàòåëüíî, H − ãðóïïà äèýäðà. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
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âûáîðà K, êàê êîíå÷íîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóï-
ïàìè äèýäðà, è G − ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 1.2.18). Ïðîòèâîðå÷èå ñ
òåì, ÷òî G − êîíòðïðèìåð.

Èòàê, CG(z) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü K − êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç CG(z), îòëè÷íàÿ
îò ãðóïïû 〈z〉. ßñíî, ÷òî 〈z,K〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈z,K〉 ≤ CH(z) < H < G, ãäå H ∈ A(1).

Òàê êàê H èçîìîðôíà L2(q), òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 CH(z) èçîìîðôíà êîíå÷íîé ãðóïïå
äèýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà CG(z) íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.18
CG(z) � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ èíâîëþöèþ z èç ãðóïïû G.

Ëåììà 2.4.6. CG(z) = CL(z) < L < G, ãäå L ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî
êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.4.5

CG(z) = {c1, c2, · · · , cn, · · · } −

ñ÷åòíàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈z, c1〉 < H1, ãäå H1 ∈ A(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, H1 ' L2(q1), ãäå q1 ≡ 3, 5 (mod 8). Ïóñòü n1 − ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå
çíà÷åíèå èíäåêñà n, ïðè êîòîðîì cn1 6∈ H1. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈CH1(z), cn1〉 < H2, ãäå H2 ∈ A(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, H2 ' L2(q2), ãäå q2 ≡ 3, 5 (mod 8). Ïî ïîñòðîåíèþ |H1| < |H2|. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî äëÿ k > 2 ìû ïîñòðîèëè ãðóïïó Hk. Ïóñòü nk − ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå
èíäåêñà n, ïðè êîòîðîì cnk

6∈ Hk. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈CHk
(z), cnk

〉 < Hk+1, ãäå Hk+1 ∈ A(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, Hk+1 ' L2(qk+1), ãäå qk+1 ≡ 3, 5 (mod 8), è CHk
(z) < CHk+1

(z). Ïî ïî-
ñòðîåíèþ |H1| < |H2| < · · · < |Hk| < |Hk+1|. Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

H1, H2, · · · , Hn, · · ·

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáîãî n

Hn ' L2(qn), ãäå qn ≡ 3, 5 (mod 8),

CH1(z) < CH2(z) < · · · < CHn(z) < · · ·

è
∪∞n=1CHn(z) = CG(z).

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî n > 2 CHn(z) ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè, òî ïî
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ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêòû 2, 6) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

H2, · · · , Hn, · · ·

ïðåâðàùàåòñÿ â öåïî÷êó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ãðóïï

H2 < · · · < Hn < · · · .

ßñíî, ÷òî
∪∞n=2Hn = L −

áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà A(1). Ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.2.16 L ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé
õàðàòåðèñòèêè.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ãðóïïó L, ïîëå Q èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.4.6 è öåïî÷êó

H2 < · · · < Hn < · · ·

èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.4.6.

Ëåììà 2.4.7. Äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè w èç L CG(w) = CL(w) < L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ L zx = w. Òîãäà CG(z)x =
CGx(zx) = CG(w). Òàê êàê CG(z)x < L, òî CG(w) < L.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.8. L − ñèëüíî âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü g ∈ NG(L) \ L. Âîçüìåì òàêóþ ãðóïïó Hn, ÷òî |Hn| > |A5|.
Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈g,Hn〉 ≤ K, ãäå K ∈ A(1). Ïî ëåììå 2.4.6 CK(z) < L. Ïî-
ñêîëüêó CK(z) − ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà áîëåå 4, òî CK(z) ñîäåðæèò íåïåðåñòàíîâî÷íûå
èíâîëþöèè v, w. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêò 6) K = 〈CK(v), CK(w)〉. Ïî ëåììå 2.4.7
CK(w) < CL(w) < L è CK(v) < CL(v) < L. Ñëåäîâàòåëüíî, K < L, è êàê ñëåäñòâèå g ∈ L.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì g. Èòàê, NG(L) = L.

Ïóñòü g ∈ G \L è w − èíâîëþöèÿ èç L∩Lg. Ïî ëåììå 2.4.7 CG(w) < L∩Lg. Î÷åâèäíî,
CG(w) ñîäåðæèò íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè. Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3 (ïóíêò
6) ïîëó÷àåì, ÷òî L = Lg, è â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî âûøå, g ∈ L. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
âûáîðîì g.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.9. Ïóñòü v − èíâîëþöèÿ èç G \ L. Òîãäà :
1. L = CL(z)H, ãäå H = L ∩ Lv − ãðóïïà áåç èíâîëþöèé.
2. Äëÿ ëþáîãî h ∈ H hv = h−1 è H − àáåëåâà ãðóïïà.
3. π(H) ∩ π(CL(z) = ∅.
4. CL(z) ∩H = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ëåììû 2.4.8 è ïðåäëîæåíèÿ
1.2.21.
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Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü 1 6= h ∈ CH(v). Ïî ëåììå 2.4.4 äëÿ íåêîòîðîãî
g ∈ G vg = z. Ñëåäîâàòåëüíî, hg ∈ CG(z) < L (ëåììà 2.4.6). Òàê êàê 〈h, hg, z〉 < Hn äëÿ
íåêîòîðîãî n, òî h ∈ CHn(w) äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè w ∈ Hn (ïðåäëîæåíèå 1.4.3). ßñíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå w ∈ L. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈v, w, h〉 < K, ãäå K ' L2(q), è q ≡ 3, 5
(mod 8). Òàê êàê èíâîëþöèè v, w íå ïåðåñòàíîâî÷íû, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêò
6) K = 〈CK(v), CK(w)〉. Òàê êàê 〈h〉 − íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â CK(v) è îäíîâðåìåííî
〈h〉 − íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â CK(w), òî 〈h〉, î÷åâèäíî, íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â K, ÷òî
íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, CH(v) = 1, è ïîñêîëüêó H h 〈v〉 − ãðóïïà, òî óòâåðæäåíèå 2
äîêàçàíî.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, è ïóñòü b − ýëåìåíò ïðîñòîãî ïî-
ðÿäêà èç H, è |b| ∈ π(H) ∩ π(CL(z)). Òîãäà |b| − íå÷åòíîå ÷èñëî, è CL(b) ñîäåðæèò íåêî-
òîðóþ èíâîëþöèþ w. Òàê êàê bv = b−1, òî ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈w, v, b〉 < K, ãäå
K ' L2(q) è q ≡ 3, 5 (mod 8). Ñëåäîâàòåëüíî, b ∈ CK(w) ∩ CK(wv). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3
(ïóíêò 3) w = wv. Íî òîãäà w ∈ L ∩ Lv, ÷òî íåâîçìîæíî.

Óòâåðæäåíèå 4 − ïðÿìîå ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé 1�3.
Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïî ëåììå 2.4.6 L ' L2(Q). Ïî ëåììå 2.4.9 L =
CL(z)H, ãäå H − àáåëåâà ãðóïïà áåç èíâîëþöèé, è CL(z) ∩ H = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî
H − ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ëèáî H − ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà, ãäå p −
õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ Q. Íî íè ïåðâîå, íè âòîðîå íåâîçìîæíî ââèäó òîãî, ÷òî ãðóïïà G
èçîìîðôíà L2(Q). Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Teîðåìà 2.4.10. Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M, îáëà-
äàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî
ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q, ëèáî ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïå ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé
ïîðÿäêà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G − êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Ëåììà 2.4.11. Ãðóïïà G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà, òî G îáëàäàåò êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) (ïðåäëîæåíèå 1.2.1).
Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè ëèáî T (G) èçîìîðôíà ãðóïïå L2(q), ãäå q ≡ 3, 5 (mod 8), ëèáî
T (G) èçîìîðôíà ãðóïïå äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.12. M(1) = A(1)∪B(1) − áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ãäå A(1) 6= ∅, B(1) 6=
∅, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðóïïà X ∈ B(1), ÷òî X 6≤ Y íè äëÿ êàêîé ãðóïïû Y ∈ A(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî M(1) � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, âûòåêàåò èç ëåììû 2.4.11.
Â ñëó÷àå A(1) = ∅ ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.9 G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïîé. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G − êîíòðïðèìåð. Â
ñëó÷àå B(1) = ∅ G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.8, è T (G)
èçîìîðôíà L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
G − êîíòðïðèìåð. Åñëè ãðóïïû X èç óñëîâèÿ ëåììû íå íàéäåòñÿ, òî â êà÷åñòâå íàñûùà-
þùåãî ìíîæåñòâà ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî A(1), è â äàííîì ñëó÷àå, êàê îòìå÷àëîñü âûøå,
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G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ èçîìîðôíà L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî
êîíå÷íîãî ïîëÿ Q (ïðåäëîæåíèå 1.3.8). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G − êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.13. Ãðóïïà G íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, è ïóñòü N � êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ
ëåììû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé. Âîçüìåì èíâîëþöèþ z ∈ G \ N .
Òàê êàê G − ãðóïïà Øóíêîâà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 äëÿ ëþáîãî b ∈ N ãðóïïà 〈z, zb〉
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé äèýäðà âèäà 〈b1〉 h 〈z〉, ãäå b1 = zzb = zb−1zb. Ïîñêîëüêó
N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî b1 ∈ N . Åñëè zb = z, òî 〈z, b〉 − êîíå÷íàÿ
àáåëåâà ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈z, b〉 < H, H ∈ M(1). Î÷åâèäíî, H ∩ N −
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî H − íå ïðîñòàÿ ãðóïïà. Íî
òîãäà H − êîíå÷íàÿ ãðóïïà äèýäðà ñ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 Nh〈z〉 − ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, N − ëîêàëüíî
êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Èòàê, äëÿ ëþáîãî b ∈ N zb 6= z è CN(z) = 1. Òàê êàê zb = zb

k
1 , òî

z = zb
k
1b−1 è bk1b

−1 = 1. Cëåäîâàòåëüíî, b = bk1 è b
z = b−1. Ïóñòü H ∈ A(1) (ëåììà 2.4.12).

Òîãäà H ' L2(q), ãäå q ≡ 3, 5 (mod 8). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.3 NH − ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Âîçüìåì íååäèíè÷íûé ýëåìåíò b ∈ N . Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà
〈b,H〉 ≤ K, ãäå K ∈ M(1). Òàê êàê ãðóïïà K ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H, òî ñèëîâñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà èç K èìååò ïîðÿäîê áîëüøå 2. Ñëåäîâàòåëüíî, K ∈ A(1) è K ' L2(q), ãäå
q ≡ 3, 5 (mod 8). Íî N ∩K − íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû K, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â N åñòü èíâîëþöèÿ z. Åñëè âñå èíâîëþöèè èç G íàõîäÿòñÿ â N , òî
N = T (G). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç ãðóïïû G. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈b〉 < H, ãäå H ∈ M(1). Ñëåäîâàòåëüíî, H ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè,
H < N è N = T (G). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G − êîíòðïðèìåð. Èòàê, â ìíîæåñòâå
G \ N íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ v. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 ãðóïïà 〈z, v〉 êîíå÷íà. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈z, v〉 ≤ H, ãäå H ∈M(1). Òàê êàê H ∩N − íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
H, òî H ∈ B(1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, H ∩N ñîäåðæèò èíâîëþöèþ z, à â H íåò ñîáñòâåííûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, ñîäåðæàùèõ èíâîëþöèè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.14. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç ãðóïïû G. Èç ïðåäëî-
æåíèÿ 1.3.3 âûòåêàåò, ÷òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y〉 ≤
R ∈M(1). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî R ∈ A(1), ëèáî R ∈ B(1). Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ èíâî-
ëþöèè x, y ñîïðÿæåíû â R (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3, 1.2.20 (ïóíêò 2)). Òàê êàê R � ïîäãðóïïà
G, òî èíâîëþöèè x, y ñîïðÿæåíû â ãðóïïå G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.15. Ìíîæåñòâî A(1) ñîäåðæèò ãðóïïó H òàêóþ, ÷òî H ' L2(q) è q > 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû H ∈ A(1) H ' L2(5). Ïî
ëåììå 2.4.12 è òåîðåìå 2.3.4 G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) è T (G) ' L2(5).
Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G − êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.4.16. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, z � èíâîëþöèÿ èç S.
Òîãäà :

1. S � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 4 (÷åòâåðíàÿ ãðóïïà).
2. CG(z) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CG(z)), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé

ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïóíêò 1. Åñëè |S| = 2, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6 ëþáàÿ
êîíå÷íàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G èìååò ïîðÿäîê 2. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå íàñûùàþùåãî
ìíîæåñòâà äëÿ ãðóïïû G ìîæíî âçÿòü B(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.9 è ëåììå 2.4.11 T (G) −
áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G − êîíòðïðèìeð.
Èòàê, |S| > 2. Åñëè S − êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî âñå äîêàçàíî ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.3.6 è
óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè. Åñëè S − áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî â íåé íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîä-
ãðóïïà R òàêàÿ, ÷òî |R| > 4. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè R < H ∈ A(1). Â ýòîì ñëó÷àå R �
÷åòâåðíàÿ ãðóïïà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì R. Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Äîêàæåì ïóíêò 2. Ïóñòü K − êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç CG(z), îòëè÷íàÿ îò 〈z〉 (ïóíêò
1, äîêàçàííûé âûøå, è ëåììà 2.4.14). ßñíî, ÷òî 〈z,K〉 − êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè

〈z,K〉 < H < G è H ∈̃ M(1).

Ââèäó ëåìì 2.4.14, 2.4.12 H ∈̃ A(1). Íî â ýòîì ñëó÷àå CH(z) − êîíå÷íàÿ ãðóïïà äèýäðà
è 〈z,K〉 < CH(z). Òàê êàê CH(z) < CG(z), òî ãðóïïà CG(z) íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà,
è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.9 îíà îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CG(z)), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî äèýäðàëüíîé ãðóïïîé. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî T (CG(z)) − áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.
Ïóñòü T (CG(z)) − êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî ëåììå 2.4.15 T (CG(z)) ñîäåðæèò ýëåìåíò a òàêîé,
÷òî |a| = p − ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïî ëåììå 2.4.13 è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.1 ìíîæå-
ñòâî aG = {ag|g ∈ G} áåñêîíå÷íî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 áåñêîíå÷íûì áóäåò ñëåäóþùåå
ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ãðóïï: {〈z, ag|g ∈ G}. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈z, ag〉 ≤ Hg, ãäå
Hg ∈ M(1). ßñíî, ÷òî Hg = {Hg|g ∈ G} − áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê CG(ag) ñîäåð-
æèò èíâîëþöèè (íàïðèìåð, zg), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Hg ∈ A(1) è Hg 6' L2(5). Ïîñêîëüêó
T (CG(z)) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ìíîæåñòâî Cg = {CHg(z)|Hg ∈ A(1) êîíå÷íî. Îòñþäà âû-
òåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà Hg â âèäå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ:

Hg = H(1)
g ∪ · · · ∪ H(n)

g ,

ãäå äëÿ ëþáûõ äâóõ ãðóïï Hg1 , Hg2 èç ìíîæåñòâà H
(k)
g (1 6 k 6 n) CHg1

(z) = CHg2
(z).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3 (ïóíêòû 2, 6) è òîãî ôàêòà, ÷òî Hg 6' L2(5), âûòåêàåò ðàâåíñòâî

Hg1 = Hg2 . Òàêèì îáðàçîì, H
(k)
g (1 6 k 6 n) − êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, è êàê ñëåäñòâèå,

êîíå÷íûì áóäåò ìíîæåñòâî Hg. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî Hg − áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Ïóíêò 2 äîêàçàí.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.17. T (CG(z)) = CL(z) < L < G, ãäå L ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî
êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.4.16 (ïóíêò 2)

T (CG(z)) = {c1, c2, · · · , cn, · · · } −

ñ÷åòíàÿ ãðóïïà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c1 − íååäèíè÷íûé ýëåìåíò, íå ðàâíûé z. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè

〈z, c1〉 < H1, ãäå H1 ∈ A(1).



46

Ñëåäîâàòåëüíî, H1 ' L2(q1), ãäå q1 ≡ 3, 5 (mod 8). Ïóñòü n1 − ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå
çíà÷åíèå èíäåêñà n, ïðè êîòîðîì cn1 6∈ H1. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈CH1(z), cn1〉 < H2, ãäå H2 ∈ A(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, H2 ' L2(q2), ãäå q2 ≡ 3, 5 (mod 8). Ïî ïîñòðîåíèþ |H1| < |H2|. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî äëÿ k > 2 ìû ïîñòðîèëè ãðóïïó Hk. Ïóñòü nk − ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå
èíäåêñà n, ïðè êîòîðîì cnk

6∈ Hk. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈CHk
(z), cnk

〉 < Hk+1, ãäå Hk+1 ∈ A(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, Hk+1 ' L2(qk+1), ãäå qk+1 ≡ 3, 5 (mod 8). Ïî ïîñòðîåíèþ |H1| < |H2| <
· · · < |Hk| < |Hk+1|. Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ãðóïï

H1, H2, · · · , Hn, · · ·

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáîãî n

Hn ' L2(qn), ãäå qn ≡ 3, 5 (mod 8),

CH1(z) < CH2(z) < · · · < CHn(z) < · · ·

è
∪∞n=1CHn(z) = T (CG(z)).

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî n > 2 CHn(z) ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè, òî ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêòû 2, 6) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

H2, · · · , Hn, · · ·

ïðåâðàùàåòñÿ â öåïî÷êó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ãðóïï

H2 < · · · < Hn < · · · .

ßñíî, ÷òî
∪∞n=2Hn = L −

áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà A(1). Ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.3.8 L ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé
õàðàêòåðèñòèêè.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ãðóïïó L èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.4.17.
Ïî ëåììå 2.4.15 ãðóïïà CL(z) ñîäåðæèò ýëåìåíò a, òàêîé, ÷òî |a| = p − ïðîñòîå íå÷åòíîå
÷èñëî. Ïî ëåììå 2.4.13 ìíîæåñòâî aG = {ag|g ∈ G} 6⊂ L. Ïóñòü b ∈ aG \ L. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 〈z, b〉 ≤ H, ãäå H ∈ A(1). Cëåäîâàòåëüíî, H ' L2(q)
è q > 5. ßñíî, ÷òî H 6< L. Òàê êàê z ∈ L ∩H, òî CH(z) < L ∩H. Ïîñêîëüêó |CH(z)| > 4,
òî CH(z) ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè t, w. Òàê êàê âñå èíâîëþöèè â L
ñîïðÿæåíû, òî CH(t) < L è CH(w) < L. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêòû 2, 6) H < L.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì H.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Ãðóïïû, íàñûùåííûå GL2(q), PGL2(q)

Â [38] äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç
ìíîæåñòâà ãðóïï {L2(p

n)}, ãäå p è n íå ôèêñèðóþòñÿ, èçîìîðôíà L2(Q), ãäå Q � ëîêàëü-
íî êîíå÷íîå ïîëå. Òàì æå ýòîò ðåçóëüòàò óäàëîñü îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïà íà-
ñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà ãðóïï {SL2(p

n)}. Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
ãðóïïà (íå îáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ) íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâ ãðóïï {GL2(p

n)},
{PGL2(p

n)}. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï âûñêàçàíà

Ãèïîòåçà. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ìíîæåñòâîì ãðóïï {GL2(p
n)},

ãäå p, n íå ôèêñèðóþòñÿ. Òîãäà G ' GL2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííàÿ ãèïîòåçà â êëàññå âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ

ãðóïï íåâåðíà. Ðàññìîòðèì ãðóïïó

G = L2(2
n)×B(m, p),

ãäå m > 1 , p = 2n− 1 � ïðîñòîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, áîëüøå 665, è B(m, p) � ñâîáîäíàÿ
Áåðñàéäîâà ãðóïïà ñ m îáðàçóþùèìè è ïåðèîäà p. Òàê êàê

GL2(2
n) = L2(2

n)× Z(GL2(2
n)),

|Z(GL2(2
n))| = 2n−1 = p è ïîðÿäîê ëþáîé íåòðèâèàëüíîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû èç B(m, p),

êàê ïîêàçàíî â [1, c. 296], ðàâåí p, G íàñûùåíà ìíîæåñòâîì X = {GL2(2
n)}, ñîñòîÿùèì èç

îäíîé ãðóïïû. Êàê ïîêàçàíî â [1, ñ. 262], B(m, p) äëÿ óêàçàííûõm è p íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
Øóíêîâà è, â ÷àñòíîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, G � íå
ãðóïïà Øóíêîâà è íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à âûäåëåíèÿ êëàññîâ ãðóïï, â êîòîðûõ äàííàÿ ãèïîòåçà
èìååò ìåñòî. Òàêèìè êëàññàìè, â êîòîðûõ ýòà ãèïîòåçà îêàçàëàñü âåðíîé, ÿâëÿþòñÿ êëàññ
ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï è êëàññ ãðóïï Øóíêîâà. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû â óêàçàííûõ
êëàññàõ ãðóïï ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1. Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð Z(G) íåòðèâèàëåí è ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

2. Äîêàçàòü, ÷òî G = G/Z(G) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé èç äàííîãî êëàññà è íàñûùåíà ãðóï-
ïàìè èç ìíîæåñòâà {PGL2(p

n)}, è, êàê ñëåäñòâèå, âûâåñòè îòñþäà, ÷òî G èçîìîðôíà
PGL2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

3. Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì G ' PGL2(Q), ïîêàçàòü, ÷òî G èçîìîðôíà GL2(Q).
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3.1 Ëîêàëüíî êîíå÷íûå ãðóïïû, íàñûùåííûå GL2(q)

Ïóñòü J = {GL2(q)}, ãäå q = pn. Îòìåòèì, ÷òî íè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ p, íè íàòóðàëüíîå
n íå ôèêñèðóåòñÿ.

Teîðåìà 3.1.1. Ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
J, èçîìîðôíà GL2(P ) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî J ñîäåðæèò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ãðóïï, à G � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ëåììà 3.1.2. Ïóñòü K1, K2 � ãðóïïû, K1 < K2, K1 ' GL2(p
n1
1 ), K2 ' GL2(p

n2
2 ). Òîãäà

Z1 < Z2, ãäå Z1 = Z(K1) � öåíòð K1 è Z2 = Z(K2) � öåíòð K2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèòóàöèè:

1. p1 = p2 = 2.

2. p1 = 2, p2 > 2.

3. p1 > 2, p2 = 2.

4. p1 > 1, p2 > 2.

Ïóñòü
K1 = K1/Z(K2) = K1/(Z(K2) ∩ Z(K1)),

K2 = K2/Z(K2), Z1 = Z1/(Z1 ∩ Z2).

ßñíî, ÷òî K1 ≤ K2.
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ 1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.4 (ïóíêò 1) K2 = L2(2

n
1 ) × Z2 è K1 =

L2(2
n1)× Z1. Òîãäà K2 ' L2(2

n1) è K1 ' L2(2
n1)× Z1. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.2 (ïóíêòû 1, 2)

âûòåêàåò, ÷òî Z1 = 1. Èòàê, â ñèòóàöèè 1 ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ 2. Ïî ïðåäëîæåíèÿì 1.4.4, 1.4.2, 1.4.5 K1 = L2(2
n1)× Z1 è K2 =

L2(p
n2) h 〈t〉. Â ñèëó òîãî, ÷òî K1 ïîðîæäàåòñÿ 2-ýëåìåíòàìè, òî K1 ≤ L2(p

n2). Íî èç
ïðåäëîæåíèé 1.4.2, 1.4.3 âûòåêàåò, ÷òî ïðè Z1 6= 1 òàêèõ ïîäãðóïï â L2(p

n2) íåò. Èòàê,
Z1 = 1 è â ñèòóàöèè 2 ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ 3. Ïî ïðåäëîæåíèÿì 1.4.4, 1.4.2, 1.4.5 K1 = L2(p
n1
1 ) h 〈t〉 è

K2(2
n2) = L2(2

n2). Íî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â K2 ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà, à â K1 íåò (ïðåä-
ëîæåíèå 1.4.5 ïóíêòû 9, 10), ïðåäëîæåíèå 1.4.2 (ïóíêò 1). Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì,
ñèòóàöèÿ 3 íåâîçìîæíà.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ 4. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêòû 8�10)K1 = (L2(p
n1
1 ×Z1)〈t〉, K2 =

L2(p
n1
2 ) h 〈t2〉 è |t1| = |t2| = 2. Åñëè 2 /∈ π(Z2 ∩ Z1), òî âîçüìåì èíâîëþöèþ x1 èç Z2 è ðàñ-

ñìîòðèì â K2 ïîäãðóïïó R = x1 × (〈x2〉 × 〈x3〉), ãäå 〈x2〉 × 〈x3〉 � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 èç
K1. R ëåæèò â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå S2 èç K2, è S2, � ëèáî ïîëóäèýäðàëüíàÿ
ãðóïïà, ëèáî ãðóïïà äèýäðà (ïðåäëîæåíèå 1.4.5 (ïóíêòû 9, 10). Íî â îáîèõ ñëó÷àÿõ â S2 íåò
ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 8. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Z1 ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, à
K1 ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó R ïîðÿäêà 8. Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ K1 < K2 R
ëåæèò â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå S èç K2. Íî S íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïó òèïà R
(ïðåäëîæåíèå 1.4.5 (ïóíêòû 9, 10). Òàêèì îáðàçîì, Z1 íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî,

L2(p
n1
1 )× Z1 ≤ L2(p

n2
2 ).
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Íî òàêèõ ïîäãðóïï â L2(p
n2
2 ) íåò, ïðè Z1 6= 1 (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.5, 1.4.3). Òàêèì îáðàçîì,

Z1 = 1, è â ñèòóàöèè 4 ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.1.3. Ïóñòü K ∈ F(1). Òîãäà Z(K) ≤ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó K ∈ F(1). Ñëåäîâàòåëüíî,

K ' GL2(p
k0
0 ).

Ïóñòü g ∈ Z(K), ïîêàæåì, ÷òî g ∈ Z(G). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé
x ∈ G, ÷òî g ∈ Z(G). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà

〈K, x〉 ≤ K1 ' GL2(p
k1
1 ).

Ïóñòü Z1 = Z(K). Èç ëåììû 3.1.2 âûòåêàåò, ÷òî Z(K) < Z(K1), çíà÷èò g
x = g. Ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ âûáîðîì x.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.1.4. Z(G) � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 〈x1, x2, ..., xn〉 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîä-
ãðóïïà èç Z(G). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈x1, x2, ..., xn〉 < K2 ' GL2(p
k2
2 ).

ßñíî, ÷òî
〈x1, x2, ..., xn〉 < Z2 = Z2(K2).

Òàê êàê Z2 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî è 〈x1, x2, ..., xn〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôàêòîð-ãðóïïó G = G/Z. Ïî ëåììå 3.1.4 G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ
ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï {GL2(p

n)/Z(GL2(p
n))} (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.4, 1.4.2,

1.4.5). Ðàññìîòðèì â G ïîäãðóïïó L, ïîðîæäåííóþ âñåìè ïîäãðóïïàìè K òàêèìè, ÷òî
K ' L2(p

ni
i ).

Ëåììà 3.1.5. L ' L2(P ), ãäå P � ïîäõîäÿùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðè-
ñòèêè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà L íàñûùåíà ìíîæåñòâîì F1 = {L2(p
ni
i )}. Âîçü-

ìåì â L êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó M. Ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïû L M ≤ 〈L1, ..., Li, ..., Lm〉 äëÿ
íåêîòîðîãî íàáîðà êîíå÷íûõ ïîäãðóïï Li ⊂ L, òàêèõ, ÷òî Li ' L2(p

ni
i ) è i = 1,m. Ïóñòü

M è Li � íåêîòîðûå êîíå÷íûå ïðîîáðàçû ãðóïï M è Li â G, òàêèå, ÷òî

M ≤ 〈L1, ..., Li, ..., Lm〉.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈L1, ..., Li, ..., Lm〉 ≤ N < G è N ' GL2(p
nm+1

m+1 ). Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.4.4 (ïóíêò 3) è ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêòû 3�10)

N = N/Z(G) = Lm+1 h (tσ),
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ãäå Lm+1 ' L2(p
nm+1

m+1 ), t � èíâîëþöèÿ è σ ∈ {0, 1}. Èòàê, ìû ìîæåì çàïèñàòü âëîæåíèå

〈L1, ..., Li, ..., Lm〉 ≤ Lm+1 h 〈tσ〉 = N.

Òàê êàê âñå Li � êîíå÷íûå ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû, à Li ∩ Lm+1 C Li (çàìåòèì, ÷òî
Lm+1 C N), òî ëèáî Li ∩ Lm+1 = 1, ëèáî Li ∩ Lm+1 = Li. Ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí,
ïîñêîëüêó òîãäà |N : Li| ≥ |Li| > 2, ñ äðóãîé ñòîðîíû |N : Lm+1| = |Lm+1× (υ) : Lm+1| = 2.
Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Íî òîãäà âñå Li ëåæàò â Lm+1,
çíà÷èò, èM ëåæèò â Lm+1. Èòàê, íàñûùåííîñòü L ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà F1 äîêàçàíà. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.2.17 L ' L2(P ) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ P õàðàêòåðèñòèêè
p.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå p èç ëåììû 3.1.5.

Ëåììà 3.1.6. |G : L| ≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p = 2, òî óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.4,
1.4.2). Ïóñòü p 6= 2. Âîçüìåì â G êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó Gk ' GL2(p

mk) è ðàññìîòðèì åå
îáðàç Gk â G. Òîãäà Gk = Lk h 〈t〉, ãäå Lk ' L2(p

mk), à t � èíâîëþöèÿ. Åñëè t ∈ L äëÿ
ëþáîé Gk, òî Gk < L, ïîñêîëüêó Lk ëåæèò â L ïî îïðåäåëåíèþ, G = L è |G : L| = 1. Ïóñòü
äëÿ íåêîòîðîãî t /∈ L. Ïîêàæåì, ÷òî G ≤ L h 〈t〉, òàê êàê îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g ∈ G, à g � íåêîòîðûé åãî ïðîîáðàç â G. Ïî ócëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈t, g〉 < Gk ' GL2(p

mk
k ) è ïðè ïåðåõîäå ê G ïîëó÷àåì

〈t, g〉 < Gk = Lk h 〈t〉 < Lh 〈t〉,

ãäå Lk ' L2(p
nk
k ). Çíà÷èò, g ∈ Lh〈t〉. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà g ïîëó÷àåì G < Lh〈t〉,

è îêîí÷àòåëüíî G = Lh 〈t〉.
Ëåììà äîêàçàíà.
Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü L è P � èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3.1.5. Òàê

êàê P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå, òî îíî ñ÷åòíî. Âûáåðåì â P öåïî÷êó êîíå÷íûõ ïîäïîëåé

P1 < P2 < ... < Pi < ...

òàêóþ, ÷òî
⋃∞
i=1 Li = L. Âûáåðåì â L öåïî÷êó êîíå÷íûõ ïîäãðóïï òàêóþ, ÷òî Li ' L2(Pi)

è
⋃∞
i=1 Li = L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Li íåêîòîðûé êîíå÷íûé ïðîîáðàç Li â G. Òàê êàê Z(G) �

ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî îíà ñ÷åòíà. Âûáåðåì â Z(G) öåïî÷êó êîíå÷íûõ ïîäãðóïï
Z1 < Z2 < ... < Zi < ..., òàêóþ, ÷òî

⋃∞
i=1 Zi = Z(G). Ïî ëåììå 3.1.6 ëþáîé ýëåìåíò g ãðóïïû

G ïðåäñòàâèì â âèäå g = ziυit
σ, ãäå zi ∈ Zi, υJ ∈ Lj, σ ∈ {0, 1} è ãäå t � ôèêñèðîâàííûé

ýëåìåíò ÷åòíîãî ïîðÿäêà èç G. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈z1, L1t〉 < G1 ' GL2(p
m1) = GL2(P

∗
1 ),

ãäå P ∗1 � êîíå÷íîå ïîäïîëå èç P è |P ∗1 | = pm1 (ëåììà 3.1.5). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû îïðå-
äåëèëè ãðóïïó Gl ' GL2(P

m1) äëÿ l > 1. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà

〈Zl+1, Ll+1, Gl〉 < Gl+1 ' GL2(p
ml+1) = GL2(P

∗
l+1),
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ãäå P ∗l+1 � ïîäïîëå èç P è |P ∗l+1| = pml+1 ïî ëåììå 3.1.5. Ïî ïîñòðîåíèþ

G1 < G2 < ... < Gl < Gl+1 < ...,

∞⋃
i=1

Gl = G

è

P ∗1 < P ∗2 < ... < P ∗l < P ∗l+1 < ...,
∞⋃
l=1

= P.

Çíà÷èò,
GL2(P

∗
1 ) < GL2(P

∗
2 ) < ... < GL2(P

∗
l ) < ...

è
⋃∞
l=1GL2(P

∗
l ) = GL2(P ). Â ñèëó èçîìîðôèçìàGl ' GL2(P

∗
l ) ïîëó÷àåì, ÷òîG =

⋃∞
l=1Gl '

GL2(P ).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.2 Ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå GL2(q), PGL2(q) íàä

êîíå÷íûìè ïîëÿìè ôèêñèðîâàííîé õàðàêòåðèñòèêè

Ïóñòü =={GL2(p
n)} è M = {PGL2(p

n)}, p � ïðîñòîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, à íàòóðàëü-
íîå n íå ôèêñèðóåòñÿ.

Teîðåìà 3.2.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíî-
æåñòâà =, K ∈ =(1). Òîãäà Z(K) ≤ Z(G) è Z(G) � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p = 2, òî ïî ïðåäëîæåíèÿì 1.2.7, 1.4.4 (ïóíêò 1) G ' L2(Q)×V ,
ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2, à V � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
áåç èíâîëþöèé, è òåîðåìà 3.2.1 äîêàçàíà. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî p 6= 2.

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç G. Òîãäà 2-ýëåìåíòû
ãðóïïû CG(a) ïîðîæäàþò ëîêàëüíî öèêëè÷åñêóþ 2-ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3.2.1 a ∈ L1 ∈ =(1). Ïîýòîìó Z(L1), à ñòà-
ëî áûòü, è CG(a) ñîäåðæàò èíâîëþöèþ. Ïóñòü z è w � èíâîëþöèè èç CG(a). Ôàêòîð-
ãðóïïà 〈a, z, w〉/〈a〉 êîíå÷íà, òàê êàê ïîðîæäåíà äâóìÿ èíâîëþöèÿìè. Çíà÷èò, ãðóïïà
〈a, z, ω〉 êîíå÷íà è ïî óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2.1 âëîæèìà â íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó
L2 ∈ =(〈a, z, ω〉). Òàê êàê ýëåìåíò a ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóï-
ïû L2, òî CL2(〈a〉) ñîäåðæèò òîëüêî îäíó èíâîëþöèþ (ïðåäëîæåíèå 1.4.5 (ïóíêòû 2, 3)).
Èòàê, z = ω, è åñëè 2-ýëåìåíòû ãðóïïû CG(〈a〉) èìåþò ïîðÿäîê 2, òî ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü CG(〈a〉) ñîäåðæèò 2-ýëåìåíòû ïîðÿäêà áîëüøå 2. Ñäåëàåì ñëåäóþùåå èíäóê-
òèâíîå ïðåäïîëîæåíèå: åñëè â CG(〈a〉) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈b0〉, |b0| = 2k

è k ≥ 1, òî îíà åäèíñòâåííà. Ïóñòü â CG(〈a〉) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈b〉 è
|b| = 2k+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈c〉, ëåæàùàÿ
â CG(〈a〉), 〈c〉 6= 〈b〉, |c| = 2k+1. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó 〈a, b, c〉. Â íåé êîíå÷íàÿ àáåëå-
âàÿ ïîäãðóïïà 〈a, b2〉 = 〈a, c2〉 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé (ðàâåíñòâî 〈b2〉 = 〈c2〉 = 〈d〉 ñëåäóåò
èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ). Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà 〈a, b, c〉/〈a, d〉 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé,
ïîñêîëüêó ïîðîæäåíà äâóìÿ èíâîëþöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íîé ÿâëÿåòñÿ è ãðóïïà
〈a, b, c〉. Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2.1 〈a, b, c〉 ⊆ L3 ∈ =(〈a, b, c〉). Íî â L3 ñóùåñòâóåò òîëüêî
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îäíà öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2k+1, ëåæàùàÿ â CG(〈a〉), è îíà ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû
L3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì 〈c〉. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b〉 = 〈c〉.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2.3. Ïóñòü K ∈ =(1). Òîãäà âñå 2-ýëåìåíòû èç Z(K) ëåæàò â öåíòðå
ãðóïïû G è ïîðîæäàþò â íåì åäèíñòâåííóþ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêóþ 2-ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå 2-ýëåìåíòû öåíòðà ãðóïïûK ïîðîæäàþò öèêëè÷åñêóþ 2-ïîäãðóïïó.
Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç ýòîé 2-ïîäãðóïïû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z íå ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû G. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ G
òàêîé, ÷òî zg = υ è υ 6= z. Ïóñòü a � ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç K. Ãðóïïà 〈a, aυ〉 êîíå÷íà ïî
îïðåäåëåíèþ 1. Òàê êàê 〈a, aυ〉υ = 〈aυ, a〉 = 〈a, aυ〉, òî υ ∈ NG(〈a, aυ〉).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà 〈aυ, a, υ〉 êîíå÷íà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈aυ, a, υ〉 ≤ L1 ∈ =(〈aυ, a, υ〉).

Ïî ëåììå 3.2.2 z ∈ Z(L1), çíà÷èò, zυ = υz, ò. å. zG = 〈zg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîðìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà â G. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈z, v〉 ≤ zG ∩ L1 � íîðìàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà
2-ïîäãðóïïà â L2. Ïîñêîëüêó íîðìàëüíûå àáåëåâû ïîäãðóïïû èç L1 öèêëè÷åñêèå (ïðåäëî-
æåíèå 1.4.5, ïóíêòû 2, 7), òî z = υ. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì υ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
Z(K) ñîäåðæèò 2-ýëåìåíòû ïîðÿäêà áîëüøå 2. Ñäåëàåì ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå ïðåäïî-
ëîæåíèå: åñëè â Z(K) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈d〉 ïîðÿäêà 2k(k > 1), òî îíà
òàêæå ñîäåðæèòñÿ â Z(G). Ïóñòü â Z(K) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈b〉 ïîðÿäêà
2k+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò g ∈ G òàêîé, ÷òî bg = c 6= b. Â ñèëó èíäóêòèâíîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b2 = c2 = d ∈ Z(G). Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, c〉 � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈a, c〉 ≤ L2 ∈ =(〈a, c〉).

Åñëè |c| äåëèò |Z(L2)|, òî ïî ëåììàì 3.2.2 è 1.4.5 (ïóíêò 7) b ∈ Z(L2). Ñëåäîâàòåëüíî,
bG = 〈bg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b, bg〉 ≤ bG ∩ L2 �
íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà â L2. Ïîñêîëüêó âñå íîðìàëüíûå àáåëåâû ïîäãðóïïû èç L2

� öèêëè÷åñêèå (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 2,7), òî 〈b〉 = 〈bg〉 è bG = 〈b〉 � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â G. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 〈b, g〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈b, g〉 ≤ L3 ∈ F(〈b, g〉), è 〈b〉 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â L3. Ïîñêîëüêó 〈b〉 öèêëè÷åñêàÿ 2-
ãðóïïà, òî 〈b〉 < Z(L3) (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 2,6). Íî òîãäà bg = b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó g. Èòàê, b = c.

Åñëè |c| íå äåëèò Z(L2), òî NL2(〈c〉) ñîäåðæèò èíâîëþöèþ t, íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþ-
ùóþ íà 〈c〉 (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 7, 8). Òàê êàê c = bg, òî NG〈b〉 ñîäåðæèò èíâîëþ-
öèþ tg

−1
, íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþùóþ íà 〈b〉. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà

〈b, tg−1
, a〉 ≤ L3 è b ∈ CL3(a). Ñëåäîâàòåëüíî, b ∈ Z(L3) (ëåììà 3.2.2) è èíâîëþöèÿ tg

−1

ïåðåñòàíîâî÷íà ñ b. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2.4. Ïóñòü b � ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà èç G, b ∈ Z(K), ãäå K ∈ =(1).
Òîãäà â G íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà x òàêîãî, ÷òî bx = b−1 è x2 ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. È ïóñòü ýëåìåíò x òàêîé. Òàê êàê G �
ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈b, x, d〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Çäåñü d � ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç K. Ïî
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, x, d〉 ≤ L, ãäå L ∈ =(1). Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.5 (ïóíêòû 2, 3, 6)
âûòåêàåò, ÷òî b ∈ Z(L), ñëåäîâàòåëüíî, bx = b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà x.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 3.2.5. Ïóñòü b ∈ Z(K), ãäå K ∈ =(1), è |b| = r � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî.
Òîãäà b ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü b 6= bg äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G. Ïî
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈b, bg〉 ≤ Kg ∈ =(〈b, bg〉).

1. Ñóùåñòâóåò òàêîé g, ÷òî b íå ïðèíàäëåæèò Z(Kg).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G, b ∈ Z(Kg), òî b

G = 〈bg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b, g〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåí-
íîñòè 〈b, g〉 ≤ K2 ∈ =(〈b, g〉). Ñëåäîâàòåëüíî, bK2 = 〈bx|x ∈ K2〉 � íîðìàëüíàÿ r-ïîäãðóïïà
â K2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 7) bK2 ⊂ Z(K2), â ÷àñòíîñòè b ∈ Z(K2), çíà÷èò, b

g = b.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì g. Çàôèêñèðóåì ãðóïïó Z(Kg).

2. Â Z(Kg) åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà r.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 7)

Z(Kg) = Z(Kg)/Z(Z(Kg)) = L2 h 〈υ〉,

ãäå L2 ' L2(p
n1) è |υ| = 2. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç Z(Kg) ïîïàäàþò

â ïîäãðóïïó L2, òî äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè t ∈ Z(Kg), b
t

= b
−1
. Çäåñü b � îáðàç b

ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå Z(Kg) íà Z(Kg). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 2-
ýëåìåíòà t ∈ Z(Kg), b

t = b−1z è t2 ∈ Z(G). Òî, ÷òî 1 6= z ∈ Z(Z(Kg)), âûòåêàåò èç ëåììû
3.2.4. Òàê êàê r = |b| = |bt| = |b−1z|, òî 1 = (b−1z)r = (br)−1zr = ezr = zr. Ïîëîæèì z = a,
çàôèêñèðóåì t è ïîäãðóïïó (〈a〉 × 〈b〉) èç Z(Kg). ßñíî, ÷òî t ∈ N(〈a〉 × 〈b〉), at = a è
bt = b−1a.

3. Â K íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ υ òàêàÿ, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈a, b, υ〉 ≤ K2 ∈ =(〈a, b, υ〉) è
a /∈ Z(K2).

Òàê êàê b ∈ Z(〈a, b, υ〉), òî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K 〈a, b, υ〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è
ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈a, b, υ〉 ≤ K2 ∈ =(〈a, b, υ〉).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K, a ∈ Z(K2). Òîãäà K
∗ = 〈υ|υ ∈

K, υ2 = e〉 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â K è a ∈ CG(K∗). Çäåñü ìîãóò áûòü äâå
âçàèìíî èñêëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòè: ëèáî a ∈ K, ëèáî a /∈ K. Â ïåðâîì ñëó÷àå a ∈ Z(K)
è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 2) 〈a〉 = 〈b〉, ÷òî íåâîçìîæíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì
êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈a〉 × (〈b〉 ×K∗) è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈a〉 × (〈b〉 ×K∗) < K3 ∈ =(〈a〉 × (〈b〉 ×K∗)).

Íî â K3 íåò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà r3 (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 1,
4). Èòàê, òðåáóåìàÿ èíâîëþöèÿ υ íàéäåòñÿ.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Òàê êàê 〈a〉 × 〈b〉 ≤ K2 è |〈a〉 × 〈b〉| = r2, òî ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 4) (〈a〉 × 〈b〉)∩Z(K2) = 〈w〉 6= e. ßñíî, ÷òî 〈a〉 × 〈b〉 = 〈a〉 × 〈w〉.
Òàê êàê a /∈ Z(K2), òî â ôàêòîð-ãðóïïå K2 = K2/Z(K2) íàéäåòñÿ òàêàÿ èíâîëþöèÿ t1, ÷òî
at1 = a−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â K2 íàéäåòñÿ 2-ýëåìåíò t1 òàêîé, ÷òî a
t1 = a−1z1 Ïî ëåììå 3.2.3 t

2
1 ∈

Z(G) è ïî ëåììå 3.2.4 z1 6= e. ßñíî òàêæå, ÷òî z1 ∈ 〈w〉. Ñëåäîâàòåëüíî, t1 ∈ N(〈a〉 × 〈w〉).
Ïîñêîëüêó (〈a〉×〈w〉) = (〈a〉×〈b〉), òî t1 ∈ N(〈a〉×〈b〉). Èòàê, ìû èìååì 2-ýëåìåíòû t è t1 èç
N(〈a〉×〈b〉), íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþùèå íà (〈a〉×〈b〉), òàêèå, ÷òî at = a, at1 = a−1z1 6= a è t2,
t21 ∈ Z(G). Òàê êàê ôàêòîð-ãðóïïà 〈(〈a〉×〈b〉), t1, t〉/〈(〈a〉×〈b〉), t21, t2〉 = 〈t1, t〉 ïîðîæäàåòñÿ
äâóìÿ èíâîëþöèÿìè t1 è t, òî îíà êîíå÷íà.
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Ñëåäîâàòåëüíî, 〈(〈a〉 × 〈b〉), t1, t〉 = M � òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåí-
íîñòè M ≤ K4 ∈ =(M). Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.5 (ïóíêò 4) ïîëó÷àåì NK4(〈a〉 × 〈b〉) = (D ×
R)h 〈υ〉, ãäå D,R � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïîðÿäêà pn4−1, υ2 = e è (D×R) = CK4(〈a〉×〈b〉).
Òàê êàê t1, t2 ∈ {NK4(〈a〉 × 〈b〉)\CK4(〈a〉 × 〈b〉)}, òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ (D × R)xt = t1 è
a 6= a−1z1 = at1 = axt = at = a. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2.6. Ïóñòü b ∈ Z(K), ãäå K ∈ =(1), |b| � íå÷åòíîå ÷èñëî, òîãäà b ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3.2.5 è èíäóêöèè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |b| = rn, ãäå r
� ïðîñòîå ÷èñëî, n > 1 è bn−1 ∈ Z(G). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî g ∈ G ãðóïïà 〈b, bg〉
êîíå÷íà . Çàòåì ïóíêòû 1�3 ëåììû 3.2.5 è åå îêîí÷àíèå ïåðåíîñÿòñÿ íà ðàññìàòðèâàåìûé
ñëó÷àé ñî ñëåäóþùèìè çàìå÷àíèÿìè � âìåñòî ãðóïïû 〈a〉 × 〈b〉 ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà
〈a〉 · 〈b〉, ãäå |a| = |b| = rn. Çàòåì íàõîäèì äâå èíâîëþöèè t1 è t ∈ {N(〈a〉 · 〈b〉)\C(〈a〉 · 〈b〉)},
ðàçëè÷íûì îáðàçîì äåéñòâóþùèõ íà 〈a〉 ·〈b〉, è ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäëîæåíèåì
1.4.5 (ïóíêò 4).

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåìì

3.2.3, 3.2.6. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü 〈z1, ..., zn〉 � ïîäãðóïïà èç Z(G),
ïîðîæäåííàÿ êîíå÷íûì íàáîðîì ýëåìåíòîâ. Âîçüìåì p-ýëåìåíò b ∈ G. Ïî óñëîâèþ íàñû-
ùåííîñòè 〈z1, ..., zn, b〉 ≤ L ∈ =(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 7) 〈z1, ..., zn〉 � öèêëè÷å-
ñêàÿ ãðóïïà èç Z(L).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Teîðåìà 3.2.7. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæå-
ñòâà M, èçîìîðôíà PGL2(Q), ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = 2. Â ýòîì ñëó÷àå (ïðåäëîæåíèå 1.4.4 ïóíêò 3) PGL2(2
n) =

L2(2
n) è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.17G ' L2(Q) = PGL2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî

ïîëÿ Q õàðàêòåðèñòèêè 2, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü p 6= 2, G � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå, S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ëåììà 3.2.8. S = A h 〈t〉, ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t � èíâîëþöèÿ,
at = a−1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.5 (ïóíêòû 7�8) âû-
òåêàåò, ÷òî S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà äèýäðà, à òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû
ñîïðÿæåíû (ïðåäëîæåíèå 1.2.8), òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîêàæåì,
÷òî S íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà. Âîçüìåì â S êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó K1. Èç ïðåäëîæåíèÿ
1.2.9 âûòåêàåò, ÷òî â S ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà K1 < K2 < . . . < Kn < . . . êîíå÷-
íûõ ïîäãðóïï. Èç óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ Kn èçîìîðôíà ïîäãðóïïå
íåêîòîðîé êîíå÷íîé ãðóïïû äèýäðà èç G. Ïîëîæèì K = ∪Kn. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç Kn

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà, òî âñå äîêàçàíî.
Ïóñòü âñå Kn � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Òîãäà K � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà. Ïóñòü

z � èíâîëþöèÿ èç K. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî Kn ≤ Mn '
PGL2(p

mn), è âMn åñòü èíâîëþöèÿ v òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Kn ñïðàâåäëèâî x
v = x−1.

Ïóñòü y ∈ Kn+1 è y2 = t, ãäå 〈t〉 = Kn. Î÷åâèäíî, ãðóïïà 〈y, v〉 � êîíå÷íà. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈y, v〉 ≤ M1 ' PGL2(p

kn) è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈y, v〉 ëåæèò â CM1(z). Òàê êàê
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CM1(z) � ãðóïïà äèýäðà, òî yv = y−1. Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ K xv = x−1, çíà÷èò, K h 〈v〉 � 2-ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, K 6= S, è â S\K íàéäåòñÿ
íåêîòîðûé ýëåìåíò w. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w � èíâîëþöèÿ è
wz = zw. Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî xw = x−1 äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Â ÷àñòíîñòè,
K1 h 〈w〉 � ãðóïïà äèýäðà. Òàêèì îáðàçîì, S íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà è ïî ïðåäëîæå-
íèþ 1.2.14 S = A h 〈t〉, ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, è äëÿ ëþáîãî x ∈ A
âûïîëíÿåòñÿ xt = x−1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2.9. Ïóñòü a � èíâîëþöèÿ èç S. Òîãäà CG(a) = Ch 〈t〉, ãäå C � áåñêîíå÷íàÿ
ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t � èíâîëþöèÿ, ct = c−1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåñêîíå÷íîñòü ãðóïïû CG(a) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.6. Ïóñòü
R � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç CG(a), D = 〈a,R〉. Èìååì D ≤ M < G, ãäå
M ' PGL2(p

n). Ïðè ýòîì D ≤ CM(a) < CG(a). Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, CM(a) � ãðóïïà
äèýäðà (ïðåäëîæåíèå 1.4.6). Òàêèì îáðàçîì, CG(a) íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà. Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 1.2.14 èìååì CG(a) = C h 〈t〉, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t2 = e,
ct = c−1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c ∈ C.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2.10. Â G åñòü áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà L, íàñûùåííàÿ
ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà {PGL2(p

n)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç öåíòðà S (ëåììà 3.2.8). Êàê ñëåäóåò èç
ëåììû 3.2.9, CG(z) = ∪∞n=1Dn, ãäå

D1 < . . . < Dn . . . , (1)

Dn = Cn h 〈t〉, Cn = 〈cn〉, äëÿ ëþáîãî c ∈ Cn ñïðàâåäëèâî ct = c−1.
Â ñèëó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Dn < Ln ' PGL2(p

mn) è Dn =
CLn(z).

Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êå (1) ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

L1, . . . , Ln, . . . (2)

ïîäãðóïï èç G, îïðåäåëåííûõ âûøå.
Òàê êàê Ln = R h 〈a〉, ãäå R ' L2(p

n) è |a| = 2, òî èíâîëþöèÿ z ëåæèò â ïîäãðóïïå
R. Ïîñêîëüêó CR(z) � ãðóïïà äèýäðà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíâîëþöèÿ t ëåæèò â R è,
çíà÷èò, ñîïðÿæåíà ñ èíâîëþöèåé z (ïðåäëîæåíèå 1.4.3, ïóíêò 4).

Ñëåäîâàòåëüíî, CG(t) = ∪∞n=1Tn, ãäå

T1 < . . . < Tn < . . . , (3)

Tn = Vn h 〈z〉, Vn = 〈vn〉, äëÿ ëþáîãî v ∈ Vn âûïîëíÿåòñÿ vz = v−1.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêò 1) Ln = 〈Tn, Dn〉, òî èç (1), (3) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (2) îáðàçóåò öåïî÷êó

L1 < . . . < Ln < . . . . (4)
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Ïóñòü L =
⋃∞
n=1 Ln, K � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç L. Òàê êàê K ≤ Ln äëÿ

íåêîòîðîãî n, à Ln ' PGL2(p
mn), òî âñå äîêàçàíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2.11. Ïóñòü L � ïîäãðóïïà èç ôîðìóëèðîâêè ïðåäûäóùåé ëåììû. Òîãäà
L ' PGL2(P ), ãäå P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â L ïîäãðóïïó L∗, ïîðîæäåííóþ âñåìè ïîäãðóïïàìè K
èç L òàêèìè, ÷òî K ' L2(p

ni).
1. L∗ ' L2(P ), ãäå P � ïîäõîäÿùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.
Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà L∗ íàñûùåíà ìíîæåñòâîì {L2(p

ni)}. Âîçüìåì â L∗ êîíå÷íóþ
ïîäãðóïïóM . Ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïû L∗ M ≤ 〈L1, . . . , Li, . . . , Lm〉 äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà
êîíå÷íûõ ïîäãðóïï Li < L òàêèõ, ÷òî Li ' L2(p

ni) è i ∈ {1, ...,m}.
Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈L1, . . . , Li, . . . , Lm〉 ≤ N < L è PGL2(p

nm+1) ' N = Lm+1 h
〈t〉, ãäå Lm+1 ' L2(p

nm+1), à t � èíâîëþöèÿ.
Òàê êàê âñå Li � êîíå÷íûå ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû, à Li ∩ Lm+1 C Li (çàìåòèì, ÷òî

Lm+1 C N), òî ëèáî Li ∩ Lm+1 = 1, ëèáî Li ∩ Lm+1 = Li. Ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí,
ïîñêîëüêó òîãäà |N : Lm+1| ≥ |Li| > 2, ñ äðóãîé ñòîðîíû, |N : Lm+1| = |(Lm+1 × (v)) :
Lm+1| = 2. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Íî òîãäà âñå Li ëåæàò â
Lm+1, çíà÷èò, èM ëåæèò â Lm+1. Èòàê, íàñûùåííîñòü L

∗ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà {L2(p
ni)}

äîêàçàíà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.17 L∗ ' L2(P ) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ P
õàðàêòåðèñòèêè p. Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Âîçüìåì â L êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó Gk ' PGL2(p
mk).

Òîãäà Gk = Lk h 〈tk〉, ãäå Lk ' L2(p
mk), à tk � èíâîëþöèÿ. Åñëè tk ïðèíàäëåæèò L

∗ äëÿ
ëþáîé Gk, òî Gk < L∗, ïîñêîëüêó Lk ëåæèò â L∗. Ñëåäîâàòåëüíî, L∗ = L. Ïóñòü äëÿ
íåêîòîðîé Gk èç L èíâîëþöèÿ tk íå ïðèíàäëåæèò L

∗. Ïîêàæåì, ÷òî L ⊆ L∗h 〈tk〉, òàê êàê
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g ïðèíàäëåæèò L. Ïî ëåììå 3.2.10
〈tk, g〉 ≤ G(k,g) = L(k,g) h 〈t(k,g)〉 < L∗ h 〈tk〉, ãäå L(k,g) ' L2(p

nk), à t(k,g) � èíâîëþöèÿ. Â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà g ïîëó÷àåì L ≤ L∗ h 〈tk〉 è L ' PGL2(P ), ãäå P ëîêàëüíî
êîíå÷íîå ïîëå èç ïóíêòà 1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2.12. G = L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Â ýòîì
ñëó÷àå L ' L2(P ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L 6= G. Ïîêàæåì, ÷òî L � ñèëüíî âëîæåííàÿ ïîä-
ãðóïïà â G. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî g, ïðèíàäëåæàùåãî G\L,
ïîäãðóïïà L ∩ Lg íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé.

Ïóñòü w � èíâîëþöèÿ èç L∩Lg, ãäå w = vg, ïðè÷åì v ïðèíàäëåæèò L. Âñå èíâîëþöèè
â L ñîïðÿæåíû (ïðåäëîæåíèå 1.4.3), ïîýòîìó vgb = v äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà b, ïðèíàä-
ëåæàùåãî L. Òîãäà gb ïðèíàäëåæèò CG(v), è, êàê ïîêàçàíî â ëåììå 3.2.10, CG(v) < L,
ñëåäîâàòåëüíî, g ïðèíàäëåæèò L âîïðåêè âûáîðó ýëåìåíòà g. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ýëåìåí-
òà g, ïðèíàäëåæàùåãî G\L, ïîäãðóïïà L ∩ Lg íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé, ò. å. NG(L) = L, è
L ñèëüíî âëîæåíà â G.

Òàê êàê G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè, òî â G \ L íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ v. Ïóñòü w �
ïðîèçâîëüíàÿ èíâîëþöèÿ èç L. Òàê êàê G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ãðóïïà K = 〈v, w〉
êîíå÷íà è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè K < M < G èM ' PGL2(p

n1) = L2(p
n1)h〈x〉, ãäå x �

èíâîëþöèÿ. Ïîëîæèì H = M ∩L. Òàê êàê L ñèëüíî âëîæåíà â G, òî ïîäãðóïïà H ñèëüíî
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âëîæåíà â M , ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.19. Òàêèì îáðàçîì, G\L íå ñîäåðæèò
èíâîëþöèé è G = L.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà L = L∗h < tk >, ãäå
L∗ è tk èç ëåììû 3.2.11. Ïóñòü G 6= L. Â ýòîì ñëó÷àå π(CG(tk)) ∩ π(CG(z)) = {2} (çäåñü
π(CG(tk)) � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ èç CG(tk), à π(CG(z)) �
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ èç CG(z)), z � èíâîëþöèÿ èç Z(S), è
èíâîëþöèè z è tk íå ñîïðÿæåíû â G. Âîçüìåì èíâîëþöèþ x, ñîïðÿæåííóþ ñ tk è ëåæàùóþ
â G \ L. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ãðóïïó D = 〈x, tk〉. Òàê êàê x è tk íå ñîïðÿæåíû, òî â D
íàéäåòñÿ ýëåìåíò b ïîðÿäêà 4. Ñëåäîâàòåëüíî, b2 ∈ CG(z) < L. Íî òîãäà è CG(b2) < L.
Ïîñêîëüêó x ∈ CG(b2), òî x ∈ L. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì x.

Ëåììà äîêàçàíà.
Óòâåðæäåíèå ëåììû 3.2.12 ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî G � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Teîðåìà 3.2.13. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíî-
æåñòâà =, èçîìîðôíà GL2(Q), ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.2.1 Z(G) � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïîêàæåì,
÷òî ôàêòîð-ãðóïïà G = G/Z(G) íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M. Ïóñòü K � êîíå÷-
íàÿ ïîäãðóïïà èç G, è K � íåêîòîðûé åå êîíå÷íûé ïðîîáðàç â G. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû
3.2.13K ≤ K1 < G èK1 ïðèíàäëåæèò =(1). Ïåðåõîäÿ êG, ïîëó÷èìK ≤ K1 ' K1/Z(K1) '
PGL2(p

n). Ïî òåîðåìå 3.2.7 G ' PGL2(Q). Ïî òåîðåìå Øìèäòà (ïðåäëîæåíèå 1.2.3) G �
ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïî òåîðåìå 3.1.1 G ' GL2(P ).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3 Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå PGL2(q)

Ïóñòü M = {PGL2(q)}, ãäå q = pn. Îòìåòèì, ÷òî íè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ p, íè
íàòóðàëüíîå n íå ôèêñèðóåòñÿ.

Teîðåìà 3.3.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M,
èçîìîðôíà PGL2(Q), ãäå Q � ïîäõîäÿùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ ëþáîãî K ∈M(1) K èçîìîðôíà PGL2(2
n) äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî n, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.6 (ïóíêò 1) PGL2(2
n) = L2(2

n) è ïî ïðåäëîæåíèþ
1.2.17 G ' L2(Q) = PGL2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q õàðàêòåðèñòèêè
2, è çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî. Ïîýòîìó äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîé K ∈ M(1), äëÿ êîòîðîãî K íå èçîìîðôíà PGL2(2

n) íè äëÿ êàêîãî
íàòóðàëüíîãî n.

Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ëåììà 3.3.2. S � íåàáåëåâà ãðóïïà, S � ëîêàëüíî êîíå÷íûé äèýäð, è âñå ñèëîâñêèå
2-ïîäãðóïïû èç G ñîïðÿæåíû ñ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.6 (ïóíêò 2) ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ëþáîé ãðóïïû PGL2(q), ãäå q � íå÷åòíî, ÿâëÿåòñÿ íåàáåëåâîé ãðóïïîé äèýäðà, òî âûáåðåì
â êà÷åñòâå S íåàáåëåâó ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó èç G. Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî èç
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óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà äèýäðà, à òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû (ïðåäëîæåíèå 1.2.8), òî çàêëþ÷åíèå âåðíî.

Ïóñòü S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèþ 1.2.14 S
� ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G íàøëàñü ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
S1, íå ñîïðÿæåííàÿ ñ S. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.7 S1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ïîðÿäîê åå
ïåðåñå÷åíèÿ D ñ S áîëüøå ÷åòûðåõ. Òàê êàê â S íåò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï
ïîðÿäêà 8, òî D ñîäåðæèò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 4. Â ÷àñòíîñòè, S1 íå ìîæåò
áûòü ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé. Åñëè D áåñêîíå÷íà, òî D ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ
ëîêàëüíî öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó, ñëåäîâàòåëüíî, D � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà äëÿ
êîòîðîé |S : D| = |S1 : D| = 2. Â ÷àñòíîñòè, S1 � ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà, S è S1 �
ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â NG(D). Òàê êàê S/D è S1/D � êîíå÷íûå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â
NG(D)/D, òî îíè ñîïðÿæåíû. Ïîýòîìó S è S1 ñîïðÿæåíû â NG(D). Åñëè D êîíå÷íà, òî â
S\D è S1\D íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû s è s1 îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà, ÷òî 〈s, s1〉 öåíòðàëèçóåò
â D ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, è ïîýòîìó 〈s〉 = 〈s1〉, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.3.3. Ïóñòü a � èíâîëþöèÿ èç S. Òîãäà CG(a) � ëîêàëüíî äèýäðàëüíàÿ ãðóï-
ïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè CG(a) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.8 G � ëî-
êàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è ïî òåîðåìå 3.1.1 òåîðåìà äîêàçàíà. Èòàê, CG(a) � áåñêîíå÷-
íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç CG(a), îòëè÷íàÿ îò 〈a〉, è
D = 〈a,R〉. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììå 3.3.2 D ≤ M < G, M ' PGL2(q), ãäå q �
íå÷åòíîå èëè q = 4. Ïðè ýòîì D ≤ CM(a) < CG(a). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.6 (ïóíêòû 1,2)
CM(a) � ãðóïïà äèýäðà, ñëåäîâàòåëüíî, CG(a) íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà. Â ñèëó ïðåäëî-
æåíèÿ 1.2.18 èìååì CG(a) = Ch〈t〉, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t � èíâîëþöèÿ,
ct = c−1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c ∈ C.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.3.4. Â G åñòü áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà L, èçîìîðôíàÿ
L2(P ), ãäå P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç öåíòðà S (ëåììà 3.3.2). Êàê ñëåäóåò èç
ëåììû 3.3.3, CG(z) = C h 〈t〉 = ∪∞i=1Di, ãäå

D1 < . . . < Di . . . (1)

Di = Ci h 〈t〉, Ci = 〈ci〉, äëÿ ëþáîãî c ∈ Ci ñïðàâåäëèâî ct = c−1 è C = ∪∞i=1Ci.
Â ñèëó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè D1 < L1 ' PGL2(p

m1
1 ). ßñíî, ÷òî D1 ≤ CL1(z). Ïîëîæèì

D1
1 = CL1(z). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ i > 1 ìû îïðåäåëèëè ãðóïïó D1

i è ãðóïïó Li, òàêèå,
÷òî D1

i = CLi
(z). Îïðåäåëèì ãðóïïó D1

i+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáåðåì â öåïî÷êå (1)
ýëåìåíò Dj ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì èíäåêñà j òàêèì, ÷òî D1

i � ñîáñòâåííàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû Dj. Â ñèëó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè Dj < Li+1 ' PGL2(p

m(i+1)

i+1 ). ßñíî, ÷òî
Dj ≤ CL(i+1)

(z) < Dj. Ïîëîæèì D1
i+1 = CLi+1

(z). Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì áåñêîíå÷íóþ
öåïî÷êó ãðóïï

D1
1 < . . . < D1

i . . . , (2)

D1
i = C1

i h 〈t〉, C1
i = 〈c1i 〉, äëÿ ëþáîãî c ∈ C1

i ñïðàâåäëèâî c
t = c−1 è C = ∪∞i=1C

1
i .

Êðîìå òîãî, íàìè ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

L1, . . . , Li, . . . (3)
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ïîäãðóïï èç G òàêèõ, ÷òî Li+1 ' PGL2(p
mi
i ) è D1

i = CLi
(z). Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîðÿäêè

ãðóïï Li íåîãðàíè÷åíî âîçðàñòàþò, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü (ëåììà 3.3.2), ÷òî âñå pi 6= 2. Òàê
êàê ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.6 (ïóêò 2) Li = Rih 〈a〉, ãäå Ri ' L2(p

mi
i ) è |a| = 2, òî èíâîëþöèÿ

z ëåæèò â ïîäãðóïïå Ri, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà i (êàê òîëüêî ýëåìåíòû
ïîðÿäêà 4 íà÷íóò ïîïàäàòü â Li). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî çíà÷åíèé èíäåêñà i, äëÿ êîòîðûõ
èíâîëþöèÿ z íå ëåæèò âRi, êîíå÷íî. Âûáðîñèâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) âñå Li ñ äàííûìè
çíà÷åíèÿìè èíäåêñà i è çàíîâî åå ïåðåíóìåðîâàâ, ïîëó÷èì, ÷òî z ∈ Ri äëÿ ëþáîãî i.

Òàê êàê ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé â CG(z) íå áîëüøå òðåõ, à ÷èñëî èí-
âîëþöèé â ∪∞i=1CRi

(z) áåñêîíå÷íî, òî ïóñòü T � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èíâîëþöèé
èç ∪∞i=1CRi

(z), ëåæàùèõ â îäíîì êëàññå ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé èç CG(z). Âûáðîñèâ èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) òå Li, äëÿ êîòîðûõ Ri ∩ T = ∅, è çàíîâî ïåðåíóìåðîâàâ îñòàâ-
øååñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3), ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðóïï ãðóïïû G

M1, . . . ,Mi, . . . (4)

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, âûòåêàþùèìè èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(4):

1. Mi ' PGL2(p
mi
i ) è pi 6= 2.

2. Mi = Ni h 〈ai〉, ãäå Ni ' L2(p
mi
i ) è |ai| = 2.

3. z ∈ Ni, CMi
(z) < CMi+1

(z) è CG(z) = ∪∞i=1CMi
(z).

4. Ni ∩ T 6= ∅ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà i.
Ïóñòü t � èíâîëþöèÿ èç N1 ∩ T . Âûáåðåì â CG(z) áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòîâ
b1, . . . , bi, . . . ,

òàêóþ, ÷òî t ∈ N bi
i (ñâîéñòâî 4). ÏîëîæèâWi = M bi

i , ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîäãðóïï ãðóïïû G

W1, . . . ,Wi, . . . (5)

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà i:
5. Wi ' PGL2(p

mi
i ) è pi 6= 2.

6. Wi = N bi
i h 〈abii 〉, ãäå Ni ' L2(p

mi
i ) è |abii | = 2.

7 Èíâîëþöèè z è t ëåæàò â N bi
i è ñîïðÿæåíû â N bi

i .
8. CWi

(z) < CWi+1
(z) è CG(z) = ∪∞i=1CWi

(z).
9. CWi

(t) < CWi+1
(t) è CG(t) = ∪∞i=1CWi

(t).
Câîéñòâà 5, 6 î÷åâèäíû. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñâîéñòâà 7 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïï

Wi, à âòîðîå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.6 (ïóíêò 2). Äîêàæåì ñâîéñòâî 8. Òàê êàê
CWi

(z) = 〈di〉h〈t〉 è CWi+1
(z) = 〈di+1〉h〈t〉, òî èç ðàâåíñòâ CWi

(z) = C(Mi)bi
(zbi) = (CMi

(z))bi

è CWi+1
(z) = C(Mi+1)

bi+1 (zbi+1) = (CMi+1
(z))bi+1 ïîëó÷àåì (èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3), ÷òî |〈di〉|

äåëèò |〈di+1〉|. Ïîñêîëüêó öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû èç CG(z), èìåþùèå îäèíàêîâûé ïîðÿäîê
(áîëüøå äâóõ), ñîâïàäàþò (ëåììà 3.3.3), òî 〈di〉 < 〈di+1〉, çíà÷èò, CWi

(z) ⊂ CWi+1
(z) , è

ñâîéñòâî 8 äîêàçàíî.
Äîêàæåì ñâîéñòâî 9. Òàê êàê CWi

(t) = 〈hi〉h 〈z〉 è CWi+1
(t) = 〈hi+1〉h 〈z〉, òî èç èçîìîð-

ôèçìîâ (âòîðîå óâåðæäåíèå ñâîéñòâà 7) CWi
(t) ' CWi

(z) è CWi+1
(t) ' CWi+1

(z) ïîëó÷àåì
(èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3), ÷òî |〈hi〉| äåëèò |〈hi+1〉|. Ïîñêîëüêó öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû èç
CG(t), èìåþùèå îäèíàêîâûé ïîðÿäîê (áîëüøå äâóõ), ñîâïàäàþò, òî 〈hi〉 < 〈hi+1〉, çíà÷èò,
CWi

(t) < CWi+1
(t), è ñâîéñòâî 9 äîêàçàíî.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.6 (ïóíêò 4)Wi = 〈CWi
(z), CWi

(t)〉. Íî òîãäà èç ñâîéñòâ 8, 9 ñëåäóåò,
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÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5) îáðàçóåò öåïî÷êó

W1 < . . . < Wi < . . . . (6)

Î÷åâèäíî, L =
⋃∞
i=1Wi � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷-

íàÿ ïîäãðóïïà èç L. Òàê êàê K ≤ Wi äëÿ íåêîòîðîãî i, è Wi ' PGL2(p
mi
i ), òî ïî òåîðåìå

3.1.1 L ' PGL2(P ), ãäå P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.3.5. Ïóñòü L � èç ôîðìóëèðîâêè ïðåäûäóùåé ëåììû.Òîãäà G = L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü z � èç ëåììû 3.3.4. Âîçüìåì èíâî-
ëþöèþ v ∈ G\L. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈v, z〉 < M ' PGL2(p

n), ãäå ëèáî p � íå÷åòíî,
ëèáî p = n = 2.

Åñëè p � íå÷åòíî, òî M ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 4. Â ýòîì ñëó÷àå M = R h 〈a〉,
ãäå R ' L2(p

n), à a � èíâîëþöèÿ (ïðåäëîæåíèå 1.4.6, ïóíêò 2). Òàê êàê z ïåðåñòàíîâî÷íà
ñ íåêîòîðîé, îòëè÷íîé îò ñåáÿ, èíâîëþöèåé t èç R, òî t ∈ CG(z) < L. À ïîñêîëüêó t è
z ñîïðÿæåíû (ëåììà 3.3.2), òî CG(t) < L. Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.6 (ïóíêòû 2,
4) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå R < L. Òàê êàê v ∈ CM(x) äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè x ∈ R, à
CM(x) < CG(x) < L, òî v ∈ L. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì v.

Åñëè p = n = 2, òî M ' L2(4). Ïóñòü SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M, ñîäåðæàùàÿ
z. ßñíî, ÷òî M < L. Ïóñòü b � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç NM(SM), à d � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç
NL(SM). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.6 (ïóíêò 5) SMh〈b〉 = SMh〈d〉. Cëåäîâàòåëüíî, SMh〈b〉 < L.
Ïóñòü w, l � èíâîëþöèè èç M,L ñîîòâåòñòâåííî, èíâåðòèðóþùèå ýëåìåíò b. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈b, w, l〉 < M1, ãäåM1 ' PGL2(p

n), p � íå÷åòíîå. Íî òàêàÿ
ñèòóàöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü âûøå, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíà íåâîçìîæíà.

Èòàê, G \ L íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé, ÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî G = L.
Ëåììà è òåîðåìà äîêàçàíû.

3.4 Ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå GL2(q) íàä ïðîèç-

âîëüíûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Ïóñòü J = {GL2(q)}, ãäå q = pn. Îòìåòèì, ÷òî íè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ p, íè íàòóðàëüíîå
n íå ôèêñèðóåòñÿ.

Teîðåìà 3.4.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæå-
ñòâà =, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ãðóïï {GL2(p

n)} (çäåñü p è n íå ôèêñèðóþòñÿ), èçîìîðôíà
GL2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Ëåììà 3.4.2. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà R íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà =,
òîãäà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû R îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ :

1. S = 〈a2n = v2 = 1, av = a2
n−1−1〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà è |S| = 2n+1.

2. S = 〈a, w|a2n = b2
n

= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà è |S| = 2n+2.
3. S � êîíå÷íàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà.
4. S � áåñêîíå÷íàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà.
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5. S = S̃K, ãäå S̃ � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, K � êîíå÷íàÿ 2-
ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ñïëåòåííîé ãðóïïû.

6. S = (A× B) h 〈w〉), ãäå A � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, w2 = 1 è
Aw = B.

Äîêàçàòåëüñòâî.
I. Åñëè â R íåêîòîðàÿ S êîíå÷íà, òî S � îäíà èç âèäîâ 1�3 óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
Äåéñòâèòåëüíî, ýòî òàê, ââèäó ïðåäëîæåíèé 1.2.8, 1.4.4, 1.4.5 (ïóíêòû 9, 10). Â äàëü-

íåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.
II. Åñëè ïîëíàÿ ÷àñòü S̃ ãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ãðóïïîé, òî S âèäà 4 èç óñëîâèÿ

ëåììû.
Â ýòîì ñëó÷àå S ñîäåðæèò ïîäãðóïïó D = 〈x〉 × 〈y〉 × 〈z〉, ãäå x2 = y2 = z2 = 1. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9 D âëîæåíà â áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó I ãðóïïû S.
Åñëè I ñîäåðæèò ýëåìåíò b ïîðÿäêà 4, òî 〈D, b〉 � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, êîòîðàÿ ïî óñëî-
âèþ íàñûùåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû D1, ãäå D1 � îäíà èç ñëåäóþùèõ ãðóïï
(ïðåäëîæåíèÿ 1.4.4, 1.4.5): D1 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîëóäèýäðà, D1 � êîíå÷íàÿ ñïëåòåííàÿ
2-ãðóïïà, D1 � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Íî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ D1 íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ïîäãðóïïó D, à â ïîñëåäíåì íå ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíò b.

Èòàê, I � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà, è ìîæíî ñ÷èòàòü I ìàêñèìàëüíîé â óêàçàí-
íîì ñìûñëå (D < I). Åñëè S = I, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ S \ I 6= ∅.
Ïîêàæåì, ÷òî x ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî xz = zx äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè z ∈ I. Åñ-
ëè |x| = 2, òî ãðóïïà 〈x, z〉 êîíå÷íà äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè z èç I. Ïóñòü t � èíâîëþöèÿ
èç Z(〈x, z〉). Åñëè t ∈ I, òî ïîëîæèì z = t. Åñëè t /∈ I, òî ïîëîæèì x = t. Ïîäãðóïïà
〈z〉×〈x〉 = K1, î÷åâèäíî, íå ëåæèò â I è K1∩I = 〈z〉. Âîçüìåì â I èíâîëþöèþ t 6= z. ßñíî,
÷òî tz = zt. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈z, x, t〉. Äàííûå ïîäãðóïïû, î÷åâèäíî, íå
ëåæàò â I è

(〈x〉 × 〈t〉) ≤ (〈z, x, t〉 ∩ I)).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9 â 〈z, x, t〉 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v òàêîé, ÷òî v ∈ NG(〈z〉 × 〈t〉) \ I
è v2 ∈ I. Òîãäà ãðóïïà K2 = 〈v, z, x, t, t1〉, ãäå t1 ∈ I \ (〈z〉 × 〈t〉), � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè K2 ≤ K3 ∈ =(1). Òàê êàê K2 ñîäåðæèò ïîäãðóïïó 〈t〉 ×
〈t1〉 × 〈t〉, òî èç ñòðóêòóðû = âûòåêàåò, ÷òî K2 � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Â ñè-
ëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà t1 èç I ïîëó÷èì, ÷òî x ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáîé èíâîëþöèåé
èç I. Òàêèì îáðàçîì, I × 〈x〉 � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñè-
ìàëüíîñòè I, êàê ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïå. Ïóñòü |x| = 4. Âîçüìåì x1 = x2. Ïî
äîêàçàííîìó âûøå x1 ∈ I. Â äàëüíåéøåì, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ
|x| = 2, ïîëó÷èì, ÷òî x ∈ K2 � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
|x| = 4. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ãðóïï
ïîðÿäêà áîëåå ÷åòûðåõ. Ïóñòü S̃ � ìàêñèìàëüíàÿ ïîëíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà èç S.

III. Åñëè ðàíã S̃ > 2, òî S � ãðóïïà âèäà 6 èç óñëîâèÿ ëåììû.
Â ýòîì ñëó÷àå S̃ = A× B, ãäå A,B � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Âîçüìåì â S̃ êî-

íå÷íóþ ïîäãðóïïó R = 〈a〉×〈b〉, ãäå a ∈ A, b ∈ B, è |a| = |b| > 2. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
R < K ∈ =(1). Ñëåäîâàòåëüíî, K ' GL2(p

n) è p 6= 2. Ïóñòü Sk � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
èç K, ñîäåðæàùàÿ R. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 9) Sk = (〈c〉× 〈 d〉h 〈w〉 � ñïëåòåííàÿ
2-ãðóïïà, ò. å. |c| = |d| > 2 è cw = d. ßñíî, ÷òî R ≤ (〈c〉 × 〈d〉) è Rw = R. Âîçüìåì â S̃ \ R
ýëåìåíò y ñî ñâîéñòâîì y2 ∈ R. Î÷åâèäíî, òàêîé ýëåìåíò â ñèëó ñòðóêòóðû S̃ íàéäåòñÿ.
ßñíî, ÷òî y ∈ CG(R). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà 〈R, y, w〉 êîíå÷íà.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈R, y, w〉 ≤ K1 ∈ =(1) è K1 ' GL2(p
n1
1 ), ãäå p1 6= 2. Ïî

ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 4) 〈R1, y, w〉 < NK1(R) = (〈c1〉×〈d1〉)h〈w〉 � ñïëåòåííàÿ ãðóïïà.
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Çäåñü |c1| = |d1| = (pn1
1 − 1)2 è cw1 = d1. Êðîìå òîãî, CK1(R) = (〈c1〉 × 〈d1〉). Â ÷àñòíîñòè,

îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 〈yw, y〉 6 (〈c1〉×〈d1〉). Ïóñòü y1 � äðóãîé ýëåìåíò èç S̃\R ñî ñâîéñòâîì
y21 ∈ R è 〈y1〉 6= 〈y〉. Ïîêàæåì, ÷òî y1yw = ywy1. Äåéñòâèòåëüíî, 〈R, y, yw〉 � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈R, y1, yw〉 ≤ K2 ∈ =(1), K2 ' GL2(p
n2
2 ), ãäå p1 6= 2. Ïî

ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 4) CK2(R) = (〈c2〉 × 〈d2〉), ãäå 〈|c2| = |d2| = (pn2 − 1)2. Òàê êàê
〈R, y1, yw〉 < CK2(R), òî y1y

w = ywy1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç S̃ \ R ñî ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y, y2 ∈ R.

ßñíî, ÷òî Y � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Èç ñêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî 〈Y,R〉 � êîíå÷íàÿ
àáåëåâà ãðóïïà èç CG(R), à 〈R, Y, Y w, w〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà èç NG(R). Ïî óñëîâèþ íàñû-
ùåííîñòè 〈R, Y, Y w, w〉 ≤ K3 ∈ =(1), K3 ' GL2(p

n3
3 ) è p3 6= 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò

4) NK3(R) = (〈c3〉×〈d3〉)h 〈w〉, 〈c3〉×〈d3〉) = CK3(R) è R1 = S̃∩〈c3〉×〈d3〉). Ïî ïîñòðîåíèþ
R < R1 = (〈v1〉 × 〈u1〉), ãäå 〈v〉 < A, 〈u〉 < B è vw1 = u1. Äåéñòâóÿ ïî îïèñàííîìó âûøå
àëãîðèòìó, ìû ñòðîèì â S öåïî÷êó ïîäãðóïï

R < R1 < R2 < ... < Ri < ...

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: Ri = (〈ui〉 × 〈vi〉) è vwi = u1. Òàê êàê S̃ � ïîëíàÿ 2�ãðóïïà
ðàíãà 2, òî, î÷åâèäíî, ∪Ri = S̃ è w ∈ N(S̃).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî S̃ h 〈w〉 = S. Ðàññìîòðèì NG(S)/S̃ = N. Î÷åâèäíî, â N ñèëîâ-
ñêàÿ 2�ïîäãðóïïà êîíå÷íà, çíà÷èò, âñå ñèëîâñêèå 2�ïîäãðóïïû èç N êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû
(ïðåäëîæåíèå 1.2.8), à ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â N ñîïðÿæåíû. Ïîýòîìó, ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîïðÿæåííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S̃ h (〈w〉) ≤ S. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.5(ïóíêò 4) ïîëó-
÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ S, y ∈ (S̃ h 〈w〉). Ñëåäîâàòåëüíî, S ≤ (S̃ h 〈w〉) è S̃ h 〈w〉 = S.

IV. Åñëè Dn < S, ãäå Dn = 〈an〉 × 〈bn〉 h 〈wn〉 |an| = |bn| > 2, awn
n = bn è w

2
n = 1, òî S

âèäà 6 èç óñëîâèÿ ëåììû.
Åñëè S ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó

D1 < D2 < ... < Dn < ..., (1)

òî, î÷åâèäíî, ∪Dn íàñûùåíà êîíå÷íûìè ñïëåòåííûìè 2�ãðóïïàìè, ïî òåîðåìå 2.1.1 S̃ ðàí-
ãà 2 è ïî ïóíêòó 3 âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áåñêîíå÷íûõ öåïî÷åê òèïà (1) â S íåò.
Òîãäà S̃ � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è, î÷åâèäíî, S̃ ≤ Z(S). Ïóñòü Dn � ìàêñèìàëüíàÿ
ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà èç S. Ïîëîæèì (〈an〉 × 〈bn〉) = Rn.

Ïóñòü s � òàêîé ýëåìåíò èç S̃ \ Rn, ÷òî s2 ∈ Rn. Òîãäà 〈Rn, s〉 � êîíå÷íàÿ ãðóï-
ïà, è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈Rn, s〉 < K ' GL2(p

n), ãäå p 6= 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.4.5 (ïóíêò 4) s ∈ CK(Rn). Ñëåäîâàòåëüíî, sx = xs äëÿ ëþáîãî x ∈ CK(Rn). Âûáåðåì
x ∈ CK(Rn) \ S òàê, ÷òî x2 ∈ Rn. Ïóñòü s1 ∈ S̃ è s21 = s. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈s1, x, Rn〉 ≤ K1 ' GL2(p

n
1 ) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p1. Òàê

êàê 〈s1, x, Rn〉 ≤ CK1(Rn), òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5(ïóíêò 4) s1x = xs1. Äàëåå, èñïîëüçóÿ
èíäóêöèþ, ïîëó÷èì, ÷òî S̃ < CG(x) è 〈S̃, x〉 � àáåëåâà ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, S̃Rn〈x〉 �
àáåëåâà 2-ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó Rn1 = 〈an1〉 × 〈bn1〉 ñî ñâîéñòâîì Rn < Rn1 .
Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ñòðîèì áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîä-
ãðóïï

S̃Rn < S̃Rn1 < ... < S̃Rnk
< ....

Ïîëîæèì S̃1 = ∪S̃Rnk
. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî S̃1 � ïîëíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2 è wn ∈

NG(S̃1). Ïîëîæèì S1 = S̃1 h 〈wn〉. Òîãäà S1 � ãðóïïà âèäà 6 èç óñëîâèÿ ëåììû.
V. Ïóñòü S íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Dn = (〈an〉 × 〈bn〉)h 〈wn〉 ñ óñëîâèåì |an| = |bn| > 2.
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Òîãäà S âèäà 5 èç óñëîâèÿ ëåììû.
Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ÷àñòü S̃ ãðóïïû S � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà.

Ïîëîæèì S̃ = A. Òîãäà S/A � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, è ïóñòüK � åå ìèíèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó
îáðàç â S. Òîãäà S = AK, è K � ïîäãðóïïà èç êîíå÷íîé ñïëåòåííîé ãðóïïû.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ëåììà äîêàçàíà ïî
ïóíêòó I. Åñëè S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà è ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ïî-
ðÿäêà 8, òî ëåììà äîêàçàíà ïî ïóíêòó II. Åñëè S íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ
ïîäãðóïï ïîðÿäêà 8, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.10 S îáëàäàåò íåòðèâèàëüíîé ïîëíîé ÷àñòüþ
S̃, è ëåììà äîêàçàíà ââèäó ïóíêòîâ III, IV, V.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.3. Ïóñòü K ∈ =(1). Òîãäà K ' GL2(p
m) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî ïðî-

ñòîãî p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Åñëè äëÿ ëþáîé K èç =(1) K ' GL2(2
n),

òî ïî ïðåäëîæåíèÿì 1.4.4 (ïóíêò 1), 1.2.7 G ' L2(Q)×V , ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå
õàðàêòåðèñòèêè 2, à V � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà áåç èíâîëþöèé, è ïî òåîðåìå 3.1.1
òåîðåìà äîêàçàíà. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ K èç =(1),
÷òî K íå èçîìîðôíà GL2(2

n) íè äëÿ êàêîãî n. Ñëåäîâàòåëüíî, K èçîìîðôíà GL2(p
n) è

p 6= 2. Çàôèêñèðóåì K è p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó ñ K íàéäåòñÿ H ∈ =(1) òàêàÿ, ÷òî
H ' GL2(2

m).
1. Íåðàâåíñòâî m > 2 íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ëåììå 3.4.2 è ïðåäëîæåíèþ 1.3.7 â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ

ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà. Òîãäà äëÿ ëþáîé H èç =(1), H '
GL2(2

n), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó K. Ïóíêò 1 äîêàçàí.
2. Ðàâåíñòâî m = 2 íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà H ' L2(2

2) × 〈d〉, ãäå d � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3. Òàê êàê
L2(2

2) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ A4, òî G òàêæå ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðô-
íóþ A4. Ïóñòü ýòî ïîäãðóïïà V = (〈a〉 × 〈b〉) h 〈d〉, ãäå a2 = b2 = d3 = 1, è ad 6= a. Òàê êàê
G ñîäåðæèò K, òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S èç G, ñîäåðæàùàÿ (〈a〉×〈b〉), íå ýëåìåíòàðíàÿ
àáåëåâà. Âîçüìåì ýëåìåíò x ∈ NS(〈a〉 × 〈b〉) \ (〈a〉 × 〈b〉) ñî ñâîéñòâîì x2 ∈ (〈a〉 × 〈b〉).
Ôàêòîð-ãðóïïà 〈V, x〉/(〈a〉 × 〈b〉) êîíå÷íà, òàê êàê ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèåé è ýëåìåíòîì
ïðîñòîãî ïîðÿäêà (ïðåäëîæåíèå 1.3.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà 〈V, x〉 êîíå÷íà (ïðåäëîæå-
íèå 1.2.3), åå ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà � íå ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà, è ïî óñëîâèþ íàñûùåííî-
ñòè 〈V, x〉 ≤M , ãäå M ' GL2(q

m) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî q. ßñíî, ÷òî V ⊆M ,
à ïîñêîëüêó V ' A4, òî ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäëîæåíèåì 1.4.5 (ïóíêò 6).
Ïóíêò 2 äîêàçàí.

3. Ðàâåíñòâî m = 1 íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà H ' (〈c〉 h 〈d〉), ãäå c3 = d2 = e è cd = c−1. Âîçüìåì

èíâîëþöèþ x èç CG(d) ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî x 6= d. Ââèäó ëåììû 3.4.2 òàêàÿ èíâîëþöèÿ
íàéäåòñÿ. Òîãäà 〈c, cx, x, d〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé áîëüøå |H|. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈c, cx, x, d〉 ≤ M , ãäå M ' GL2(q

m) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî q.
Òî, ÷òî q 6= 2, âûòåêàåò èç ðàçîáðàííûõ âûøå ñëó÷àåâ è òîãî ôàêòà, ÷òî |M | > 6. Òàêèì
îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà H âñåãäà âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðóþ áîëüøóþ ñ òðåáóåìûì
â óñëîâèè ëåììû ñâîéñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íè ìíîæåñòâî =(1), íè ìíîæåñòâî = íå ñîäåðæàò ãðóïï äèýäðà ïîðÿäêà
6. Ïóíêò 3 äîêàçàí.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ãðóïïó K ∈ =(1). Ïî ëåììå 3.4.3 K ' GL2(p
m), ãäå p �

ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî.

Ëåììà 3.4.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ K ïîðÿäêà p CG(a) ñîäåðæèò îäíó
èíâîëþöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Z(K), à ñòàëî áûòü, è CG(a) ñîäåðæàò èíâîëþöèþ. Ïóñòü
z è t � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç CG(a). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî z èç öåíòðà K. Ôàêòîð-ãðóïïà 〈a, z, t〉/〈a〉 êîíå÷íà, òàê êàê ïîðîæäåíà äâóìÿ èíâî-
ëþöèÿìè. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 ãðóïïà 〈a, z, t〉 êîíå÷íà è ïî óñëîâèÿì òåîðåìû âëîæèìà
â íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó K1 ∈ =(〈a, z, t〉).

1. Äëÿ ëþáîãî K1 ∈ =(〈a, z, t〉), K1 ' GL2(p
m1
1 ), ãäå p1 � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî,

íåðàâíîå p.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïûK1 K1 ' GL2(p

m). Òîãäà ýëåìåíò
a ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóïïû K1, è CK1(〈a〉) ñîäåðæèò òîëüêî
îäíó èíâîëþöèþ (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 1�3). Â ýòîì ñëó÷àå z = t, è ìû ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ âûáîðîì z è t. Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Ïî ïóíêòó 1 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêòû 2, 5) Z(K1) ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà p, àK1

ñîäåðæèò ïîäãðóïïó 〈a〉×〈c〉 ïîðÿäêà p2. Ðàññìîòðèì â K ïîäãðóïïó Ôðîáåíèóñà 〈a〉h〈b〉,
ãäå |b| = p−1. Ïóñòü v � èíâîëþöèÿ èç 〈b〉. ßñíî, ÷òî av = a−1. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈a, c, cv, v〉 ≤ K2, ãäåK2 ' GL2(p

m1
2 ) è p2 � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî (ëåììà

3.4.3).
2. p2 6= p.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Âîçüìåì ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó Sp èç K2, ñîäåðæàùóþ 〈a〉 ×

〈c〉. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 3) v ∈ NK2(Sp) è xv = x−1 äëÿ ëþáîãî x ∈ Sp (ïðåä-
ëîæåíèå 1.4.5, ïóíêò 2). Â ÷àñòíîñòè, cv = c−1 è v ∈ NG(〈a〉 × 〈c〉). Âîçüìåì ñïëåòàþ-
ùóþ èíâîëþöèþ ω èç NK1(〈a〉 × 〈c〉) (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêò 4). Ôàêòîð-ãðóïïà 〈(〈a〉 ×
〈c〉), v, ω〉/(〈a〉 × 〈c〉) êîíå÷íà, òàê êàê ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.3 ãðóïïà 〈(〈a〉 × 〈c〉), v, ω〉 êîíå÷íà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷-
íàÿ ãðóïïà 〈(〈a〉 × 〈c〉), v, ω〉 ≤ K3, ãäå K3 ' GL2(p

m3
3 ). ßñíî, ÷òî p3 6= p (èíâîëþöèÿ ω

äåéñòâóåò íåðåãóëÿðíî íà (〈a〉×〈c〉), è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäëîæåíèåì 1.4.5
(ïóíêò 4). Ïóíêò 2 äîêàçàí.

Ïî ïóíêòó 2 (〈a〉 × 〈c〉) ñîäåðæèò íååäèíè÷íûé ýëåìåíò r èç öåíòðà K2 è r 6= a. Òîãäà
〈a〉 × 〈c〉 = 〈a〉 × 〈r〉, v ∈ NK2(〈a〉 × 〈c〉), è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
c ñîâïàäàåò ñ r, ñëåäîâàòåëüíî, cv = c. Ïîñêîëüêó b ∈ NK(〈a〉 h 〈v〉), à c ∈ CG(〈a〉 h 〈v〉),
òî 〈a, v, c, cb〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈a, v, c, cb〉 ≤ K4, ãäå K4 '
GL2(p

m
4 ) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p4 6= p. Â ýòîì ñëó÷àå a /∈ Z(K4), ïîñêîëüêó

av = a−1. Òàê êàê cb ∈ NK4(〈c〉 × 〈a〉), òî cb ∈ (〈c〉 × 〈a〉), b = v è p = 3 (ïðåäëîæåíèå
1.4.5,ïóíêò 4). Ñëåäîâàòåëüíî, K ' GL2(3

m).
3. Íåðàâåíñòâî m > 1 íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, âK íàéäåòñÿ 〈a〉×〈a1〉 ïîðÿäêà 32, è 〈a, a1, ac1〉h

〈v〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè ëåæèò â K5, ãäå K5 ' GL2(p
m5
5 ).

Òàê êàê cv = c, òî p5 6= 3. Òàê êàê ïîäãðóïïû 〈a〉 × 〈ac1〉 è 〈a〉 × 〈a1〉 èìåþò íåòðèâèàëüíîå
ïåðåñå÷åíèå ñ öåíòðîì K5, òî îíè ñîâïàäàþò, çíà÷èò, c ∈ NG(〈a〉 × 〈a1〉), ÷òî âîçìîæíî
òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè c ∈ CG(〈a〉 × 〈a1〉). Èç ïîñëåäíåãî âûòåêàåò, ÷òî ëèáî c ∈ (〈a〉 × 〈a1〉)
è cv = c−1, ÷òî íå òàê, ëèáî (〈a〉 × 〈a1〉 × 〈c〉) h 〈v〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïî óñëî-
âèþ íàñûùåííîñòè ((〈a〉 × 〈a1〉 × 〈c〉) h 〈v〉) ≤ K6, ãäå K6 ' GL2(3

m6), m6 > 2. Íî ýòî
íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó cv = c. Ïóíêò 3 äîêàçàí.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèé ïóíêò.
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4. Ðàâåíñòâî m = 1 íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà K ' GL2(3) � êîíå÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà

48 ñ ïîëóäèýäðàëüíîé ñèëîâñêðé 2-ïîäãðóïïîé SK . Âîçüìåì ýëåìåíò d ∈ CG(SK) è |d| > 2.
Òîãäà 〈SK , d〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈SK , d〉 ≤ K7, ãäå K7 ∈ =(1).
Â ýòîì ñëó÷àå K7 ' GL2(p

m7
7 ). Òîãäà ëèáî p7 = 3 è m7 > 1, ëèáî p7 6= 3. Ñëåäîâàòåëüíî,

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî K /∈ =(1), à GL2(3) /∈ =. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
âûáîðîì K. Ïóíêò 4 äîêàçàí.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ïîðÿäêà p èç K âñå 2-ýëåìåíòû ãðóïïû
CG(a) ïîðîæäàþò ëîêàëüíî öèêëè÷åñêóþ 2-ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âñå 2-ýëåìåíòû èç CG(a) ÿâëÿþòñÿ èíâîëþöèÿìè, òî óòâåðæäå-
íèå ëåììû âûòåêàåò èç ëåììû 3.4.3. Ïóñòü CG(a) ñîäåðæèò 2-ýëåìåíòû ïîðÿäêà áîëüøå
2. Ñäåëàåì ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå: åñëè â CG(a) ñóùåñòâóåò öèêëè÷å-
ñêàÿ ïîäãðóïïà 〈b0〉, |b0| = 2k è k ≥ 1, òî îíà åäèíñòâåííà. Ïóñòü â CG(〈a〉) ñóùåñòâóåò
öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈b〉 è |b| = 2k+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ öèêëè-
÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈c〉, ëåæàùàÿ â CG(a), 〈c〉 6= 〈b〉, |c| = 2k+1. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó
〈a, b, c〉. Â íåé êîíå÷íàÿ àáåëåâàÿ ïîäãðóïïà 〈a, b2〉 = 〈a, c2〉 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé (ðà-
âåíñòâî 〈b2〉 = 〈c2〉 = 〈d〉 ñëåäóåò èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ). Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà
〈a, b, c〉/〈a, d〉 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé, ïîñêîëüêó ïîðîæäåíà äâóìÿ èíâîëþöèÿìè. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êîíå÷íîé ÿâëÿåòñÿ è ãðóïïà 〈a, b, c〉. Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû 〈a, b, c〉 ≤ L ∈ =(〈a, b, c〉).
Åñëè L ' GL2(p

m), òî â L ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2k+1,
ëåæàùàÿ â CG(〈a〉), è îíà ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû L. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì 〈c〉. Ñëå-
äîâàòåëüíî, 〈b〉 = 〈c〉. Åñëè L ' GL2(p

m
1 ), ãäå p1 � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå p,

òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 5) p|(pm1 − 1) è L ñîäåðæèò àáåëåâó ïîäãðóïïó D ïîðÿäêà
(pm1 − 1)2 (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêò 2). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
〈a〉 ⊆ D, è CG(a) ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 3.4.4.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.6. Âñå 2-ýëåìåíòû èç Z(K) ëåæàò â öåíòðå ãðóïïû G è ïîðîæäàþò â
íåì åäèíñòâåííóþ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêóþ 2-ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z èíâîëþöèþ èç öåíòðà K.
1. z ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû G.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ G òàêîé, ÷òî zg = υ è υ 6=

z. Ïóñòü a � ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç K. Ãðóïïà 〈a, aυ〉 êîíå÷íà ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïû
Øóíêîâà. Òàê êàê 〈a, aυ〉υ = 〈aυ, a〉 = 〈a, aυ〉, òî υ ∈ Ng(〈a, aυ〉). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
ãðóïïà 〈aυ, a, υ〉 êîíå÷íà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈aυ, a, υ〉 ≤ L1 ∈ =(〈aυ, a, υ〉).

Ïî ëåììå 3.4.4 z ∈ Z(L1), çíà÷èò, zυ = υz, ò. å. åñòü zG = 〈zg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â G ïåðèîäà 2. Ñëåäîâàòåëüíî, z = υ. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì υ. Ïóíêò 1
äîêàçàí.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Z(K) ñîäåðæèò 2-ýëåìåíòû ïîðÿäêà áîëüøå 2. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç K ÿâëÿåòñÿ ñïëåòåííîé ãðóïïîé (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 9,
10). Ïî ëåììå 3.4.2 ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G � òàêæå ñïëåòåííàÿ ãðóïïà (êîíå÷íàÿ èëè
áåñêîíå÷íàÿ). Ñäåëàåì ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå: åñëè â Z(K) ñóùåñòâóåò
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öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈d〉 ïîðÿäêà 2k(k > 1), òî îíà òàêæå ñîäåðæèòñÿ â Z(G). Ïóñòü â
Z(K) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈b〉 ïîðÿäêà 2k+1. Ïîêàæåì, ÷òî b ëåæèò â öåíòðå
ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò g ∈ G òàêîé, ÷òî bg = c 6= b. Â ñèëó
èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b2 = c2 = d ∈ Z(G). Ñëåäîâàòåëüíî,
〈a, c〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 1.3.3). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈a, c〉 ≤ L2 ∈
=(〈a, c〉).

2.|c| íå äåëèò |Z(L2)|.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ïî ëåììå 3.4.5 b ∈ Z(L2). Ñëåäîâàòåëüíî, b

G = 〈bg|g ∈ G〉
� àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, è, ñëåäîâàòåëüíî, b = c. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì c.
Ïóíêò 2 äîêàçàí.

Ïî ïóíêòó 2 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêòû 9, 10) NL2(〈c〉) ñîäåðæèò èíâîëþöèþ t ñî
ñâîéñòâîì ct = cw, ãäå w � èíâîëþöèÿ èç 〈c〉 (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 9, 10). Òàê
êàê c = bg, òî NG〈b〉 ñîäåðæèò èíâîëþöèþ tg

−1
ñî ñâîéñòâîì bgtg

−1
= bwg

−1
. Ïî óñëîâèþ

íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈b, tg−1
, a〉 ≤ L3 è b ∈ CL3(a), ãäå L3 ' GL2(p

m
1 ), è p1 �

ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî.
3. Ðàâåíñòâî p = p1 íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà b ∈ Z(L3) (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêò 2) è èíâîëþöèÿ

tg
−1

ïåðåñòàíîâî÷íà ñ b. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïóíêò 3 äîêàçàí.
Ïî ïóíêòó 3 p 6= p1. Òîãäà ëèáî p|(pm1 − 1)2, ëèáî p|(pm1 + 1). Â ïåðâîì ñëó÷àå CL3(a)

ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.4.3. Âî âòîðîì ñëó÷àå L3

ñîäåðæèò ïîäãðóïïó (〈b1〉× 〈a〉)h 〈t〉, ãäå SL3 = (〈b1〉h 〈t〉) � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû L3 áóäåò ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé ïîðÿäêà áîëüøå 8 (b2

k

1 = t2 = 1 è bt1 = b−11 wg
−1
),

at = a−1, b ∈ 〈b1〉, à ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç Z(L3) ñîâïàäàåò ñ 〈wg
−1〉. Êàê îòìå÷àëîñü

âûøå, ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G ÿâëÿåòñÿ ñïëåòåííîé ãðóïïîé (êîíå÷íîé èëè áåñêî-
íå÷íîé). Ñëåäîâàòåëüíî, â G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò d ïîðÿäêà 4 òàêîé, ÷òî d ∈ CG(SL3), è
d2 ∈ 〈b1〉. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî d2 � èíâîëþöèÿ èç Z(G). Èç ïðåäëîæåíèÿ
1.3.3 âûòåêàåò, ÷òî 〈b1, a, ac〉 è 〈d, t〉 � êîíå÷íûå ãðóïïû. ßñíî, ÷òî 〈d, t〉 ∈ NG(〈b1, a, ac〉.
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈d, t, b1, a, ac〉) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè ëå-
æèò â íåêîòîðîé L4 ∈ =(1). Ëåãêî âèäåòü,÷òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç L4 � ñïëåòåííàÿ
ãðóïïà è |b|||Z(L4)|. Íî òîãäà b ∈ Z(L4), ÷òî íå òàê.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.7. Ïóñòü b � ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà èç Z(K). Òîãäà â G íå ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåòà x òàêîãî, ÷òî bx = b−1 è x2 ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü òàêîé ýëåìåíò x ñóùåñòâóåò. Òàê êàê
G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈b, x, a〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Çäåñü a � ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç K.
Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, x, a〉 ≤ L, ãäå L ∈ =(1), ãäå L ' GL2(p

m
1 ). Åñëè p = p1, òî

èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.5 (ïóíêòû 2, 3, 6) âûòåêàåò, ÷òî b ∈ Z(L). Cëåäîâàòåëüíî, bx = b, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà x. Åñëè p 6= p1, òî ëèáî p|(pm1 −1)2, ëèáî p|(pm1 +1). Â ïåðâîì
ñëó÷àå CL(a) ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêò 2), ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ëåììå 3.4.4. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïåðåõîäÿ ê ôàêòîð-ãðóïïå L/Z(L) ' PGL2(p

m
1 ),

ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñî ñòðóêòóðîé PGL2(p
m
1 ). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó b � íå

öåíòðàëüíûé ýëåìåíò èç L, òî

(〈b〉Z(L)/Z(L)× 〈a〉Z(L)/Z(L)) h 〈x〉Z(L)/Z(L) −

ïîäãðóïïà èç L/Z(L) ïîðÿäêà 2p|b|, ïðè÷åì èíâîëþöèÿ 〈x〉Z(L)/Z(L) äåéñòâóåò òîæäå-
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ñòâåííî íà öèêëè÷åñêîé ãðóïïå 〈a〉Z(L)/Z(L) è ðåãóëÿðíî íà öèêëè÷åñêîé ãðóïïå

〈b〉Z(L)/Z(L).

Íî òàêèõ ïîäãðóïï â PGL2(p
m
1 ) íåò (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 7, 8).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.8. Ïóñòü b ∈ Z(K) è |b| = r � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà b ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü b 6= bg äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G. Ïî
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈b, bg〉 ≤ K(1,g) ∈ =(〈b, bg〉).

1. Ñóùåñòâóåò òàêîé g, ÷òî b íå ïðèíàäëåæèò Z(K(1,g)).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G, b ∈ Z(K(1,g)), òî b

G = 〈bg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b, g〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåí-
íîñòè 〈b, g〉 ⊆ K2 ∈ =(〈b, g〉). Ñëåäîâàòåëüíî, bK2 = 〈bx|x ∈ K2〉 � íîðìàëüíàÿ r-ïîäãðóïïà
â K2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 2) bK2 < Z(K2), â ÷àñòíîñòè b ∈ Z(K2), çíà÷èò, b

g = b.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì g. Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Ïîëîæèì K1,g = K1 è çàôèêñèðóåì ãðóïïó K1.
2. r ∈ π(Z(K1)).
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêòû 7, 8)

K1 = K1/Z(K1) = L1 h 〈υ〉,

ãäå L1 ' L2(p
n1) è |υ| = 2. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç K1 ïîïàäàþò

â ïîäãðóïïó L1, òî äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè t ∈ K1, b
t

= b
−1
. Çäåñü b � îáðàç b ïðè

åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå K1 íà K1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 2-ýëåìåíòà t ∈
K1, b

t = b−1z, è t2 ∈ Z(G) (ëåììà 3.4.6), ãäå e 6= z ∈ Z(K1) (ëåììà 3.4.7). Òàê êàê
r = |b| = |bt| = |b−1z|, òî e = (b−1z)r = (br)−1zr = ezr = zr. Ïóíêò 2 äîêàçàí.

Ïîëîæèì z = d, çàôèêñèðóåì t è ïîäãðóïïó (〈d〉×〈b〉) èç K1. ßñíî, ÷òî t ∈ N(〈d〉×〈b〉),
dt = d è bt = b−1a.

3. Â K íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ υ òàêàÿ, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈d, b, υ〉 ≤ K3 ∈ =(〈d, b, υ〉) è
d /∈ Z(K3).

Òàê êàê b ∈ Z(〈d, b, υ〉), òî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K 〈d, b, υ〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è
ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈d, b, υ〉 ≤ K3 ∈ =(〈d, b, υ〉).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K, d ∈ Z(K3). Òàê êàê K = 〈υ|υ ∈
K, υ2 = e〉, òî d ∈ CG(K). Çäåñü ìîæåò áûòü äâå âçàèìíî èñêëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòè: ëèáî
d ∈ K, ëèáî d /∈ K. Â ïåðâîì ñëó÷àå d ∈ Z(K) è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5(ïóíêò 2) 〈d〉 = 〈b〉,
÷òî íåâîçìîæíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈d〉 ×K è ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè

(〈d〉 × (〈b〉 × 〈c〉) h 〈w〉) ≤ K4 ' GL2(p
m
1 ),

ãäå p1 � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, 〈b〉 × 〈c〉 � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà r2 èç K, à w � ñïëåòàþùàÿ
èíâîëþöèÿ èç NK(〈b〉×〈c〉). Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, p1 6= r è â K4 íåò ýëåìåíòàðíî àáåëåâûõ
ïîäãðóïï ïîðÿäêà r3 (ïðåäëîæåíèå 1.4.5, ïóíêòû 1, 4). Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, òðåáóåìàÿ
èíâîëþöèÿ υ íàéäåòñÿ. Ïóíêò 3 äîêàçàí.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Òàê êàê 〈d〉 × 〈b〉 ≤ K3 è |〈d〉 × 〈b〉| = r2, òî ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 4) (〈d〉 × 〈b〉) ∩ Z(K3) = 〈z〉 6= e. ßñíî, ÷òî 〈d〉 × 〈b〉 = 〈d〉 × 〈z〉.
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Òàê êàê a /∈ Z(K3), òî â ôàêòîð-ãðóïïå K3 = K3/Z(K3) íàéäåòñÿ òàêàÿ èíâîëþöèÿ t1, ÷òî

d
t1

= d
−1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â K3 íàéäåòñÿ 2-ýëåìåíò t1 òàêîé, ÷òî d
t1 = d−1z1 Ïî ëåììå 3.4.6 t

2
1 ∈

Z(G) è ïî ëåììå 3.4.7 z1 6= 1. ßñíî òàêæå, ÷òî z1 ∈ 〈z〉. Ñëåäîâàòåëüíî, t1 ∈ N(〈d〉 × 〈z〉).
Ïîñêîëüêó (〈d〉×〈z〉) = (〈d〉×〈b〉), òî t1 ∈ N(〈d〉×〈b〉). Èòàê, ìû èìååì 2-ýëåìåíòû t è t1 èç
N(〈d〉×〈b〉), íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþùèå íà (〈a〉×〈b〉), òàêèå, ÷òî dt = d, dt1 = d−1z1 6= d è t2,
t21 ∈ Z(G). Òàê êàê ôàêòîð-ãðóïïà 〈(〈d〉×〈b〉), t1, t〉/〈(〈d〉×〈b〉), t21, t2〉 = 〈t1, t〉 ïîðîæäàåòñÿ
äâóìÿ èíâîëþöèÿìè t1 è t, òî îíà êîíå÷íà.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈(〈d〉 × 〈b〉), t1, t〉 = M � òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñû-
ùåííîñòè M ≤ K5 ∈ =(M). Òàê êàê t1, t2 ∈ {NK5(〈d〉 × 〈b〉)\CK5(〈d〉 × 〈b〉)}, òî èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.4.5 (ïóíêò 4) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ CK5((〈d〉 × 〈b〉)), xt = t1 è
d 6= d−1z1 = dt1 = dxt = dt = d. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.9. Ïóñòü b ∈ Z(K), ãäå K ∈ =(1) è |b| � íå÷åòíîå ÷èñëî, òîãäà b ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3.4.8 è èíäóêöèè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |b| = rn, ãäå r �
ïðîñòîå ÷èñëî, n > 1 è br ∈ Z(G). Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà 〈b, bg〉 êîíå÷íà äëÿ ëþáîãî g ∈ G
. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, bg〉 ≤ K(1,g) è K(1,g) ' GL2(p

m
1 ) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî

ïðîñòîãî p1.
1. Ñóùåñòâóåò òàêîé g ∈ G, ÷òî bbg 6= bgb.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G bbg = bgb, òî bG = 〈bg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîðìàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà â G. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b, g〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈b, g〉 ≤ K2 ∈ =(〈b, g〉). Ñëåäîâàòåëüíî, bK2 = 〈bx|x ∈ K2〉 � íîðìàëüíàÿ r-ïîäãðóïïà â
K2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 2) bK2 ⊂ Z(K2), â ÷àñòíîñòè b ∈ Z(K2), çíà÷èò, b

g = b.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì g. Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Çàôèêñèðóåì ãðóïïó K1 = K(1,g).
2. rn||Z(K1)|.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 2)

K1 = K1/Z(K1) = L2 h 〈υ〉,

ãäå L1 ' L2(p
n1) è |υ| = 2. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç K1 ïîïàäàþò

â ïîäãðóïïó L1, òî äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè t ∈ K1, b
t

= b
−1
. Çäåñü b � îáðàç b ïðè

åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå K1 íà K1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 2-ýëåìåíòà t ∈
K1, b

t = b−1z, è t2 ∈ Z(G), ãäå e 6= z ∈ Z(K1). Òàê êàê rn = |b| = |bt| = |b−1z|, òî
e = (b−1z)r

n
= (br

n
)−1zr

n
= ezr

n
= zr

n
. Òî, ÷òî zr

n−1 6= e, âûòåêàåò èç ëåììû 3.4.7. Ïóíêò 2
äîêàçàí.

Ïóñòü z � èç ïóíêòà 2. Ïîëîæèì z = d, çàôèêñèðóåì t è ïîäãðóïïó (〈d〉〈b〉) èçK1. ßñíî,
÷òî t ∈ N(〈d〉〈b〉) è 〈br〉 = 〈dr〉 (èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî b è ïðåäëîæåíèå
1.4.5 (ïóíêò 2)).

3. Ñòðóêòóðà 〈d〉〈b〉 ñëåäóþùàÿ:
3.1. 〈d〉〈b〉 = 〈d〉 × 〈b1〉.
3.2. b1 = bd−k, ãäå br = drk è (k, r) = 1.
3.3. |b1| = r.
3.4. bt1 = b−11 d1−2k.
3.5. dt = d.
3.6. bt = b−1d.
3.6. b = d(r

n−1)/2 b1.



69

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ.
4. Â K íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ υ òàêàÿ, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈d, b, υ〉 ≤ K3 ∈ =(〈d, b, υ〉) è

d /∈ Z(K3).
Òàê êàê b ∈ Z(〈d, b, υ〉), òî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K 〈d, b, υ〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà

(ïðåäëîæåíèå 1.3.3), è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈d, b, υ〉 ≤ K3 ∈ =(〈d, b, υ〉).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K, d ∈ Z(K3). Òàê êàê K = 〈υ|υ ∈
K, υ2 = 1〉, òî d ∈ CG(K). Çäåñü ìîæåò áûòü äâå âçàèìíî èñêëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòè: ëèáî
d ∈ K, ëèáî d /∈ K. Â ïåðâîì ñëó÷àå d ∈ Z(K) è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 2) 〈a〉 = 〈b〉,
÷òî íåâîçìîæíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈d〉K è ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè

(〈d〉(〈b〉 × 〈c〉) h 〈w〉) ≤ K4 ' GL2(p
m
1 ),

ãäå p1 � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, 〈b〉 × 〈c〉 � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà (rn)2 èç K, à w � ñïëåòà-
þùàÿ èíâîëþöèÿ èç NK(〈b〉 × 〈c〉). Íî òîãäà p1 6= r, è â K3 íåò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ
ïîäãðóïï ïîðÿäêà r3 (ïðåäëîæåíèå 1.4.5 (ïóíêòû 1, 4)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïóíêòó 3,
ãðóïïà 〈d〉〈b〉 ñîäåðæèò íåöèêëè÷åñêóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ïîðÿäêà r2, ïîýòîìó K4 ñîäåð-
æèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ïîðÿäêà r3. Ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå óêàçûâàåò íà
òî, ÷òî òðåáóåìàÿ èíâîëþöèÿ υ íàéäåòñÿ. Ïóíêò 4 äîêàçàí.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Òàê êàê 〈d〉〈b〉 ≤ K3 è 〈d〉〈b〉 = 〈d〉 × 〈b1〉 (ñìîòðè
ïóíêò 3 íàñòîÿùåé ëåììû), òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5 (ïóíêò 4) (〈d〉〈b〉)∩Z(K3) 6= 1). Ïóñòü
z � ýëåìåíò ïîðÿäêà r èç óêàçàííîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Òàê êàê b1 /∈ Z(K3), ñëåäîâàòåëüíî,
〈z〉 × 〈b1〉 � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà r2 èç K3. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî d /∈ Z(K3), è ïðåäëîæåíèÿ
1.4.5 (ïóíêò 4) âûòåêàåò, ÷òî â NK3(〈z〉 × 〈b1〉) íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ t1 òàêàÿ, ÷òî dt1 6= d.
Ñëåäîâàòåëüíî, dt1 = d−1z1, ãäå z1 � ýëåìåíò ïîðÿäêà rn èç Z(K3). Ìåíüøèé ïîðÿäîê
ýëåìåíò z1 èìåòü íå ìîæåò â ñèëó ëåììû 3.4.7, òàê êàê 〈dr〉 = 〈br〉, à 〈br〉 ⊂ Z(G) ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. ßñíî òàêæå, ÷òî z ∈ 〈z1〉, t1 ∈ N(〈d〉〈z1〉) è 〈zr1〉 = 〈dr〉 =
〈br〉.

Åñëè 〈z1〉 = 〈b〉, òî (〈d〉〈z1〉) = (〈d〉〈b〉), è t1 ∈ N(〈d〉〈b〉). Èòàê, ìû èìååì 2-ýëåìåíò t (
t2 ∈ Z(G)) è èíâîëþöèþ t1 èç N(〈d〉〈b〉), íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþùèå íà (〈d〉〈b〉) òàêèå, ÷òî
dt = d, dt1 = d−1z1 6= d. Òàê êàê ôàêòîð-ãðóïïà 〈(〈d〉〈b〉), t1, t〉/〈(〈a〉〈b〉)〉 = 〈t1, t〉 ïîðîæ-
äàåòñÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè t1 è t, òî îíà êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈(〈d〉〈b〉), t1, t〉 = M
� òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè M ≤ K5 ∈ =(M). Èç ïðåäëî-
æåíèÿ 1.4.5 (ïóíêò 4) ïîëó÷àåì, ÷òî t1, t ∈ {NK5(〈a〉〈b〉)\CK5(〈d〉〈b〉)}, è äëÿ íåêîòîðîãî
x ∈ CK5(〈d〉〈b〉)xt = t1 è d 6= d−1z1 = dt1 = dxt = dt = d. Ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè 〈z1〉 6= 〈b〉, òî èç òîãî ôàêòà, ÷òî 〈d, b, t1〉 ≤ NK2(〈z〉 × 〈b1〉) è ïðåäëîæåíèÿ
1.4.5(ïóíêò 4) âûòåêàåò, ÷òî bt1 = b−1z2, ãäå 〈z1〉 = 〈z2〉. Â ýòîì ñëó÷àå 〈b〉〈z1〉 = 〈z1〉 × 〈b2〉,
〈d〉〈z1〉 = 〈z1〉× 〈d2〉, ãäå b2, d2 � ýëåìåíòû ïîðÿäêà r èç NK2(〈z〉× 〈b1〉) (ïóíêò 3 íàñòîÿùåé
ëåììû). Òàê êàê z ∈ 〈z1〉, òî 〈z〉 × 〈b2〉 = 〈z〉 × 〈d2〉, ïîýòîìó 〈z1〉〈b〉 = 〈z1〉〈d〉. Îòñþäà
íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî 〈d〉〈b〉 ≤ 〈z1〉〈b〉. Òàê êàê 〈d〉〈b〉 = 〈b〉× 〈b1〉, òî |〈d〉〈b〉| = |〈z1〉〈b〉|.
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b〉〈d〉 = 〈z1〉〈b〉 = 〈z1〉〈d〉 è t1 ∈ NK3(〈a〉〈b〉. Òàêèì îáðàçîì, èíâîëþöèè
t, t1 îïÿòü ïîïàäàþò â NG(〈d〉〈b〉) è, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, dt = d, dt1 = d−1z1 6= d.
Äàëåå, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ çàâåðøàþùèå ðàññóæäåíèÿ èç ñëó÷àÿ 〈z1〉 = 〈b〉, ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.10. Z(G) � ëîêàëüíî-öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.



70

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈z1, ..., zn〉 � ïîäãðóïïà èç Z(G), ïîðîæäåííàÿ êîíå÷íûì íàáî-
ðîì ýëåìåíòîâ. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈z1, ..., zn, 〉 ≤ L ∈ =(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.5
(ïóíêò 2) 〈z1, ..., zn〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èç Z(L).

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïî ëåììå 3.4.10 Z(G) � ëîêàëüíî-öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà. Î÷åâèäíî, ôàêòîð-ãðóïïà G = G/Z(G) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïîêàæåì, ÷òî
G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M. Ïóñòü H � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç G, è H �
íåêîòîðûé åå êîíå÷íûé ïðîîáðàç â G. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû H ≤ M < G, M ∈ =(1)
è M ' GL2(q

n), ãäå q � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî (ëåììà 3.4.3). Ïî ëåììàì 3.4.6,3.4.9
Z(M) ≤ Z(G). Ïåðåõîäÿ ê G, ïîëó÷èì

K ≤M 'MZ(G)/Z(G) 'M/(M ∩ Z(G)) 'M/Z(M) ' PGL2(q
n).

Ïî òåîðåìå 3.3.1 G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî òåîðåìå Øìèäòà (ïðåäëîæåíèå 1.2.3)
G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è ïî òåîðåìå 3.1.1 G ' GL2(Q), ãäå Q � ïîäõîäÿùåå
ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

Ãðóïïû, íàñûùåííûå óíèòàðíûìè è

ëèíåéíûìè ãðóïïàìè ñòåïåíè 3

4.1 Ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè U3(p
n)

ÏóñòüM = {U3(q)}, ãäå q = pn. Îòìåòèì, ÷òî íè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ p, íè íàòóðàëüíîå
n íå ôèêñèðóåòñÿ.

Teîðåìà 4.1.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
M, òîãäà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ :

1. S = 〈a2n = v2 = 1, av = a2
n−1−1〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà.

2. S = 〈a, w|a2n = b2
n

= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 � ñïëåòåííàÿ ãðóïïà.
3. S èçîìîðôíà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå U3(2

n).
4. S � áåñêîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà ïåðèîäà 4, ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè 2.
5. S = (A× B) h 〈w〉), ãäå A � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, w2 = 1 è

Aw = B.
6. S = AD, ãäå D � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû S, íå ñîäåðæàùàÿ ñïëåòåííûõ ïîä-

ãðóïï ïîðÿäêà áîëüøå 8, A � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 4.1.2. Åñëè â G íåêîòîðàÿ S êîíå÷íà, òî S � îäíà èç âèäîâ 1, 2, 3 óòâåðæäå-
íèÿ òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî òàê, ââèäó ïðåäëîæåíèé 1.3.6, 1.4.8 (ïóíêòû 6,
7), 1.4.7.

Ëåììà äîêàçàíà.
Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ëåììà 4.1.3. Åñëè S íå ñîäåðæèò ïîëíûõ ïîäãðóïï, òî S � âèäà 4 èç óñëîâèÿ
òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.10 S ñîäåðæèò ïîäãðóïïóD = 〈x〉×〈y〉×〈z〉, ãäå
x2 = y2 = z2 = 1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9 D âëîæåíà â áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî-êîíå÷íóþ
ïîäãðóïïó I ãðóïïû S. Áóäåì ñ÷èòàòü I ìàêñèìàëüíîé â óêàçàííîì ñìûñëå. Åñëè I ñîäåð-
æèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8, òî 〈D, b〉 � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû S1, ãäå S1 � îäíà èç ñëåäóþùèõ ãðóïï (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8,
1.4.7): ãðóïïà ïîëóäèýäðà, S1 � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà. Íî â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ S1 íå ìîæåò
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ñîäåðæàòü ïîäãðóïïó D. Èòàê, I íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 8, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà
2-ãðóïïà ïåðèîäà íå áîëåå 4, è âñå èíâîëþöèè èç I ëåæàò â öåíòðå I.

Åñëè S = I, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ S \ I 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî x ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òî xz = zx äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè z ∈ I.

Åñëè |x| = 2, òî ãðóïïà 〈x, z〉 êîíå÷íà äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè z èç I. Ïóñòü t � èíâîëþ-
öèÿ èç Z(〈x, z〉). Åñëè t ∈ I, òî ïîëîæèì z = t. Åñëè t /∈ I, òî ïîëîæèì x = t. Ïîäãðóïïà
〈z〉×〈x〉 = K1, î÷åâèäíî, íå ëåæèò â I è K1∩I = 〈z〉. Âîçüìåì â I èíâîëþöèþ t 6= z. ßñíî,
÷òî tz = zt.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈z, x, t〉. Äàííàÿ ïîäãðóïïà, î÷åâèäíî, íå ëåæèò â I,
è

(〈x〉 × 〈t〉) ≤ 〈z, x, t〉 ∩ I.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9 â 〈z, x, t〉 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v òàêîé, ÷òî v ∈ NS(〈z〉 × 〈t〉) \ I
è v2 ∈ I. Òîãäà ãðóïïà K2 = 〈v, z, x, t, t1〉, ãäå t1 ∈ I \ (〈z〉 × 〈t〉) � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè K2 ≤ R ∈M(1). Òàê êàê K2 ñîäåðæèò ïîäãðóïïó 〈t〉×〈t1〉×
〈t〉, òî èç ñòðóêòóðû M âûòåêàåò, ÷òî R ' U3(2

n), è K2 � 2-ãðóïïà ïåðèîäà íå áîëåå 4. Â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà t1 èç I ïîëó÷èì, ÷òî x ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáîé èíâîëþöèåé
èç I. Òàêèì îáðàçîì, I〈x〉 � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ 2-ïîäãðóïïà â S � ïåðèîäà íå áîëåå 4,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè I â S â óêàçàííîì ñìûñëå.

Ïóñòü |x| = 4. Âîçüìåì x1 = x2. Ïî äîêàçàííîìó âûøå x1 ∈ I. Òåïåðü, äîñëîâíî
ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ |x| = 2, ïîëó÷èì, ÷òî 〈x〉I � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ 2-
ïîäãðóïïà â S. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x /∈ I.

Ëåììà äîêàçàíà.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S ñîäåðæèò ïîëíûå ïîäãðóïïû, è ïóñòü S̃ � ìàêñè-

ìàëüíàÿ ïîëíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà èç S.

Ëåììà 4.1.4. Åñëè ðàíã S̃ ≥ 2, òî S � ãðóïïà âèäà 5 èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàíã S̃ ðàâåí 2 (ñìîòðè äîêà-
çàòåëüñòâî ëåììû 4.1.3 ), S̃ = A × B, ãäå A,B � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèå ãðóïïû è S̃ �
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â S (ïðåäëîæåíèå 1.2.4). Âîçüìåì â S̃ êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó
R = 〈a〉 × 〈b〉, ãäå a ∈ A, b ∈ B, è |a| = |b| > 2. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè R < K ∈M(1).
Ñëåäîâàòåëüíî, K ' U3(p

n) è p 6= 2. Ïóñòü Sk � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç K, ñîäåðæàùàÿ
R. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 SK = (〈c〉 × 〈 d〉 h 〈w〉 � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà, ò. å. |c| = |d| > 2
è cw = d. ßñíî, ÷òî R ⊂ (〈c〉 × 〈d〉) è Rw = R. Âîçüìåì â S̃ \ R ýëåìåíò y ñî ñâîéñòâîì
y2 ∈ R. Î÷åâèäíî, òàêîé ýëåìåíò â ñèëó ñòðóêòóðû S̃ íàéäåòñÿ. ßñíî, ÷òî y ∈ CG(R).
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà 〈R, y, w〉 êîíå÷íà.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈R, y, w〉 ≤ K1 ∈ M(1) è K1 ' U3(p
n1
1 ), ãäå p1 6= 2. Ïî

ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 CK1(R) � àáåëåâà ãðóïïà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 〈R, yw, y〉 � êîíå÷íàÿ
àáåëåâà 2-ãðóïïà. Ïóñòü y1 � äðóãîé ýëåìåíò èç S̃ \ R ñî ñâîéñòâîì y21 ∈ R è 〈y1〉 6=
〈y〉. Ïîêàæåì, ÷òî y1y = yy1. Äåéñòâèòåëüíî, 〈R, y, y1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈R, y1, y〉 ≤ K2 ∈M(1), K2 ' U3(p

n2
2 ), ãäå p2 6= 2.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 CK2(R) � àáåëåâà ãðóïïà. Òàê êàê 〈R, y1, y〉 ⊆ CK2(R), òî y1y =
yy1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç S̃ \ R ñî ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y, y2 ∈ R.
ßñíî, ÷òî Y � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Èç ñêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî 〈Y,R〉 � êîíå÷íàÿ
àáåëåâà 2-ãðóïïà èç CG(R), à 〈R, Y, Y w, w〉 � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà èç NG(R). Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈R, Y, Y w, w〉 ≤ K3 ∈ M(1), K3 ' U3(p

n3
3 ) è p3 6= 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8

NK3(R) = (〈d1〉 × 〈d2〉) h 〈V 〉, 〈d1〉 × 〈d2〉) = CK3(R), ãäå V , d1 è d2 öèêëè÷åñêèå ãðóïïû
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì R1 = S̃∩(〈d1〉×〈d2〉). Ïî ïîñòðîåíèþ R ≤ R1 = (〈v1〉×〈u1〉) ≤
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A × B, ãäå vw1 = u1. Äåéñòâóÿ ïî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó, ìû ñòðîèì â S̃ öåïî÷êó
ïîäãðóïï

R < R1 < R2 < ... < Ri < ...

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: Ri = (〈ui〉 × 〈vi〉) è vwi = ui. Î÷åâèäíî, ∪Ri = S̃ è w ∈ N(S̃).
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî S̃ h 〈w〉 = S. Ðàññìîòðèì NG(S)/S̃ = N. Î÷åâèäíî, â N ñèëîâ-

ñêàÿ 2-ïîäãðóïïà êîíå÷íà, çíà÷èò, âñå ñèëîâñêèå 2�ïîäãðóïïû èç N êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû
(ïðåäëîæåíèå 1.2.6), à ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â N ñîïðÿæåíû. Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî
ñîïðÿæåííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S̃ h 〈w〉 ≤ S. Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Èç [10]
(òåîðåìà 9.1.4.) è òîãî ôàêòà, ÷òî S íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ïîðÿä-
êà 8, âûòåêàåò, ÷òî CS(S̃) = S̃. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ S, y2 ∈ CS(S̃) = S̃. Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà S/S̃ � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëå-
âà ïîäãðóïïà ðàíãà 1, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå S ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó
ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 8, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîñêîëüêó w /∈ S̃, òî S/S̃ = 〈wS̃〉, à S ≤ S̃ h 〈w〉.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.1.5. Åñëè Dn < S, ãäå Dn = 〈an〉 × 〈bn〉 h 〈wn〉 |an| = |bn| > 2, awn
n = bn è

w2
n = 1, òî S � âèäà 5 èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè S ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó

D1 < D2 < ... < Dn < ...,

òî, î÷åâèäíî,
⋃∞
n=1Dn íàñûùåíà êîíå÷íûìè ñïëåòåííûìè 2�ãðóïïàìè, ïî òåîðåìå 2.1.1 S̃

ðàíãà 2, è ïî ëåììå 4.1.4 âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áåñêîíå÷íûõ öåïî÷åê óêàçàííîãî
âûøå âèäà â S íåò. Òîãäà S̃ � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è, î÷åâèäíî, S̃ � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ïîäãðóïïà â S. Ïóñòü Dn � ìàêñèìàëüíàÿ ñïëåòåííàÿ 2�ãðóïïà èç S. Òîãäà S = S̃Dn.
Ïîëîæèì (〈an〉 × 〈bn〉) = Rn.

Ïóñòü s � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç S̃ \ Rn. Òîãäà 〈Rn, s〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è ïî
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈Rn, s〉 ≤ K ' U3(p

n), ãäå p 6= 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ ?? (ïóíê-
òû 1-4, 6) s ∈ CK(Rn). Ñëåäîâàòåëüíî, sx = xs äëÿ ëþáîãî x ∈ CK(Rn). Âûáåðåì
x ∈ CK(Rn) \ S òàê, ÷òî x2 ∈ Rn. Ïóñòü s1 ∈ S̃ è s21 = s. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈s1, x, Rn〉 ≤ K1 ' U3(p

n
1 ) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p1. Òàê êàê

〈s1, x, Rn〉 ≤ CK1(Rn), òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 s1x = xs1. Äàëåå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ,
ïîëó÷èì, ÷òî S̃ < CG(x) è 〈S̃, x〉 � àáåëåâà ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, S̃Rn〈x〉 � àáåëåâà 2-
ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó Rn1 = 〈an1〉 × 〈bn1〉 ñî ñâîéñòâîì Rn < Rn1 . Äåéñòâóÿ
ïîäîáíûì îáðàçîì, ñòðîèì áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîäãðóïï

S̃Rn < S̃Rn1 < ... < S̃Rnk
< ... .

Ïóñòü S̃1 =
⋃∞
k=1 S̃Rnk

. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî S̃1 � ïîëíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2 è wn ∈
NG(S̃1).

Ïîëîæèì S1 = S̃1 h 〈wn〉. Òîãäà S1 � ãðóïïà âèäà 5 èç óñëîâèÿ òåîðåìû è S < S1.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî S ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.1.6. Ïóñòü S íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Dn = (〈an〉 × 〈bn〉) h 〈wn〉 ñ óñëîâèåì
|an| = |bn| > 2. Òîãäà S � âèäà 6 èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4.1.4 ïîëíàÿ ÷àñòü S̃ ãðóïïû S � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ 2-
ãðóïïà. Ïîëîæèì S̃ = A. Òîãäà S/A � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, è ïóñòü K � åå ìèíèìàëüíûé
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ïî ïîðÿäêó îáðàç â S. Òîãäà S = AK, è K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû S, íå ñîäåðæàùàÿ
ñïëåòåííûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà áîëüøå 8.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî òåîðåìà äîêàçàíà ïî

ëåììå 4.1.2. Åñëè S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà è ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó
ïîðÿäêà 8, òî òåîðåìà äîêàçàíà ïî ëåììå 4.1.3. Åñëè S íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ
ïîäãðóïï ïîðÿäêà 8, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.10 S îáëàäàåò íåòðèâèàëüíîé ïîëíîé ÷àñòüþ
S̃, è òåîðåìà äîêàçàíà ââèäó ëåìì 4.1.4, 4.1.5, 4.1.6.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Teîðåìà 4.1.7. Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M, îáëà-
äàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), èçîìîðôíoé ãðóïïå U3(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî
êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü â äàëüíåéøåì G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà 4.1.8. G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî
ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.1 T (G) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé. Ïî óñëîâèþ íàñû-
ùåííîñòè T (G) ' U3(q). Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîìG. Ñëåäîâàòåëüíî,G ñîäåðæèò áåñêîíå÷-
íî ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.4 G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ
ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.1.9. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M,
òîãäà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ :

1. S = 〈a2n = v2 = 1, av = a2
n−1−1〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà.

2. S = 〈a, w|a2n = b2
n

= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 � ñïëåòåííàÿ ãðóïïà.
3. S èçîìîðôíà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå U3(2

n).
4. S � áåñêîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà ïåðèîäà 4, ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè 2.
5. S = (A×B) h 〈w〉), ãäå A � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî-öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, w2 = 1, è

Aw = B.
6. S = AD, ãäå D � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû S, íå ñîäåðæàùàÿ ñïëåòåííûõ ïîä-

ãðóïï ïîðÿäêà áîëüøå 8, A � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî.Èñïîëüçóåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1.1 è ïðåäëîæåíèå 1.2.8.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.1.10. Äëÿ M(1) âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå âçàèìîèñêëþ÷àþùèå ñèòó-
àöèè :

(A) M(1) ≤ {U3(q)|q - ÷åòíî} ;
(B) M(1) ≤ {U3(q)|q - íå÷åòíî }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäãðóïïû S è T èç G âûáðàíû òàê, ÷òî S � ñèëîâñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà â U < G, T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â V < G, U ' U3(2

n), V ' U3(q), q íå÷åòíî.
Åñëè ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G êîíå÷íà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.8 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
S è T ëåæàò â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå W ãðóïïû G, è W � îäíîãî èç âèäîâ 1,
2, 3 ëåììû 4.1.9. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòî íåâîçìîæíî (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8, 1.4.7). Ïóñòü
òåïåðü G èìååò áåñêîíå÷íóþ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 ñèëîâñêóþ 2-
ïîäãðóïïó èç G, ñîäåðæàùóþ S. Òîãäà S1 � âèäà 4 èç ëåììû 4.1.9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1
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ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó èç G, ñîäåðæàùóþ T . Òîãäà T1 � âèäà 5 èç ëåììû 4.1.9 (ïîñêîëüêó
T1 ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü (ïðåäëîæåíèå
1.3.7), ÷òî |S1 ∩ T1| > m, ãäå m � ïðîèçâîëüíîå íàïåðåä çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà (ïðåäëîæåíèå 1.4.8).

Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèòóàöèè (À) òåîðåìà äîêàçàíà ïî ïðåäëîæåèþ 1.3.12. Ïîýòîìó â äàëü-

íåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååò ìåñòî òîëüêî ñèòóàöèÿ (Â).

Ëåììà 4.1.11. Ïóñòü F < G, F = 〈s1〉 × 〈s2〉 è |s1| = |s2| = 2. Òîãäà T (NG(〈F 〉)) =
T (CG(F ) h V (0), ãäå T (CG(F )) = C1 × C2, C1, C2 � áåñêîíå÷íûå ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèå
ãðóïïû, è V (0) èçîìîðôíà ãðóïïå V èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R èç CG(F ), è R � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ òåîðå-
ìû êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈F,R〉 < W ∈ M(1). Çíà÷èò, R ∈ CW (F ) è R � àáåëåâà ãðóïïà
(ïðåäëîæåíèå 1.4.8). Ïî ëåììå 4.1.8 è ïðåäëîæåíèþ 1.3.5 T (CG(F )) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿ-
åòñÿ áåñêîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé. Ïóñòü òåïåðü F < U (1) ∈ M(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ

1.4.8 CU(1)(F ) = D
(1)
1 × D

(1)
2 , NU(1)(F ) = CU(1)(F ) h V (1), ãäå D

(1)
1 , D

(1)
2 , V (1) èçîìîðôíû

D1, D2, V èç äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû èç
NG(F )/T (CG(F )) íå ïðåâîñõîäèò 6 (ïðåäëîæåíèå 1.4.8), òî T (NG(F )) = T (CG(F )) h V (1)

(ïðåäëîæåíèå 1.2.1, 1.3.9).
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.5 T (CG(F )) = C1 × C2, ãäå C1 è C2 � áåñêîíå÷íûå ëîêàëüíî

öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Âîçüìåì â êà÷åñòâå V (0) ãðóïïó V (1).
Ëåììà äîêàçàíà.
Äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ èç ëåììû 4.1.11.

Ëåììà 4.1.12. Â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà U ' U3(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî áåñêîíå÷íîãî
ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè è ëåììû 4.1.11 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
â G ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï

U (1), U (2), · · ·U (n), · · ·

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñâàìè:
1. U (n) ∈M(1) äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3, . . ..
2. NU(1)(F ) < NU(2)(F ) < · · · < NU(n)(F ) < . . ..

3. T (NG(F )) =
∞⋃
n=1

NU(n)(F ).

Ïóñòü w � èíâîëþöèÿ èç V (0), F1 = 〈w〉 × 〈z〉, ãäå z � èíâîëþöèÿ èç öåíòðà ñèëîâñêîé
2-ïîäãðóïïû â T (NG(F )). Ïî ëåììå 4.1.11 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 NU(n)(F1) < T (NG(F1)) äëÿ
ëþáîãî n. Áîëåå òîãî

NU(1)(F1) < NU(2)(F1) < · · · < NU(n)(F1) < . . . .

Òàê êàê U (n) = 〈NU(n)(F ), NU(n)(F1)〉 (ïðåäëîæåíèå 1.4.8), òî

U (1) < U (2) < · · · < U (n) < · · ·

Òîãäà U =
⋃∞
n=1 U

(n) ' U3(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé
õàðàêòåðèñòèêè (ïðåäëîæåíèå 1.2.16).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî T (G) = U . Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü x ∈ G \ U è x2 = e.
Âîçüìåì èíâîëþöèþ y ∈ U . Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈x, y〉 < U1 ∈
M(1). ßñíî, ÷òî U1 6< U, ïîñêîëüêó U1 ñîäåðæèò x. Âîçüìåì èíâîëþöèþ y1 ∈ U1 ∩ U ,
òàêóþ, ÷òî 〈y1〉 × 〈y〉 = F2. Ïî ëåììå 4.1.11 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 NU1(F2) < NU(F2) è

NU1(F2) = (D
(2)
1 ×D

(2)
2 )hV (2), ãäåD

(2)
1 , D

(2)
2 , V (2),D

(2)
1 , D

(2)
2 � öèêëè÷åñêèå, à V (2) èçîìîðôíà

ãðóïïå V èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8.
Ïóñòü w(2) � èíâîëþöèÿ èç V (2), à z(1) � èíâîëþöèÿ èç öåíòðà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû

â NU1(F2). Ïîëîæèì F3 = 〈w(2)〉 × 〈z(1)〉. Ïî ëåììå 4.1.11 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 NU1(F3) <

NU(F3) è NU1(F3) = (D
(3)
1 × D

(3)
2 ) h V (3), ãäå D

(3)
1 , D

(3)
2 � öèêëè÷åñêèå, à V (3) èçîìîðôíû

ãðóïïå V èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 U1 = 〈NU1(F2), NU1(F3)〉 ⊂ U
(ëåììà 4.1.11), è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì x.

Åñëè òàêîãî y1 â U1 ∩ U íå íàéäåòñÿ, òî âîçüìåì èíâîëþöèè z1 è z2, òàêèå, ÷òî z1 ∈
(U1 \ U) ∩ CU(y), à z2 ∈ G(U \ U1) ∩ CU(y). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà
〈y, z1, z2〉 < U2 ∈ M(1). ßñíî, ÷òî U2 6< U, ïîñêîëüêó U ñîäåðæèò z1. Åñëè òåïåðü äëÿ
U2 ïîâòîðèòü ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ äëÿ U1, òî ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå U2 < U .
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2 Ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå óíèòàðíûìè è ëè-

íåéíûìè ãðóïïàìè ñòåïåíè 3 íàä êîíå÷íûìè ïîëÿ-

ìè íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè

ÏóñòüM = {U3(q), L3(q)}, ãäå q = pn � íå÷åòíîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî íè õàðàêòåðèñòèêà
ïîëÿ p, íè íàòóðàëüíîå n íå ôèêñèðóåòñÿ.

Teîðåìà 4.2.1. . Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà M.
Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), èçîìîðôíîé U3(Q) èëè L3(Q) äëÿ íåêîòî-
ðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà, è ïóñòü G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà 4.2.2. . G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.1, ìû ïî-
ëó÷èì, ÷òî âñå ýëåìåíòû êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ îáðàçóþò êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó T (G), êîòîðàÿ
ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï ìíîæåñòâà M(1), è óòâåðæäåíèå
òåîðåìû èìååò ìåñòî. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.3. . M(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.4 è ëåììå 4.2.2 G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëî-
êàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò , ÷òî ïîðÿäêè ãðóïï èç ìíîæåñòâà M(1)
íå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, ò. å. M(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ïîä-
ãðóïï.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.4. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû. Âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû â G ñîïðÿ-
æåíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç G. Òàê êàê G � ãðóïïà
Øóíêîâà, òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y〉 < K ∈ M(1).
Ñëåäîâàòåëüíî, K ∈̃ {U3(q), L3(q)}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 x, y ñîïðÿæåíû â K. Ïîñêîëüêó
K < G, òî x, y ñîïðÿæåíû â G.

Ïóñòü A,B � äâå ðàçëè÷íûå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G. Ïî äîêàçàíîìó âûøå âñå èíâî-
ëþöèè èç G ñîïðÿæåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, A ∩ Bg 6= e. Åñëè A = Bg,
òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü A 6= Bg. Íî òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà 〈A,Bg〉/(A ∩ Bg) � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà, êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû Øóíêîâà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè (ïðåäëîæå-
íèå 1.3.3). Ñëåäîâàòåëüíî, 〈A,Bg〉 � òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è
ëåììå 4.2.2 〈A,Bg〉 < K ∈ A(1). Ñëåäîâàòåëüíî, K ∈̃ {U3(q), L3(q)}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
ãðóïïû A,Bg ñîïðÿæåíû â K. Ïîñêîëüêó K < G, òî A,Bg ñîïðÿæåíû â G. Î÷åâèäíî, â
ýòîì ñëó÷àå A,B òàêæå ñîïðÿæåíû â G.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïî ëåììå 4.2.3 â M(1) íàéäåòñÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ U3(q), ãäå q > 5 è íå÷åòíî, èëè

L3(q), ãäå q > 3 è íå÷åòíî. Îòîæäåñòâèì óêàçàííóþ ãðóïïó ñ L èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 è
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèèÿ: i, j, w, b, A, V,B. Ïóñòü N = NG(A),
CA = CG(A), CB = CG(B).

Ëåììà 4.2.5. N = CA h V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, CAhV < N . Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü g ∈ N.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V,Ag = Av è ag = av äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî,
agv

−1
= a, gv−1 = c ∈ CA, g = cv ∈ CA h V.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.6. CA îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CA), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêî-
íå÷íîé àáåëåâîé ñ÷åòíîé ãðóïïîé ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç CA. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
K < R ∈̃ {L3(q), U3(q)}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 CR(A) � àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2, ñëåäî-
âàòåëüíî, K � àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå 2. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà K, êàê
êîíå÷íîé ïîäãðóïïû èç CA, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû èç CA àáåëåâû ðàí-
ãà íå áîëåå 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.5 CA îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CA), êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé (ëåììû 4.2.3, 4.2.4) àáåëåâîé ãðóïïîé ðàíãà 2 è ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.7. N îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (N) = T (CA) h V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T (CA) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â CA, òî ïî ëåììå
4.2.5 T (CA) C N. Ïî ëåììå 4.2.6 è ïðåäëîæåíèþ 1.3.2 ôàêòîð-ãðóïïà N = N/T (CA)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øóíêîâà. Ïîêàæåì, ÷òî V CN . Ïóñòü b � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç V . Òîãäà
〈b, bg〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà äëÿ ëþáîãî g ∈ N . ÏóñòüK � íåêîòîðûé åå êîíå÷íûé ïðîîáðàç
âN, ñîäåðæàùèé êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈b, bg, A〉.Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, bg, A〉 < K <
R ∈M(1) è R ∈̃ {L3(q), U3(q)}. ßñíî, ÷òî bg ∈ NR(A) < N . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 bg = cbk,

ãäå c ∈ CR(A) < T (CA), 1 6 k 6 2. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b〉 = 〈bg〉 è (T (CA) h 〈b〉) C N . Ïî
ïðåäëîæåíèÿì 1.3.2, 1.3.1 N/(T (CA) h 〈b〉) � ãðóïïà Øóíêîâà, âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû
êîòîðîé èìåþò ïîðÿäîê 2 è ñîâïàäàþò ñ 〈w〉, ãäå w = w(T (CA) h 〈b〉). Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.2.3 (T (CA) h V ) = T (N).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 4.2.8. Åñëè äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû K èç T (CA) ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîäãðóïïà R, ÷òî K ⊂ R ∈M(1) è

R ∈̃ {L3(q), U3(l)|(3, q − 1) = 1, (3, l + 1) = 1},

òî T (CA) = C × Cw, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó K < T (CA) h 〈w〉. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈A,K,w〉 < R ∈M(1), ãäå R èç óñëîâèÿ ëåììû. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 K <
CR(A)h 〈w〉 = (〈c〉 × 〈cw〉)h 〈w〉 � ñïëåòåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 〈c〉 ïðè ïîìîùè ãðóïïû
〈w〉. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà K, êàê êîíå÷íîé ïîäãðóïïû èç T (CA)h〈w〉, ïîëó÷àåì,
÷òî T (CA)h〈w〉 íàñûùåíà ñïëåòåíèÿìè êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïðè ïîìîùè ãðóïïû
ïîðÿäêà äâà. Ïî òåîðåìå 2.1.12 T (CA) h 〈w〉=(C × Cw) h 〈w〉 � ñïëåòåíèå áåñêîíå÷íîé
ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ãðóïïû C ïðè ïîìîùè ãðóïïû 〈w〉, T (CA) = C × Cw.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.9. Åñëè â T (CA) ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî R ñî ñâîéñòâîì K < R ∈M(1) âñåãäà

R ∈̃ {L3(q), U3(l)|(3, q − 1) = 3, (3, l + 1) = 3},

òî T (CA) = CCw, ãäå C � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è C ∩ Cw = 〈d〉 �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 3 òàêàÿ, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà T (CA)/〈d〉 = C/〈d〉 × Cw/〈d〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç óñëîâèÿ ëåììû. Ïî óñëîâèþ íà-
ñûùåííîñòè 〈A,K,w〉 < R ∈M(1). Èç óñëîâèÿ ëåììû è ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 âûòåêàåò, ÷òî
CR(A)h〈w〉 = (〈c〉〈cw〉)h〈w〉, ãäå CR(A) = (〈c〉〈cw〉), 〈c〉∩〈cw〉 = 〈d〉 � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóï-
ïà ïîðÿäêà 3, dw = d−1, è ôàêòîð-ãðóïïà CR(A)/〈d〉 = 〈c〉/〈d〉×〈cw〉/〈d〉. Ïîñêîëüêó T (CA)
� àáåëåâà ãðóïïà (ëåììà 4.2.6), òî 〈d〉 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â T (CA)h〈w〉. Íåñëîæíî âè-
äåòü, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà (T (CA)h〈w〉)/〈d〉 íàñûùåíà ñïëåòåíèÿìè êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï ïðè ïîìîùè ãðóïïû ïîðÿäêà 2. Ïî òåîðåìå 2.1.12 (T (CA)h〈w〉)/〈d〉 = (C×Cw

)h〈w〉,
ãäå C � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, T (CA)h 〈w〉=(CCw)h
〈w〉, ãäå T (CA) = CCw, C � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è C ∩ Cw = 〈d〉.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.10. Â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

M1,M2, · · · ,Mn, · · ·

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :
1. A < Mn ∈M(1) äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3, . . ..
2. NM1(A) < NM2(A) < · · · < NMn(A) < . . ..

3. T (N) =
∞⋃
n=1

NMn(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T (CA) � ñ÷åòíàÿ ãðóïïà (ëåììa 4.2.6), òî

CG(A) = {c1, c2, ..., cm, ...}.

Ïî ëåììå 4.2.7 T (NA) � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈A, c1, V 〉 � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈A, c1, V 〉 < M1 ∈M(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8

NM1(A) = D(1) h V,
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ãäå D(1) = CM1(A). Âîçüìåì ýëåìåíò cm1 ∈ {T (CA) \ CM1(A)} ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì
çíà÷åíèåì íîìåðà m1. Ïîñêîëüêó T (N) � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà (ëåììà 4.2.8), òî
〈NM1(A), cm1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈NM1(A), cm1〉 < M2 ∈M(1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
NM2(A) = D(2) h V,

ãäå D(2) = CM2(A). ßñíî, ÷òî NM1(A) < NM2(A).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n > 2 ãðóïïà Mn ∈ M(1) ïîñòðîåíà. Âîçüìåì ýëåìåíò cmn ∈

{T (CA)\CMn(A)} ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì íîìåðà mn. Ïî ëåììå 4.2.8 T (N) �
ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈NMn(A), cmn〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè

〈NMn(A), cmn〉 < Mn+1 ∈M(1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
NMn+1(A) = D(n+1) h V,

ãäå D(n+1) = CMn+1(A). ßñíî, ÷òî NMn(A) < NMn+1(A). Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M1,M2, · · · ,Mn, · · · ,

îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì 1 èç óñëîâèÿ ëåììû. Ïî ïîñòðîåíèþ

NM1(A) < NM2(A) < · · · < NMn(A) < . . . ,

è ñâîéñòâî 2 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó cm ∈
∞⋃
n=1

NMn(A) äëÿ ëþáîãî m è V < NMn(A)

äëÿ ëþáîãî n, òî T (N) =
∞⋃
n=1

NMn(A), è ñâîéñòâî 3 äîêàçàíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï {M1,M2, · · ·Mn, · · · } èç ëåììû 4.2.10.

Ëåììà 4.2.11. Ïóñòü T (CA) èç ëåììû 4.2.8. Òîãäà :
1. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû K = 〈f〉 × 〈g〉 èç T (CA) òàêîé, ÷òî |f | = |g| = m,

K = H, ãäå H = 〈r〉 × 〈rw〉 � ïîäãðóïïà èç T (CA), r ∈ C è |r| = m.
2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé

Mk ∈ {M1,M2, · · ·Mn, · · · },

Mk ∈̃ {L3(q), U3(l)|(3, q − 1) = 1, (3, l + 1) = 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ëåììå 4.2.8 T (CA) = C × Cw, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, f = c1c2 äëÿ íåêîòîðûõ c1 ∈ C è c2 ∈ Cw, çíà÷èò, 1 = fm = cm1 c

m
2 .

Òàê êàê C∩Cw = e, òî cm1 = cm2 = 1, c1 ∈ 〈r〉, c2 ∈ 〈rw〉 è f ∈ H. Òî÷íî òàêæå ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî g ∈ H. Òàê êàê |H| = |K|, òî H = K. Ïîëîæèì r = c1.

2. Äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ðàññóæäåíèé ëåììû 4.2.10 ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî Mn âû-
áèðàåòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû 4.2.8.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.12. Ïóñòü T (CA) èç ëåììû 4.2.9. Òîãäà :
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1. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû K = 〈f〉〈g〉 èç T (CA) òàêîé, ÷òî |f | = |g| = m è
〈d〉 = 〈f〉 ∩ 〈g〉, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî H = K, ãäå H = 〈r〉〈rw〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç
T (CA), r ∈ C, |r| = m è 〈d〉 = 〈r〉 ∩ 〈rw〉.

2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé

Mk ∈ {M1,M2, · · ·Mn, · · · },

Mk ∈̃ {L3(q), U3(l)|(3, q − 1) = 3, (3, l + 1) = 3}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ëåììå 4.2.9 T (CA) = CCw, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà, ôàêòîð-ãðóïïà T (CA)/〈d〉 = C/〈d〉 × Cw/〈d〉 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ èçî-
ìîðôíûõ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Òàê êàê d ∈ H ∩ K, òî H/〈d〉 ' K/〈d〉. Äàëåå,
ðàññóæäàÿ êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå, ïîëó÷àåì, ÷òî H/〈d〉 = K/〈d〉, çíà÷èò, H = K.

2. Äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ðàññóæäåíèé ëåììû 4.2.10 ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà. ÷òî Mn âû-
áèðàåòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû 4.2.9.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.13. Â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî :
1.M ∈̃ {L3(Q), U3(Q)} äëÿ ïîäõîäÿùåãî áåñêîíå÷íîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åò-

íîé õàðàêòåðèñòèêè.
2. A < M.
3. Äëÿ ëþáîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F < M , NG(F ) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ

T (NG(F )) = NM(F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ B = 〈w〉 × 〈j〉 < Mn äëÿ ëþáîãî n. Èç ëåìì 4.2.4 �
4.2.7 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n, NMn(B) < T (NG(B)) = T (CG(B))hV1, ãäå V1 èçîìîðôíà
ãðóïïå V . Ïîêàæåì, ÷òî

CM1(B) < CM2(B) < · · · < CMn(B) < . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, CMn(A) < CMn+1(A) < T (CG(A)) äëÿ ëþáîãî n. Ïî ëåììå 4.2.4 Ag = B äëÿ
íåêîòîðîãî g ∈ G. Ïîñêîëüêó

(CMn(A))g < (CMn+1(A))g < (T (CG(A)))g,

(CMn(A))g = CMg
n
(Ag) = CMg

n
(B),

(CMn+1(A))g = CMg
n+1

(Ag)) = CMg
n+1

(B),

(T (CG(A)))g = T (CGg(Ag) = T (CG(B)),

òî
CMg

n
(B) < CMg

n+1
(B) < T (CG(B)).

Òàê êàê CMn(B) ' CMn(A) ' CMg
n
(B) è CMn(B) < T (CG(B)), òî ïî ëåììàì 4.2.11, 4.2.12

CMn(B) = CMg
n
(B) äëÿ ëþáîãî n. Ñëåäîâàòåëüíî, CMn(B) < CMn+1(B) äëÿ ëþáîãî n, ÷òî è

òðåáîâàëîñü. Â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {M1,M2, ...Mn, ...} ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî n Mn íå èçîìîðôíà íè îäíîé èç ãðóïï ìíîæåñòâà {U3(5), L3(3)}. Ñëåäî-
âàòåëüíî, Mn = 〈NMn(A), CMn(B)〉 (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 è ñ ó÷åòîì ëåììû 4.2.10 (ïóíêò 2
)

M1 < M2 < · · · < Mn < · · · .

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.16 M =
⋃∞
n=1Mn ∈̃ {L3(Q), U3(Q)} äëÿ ïîäõîäÿùåãî áåñêîíå÷íî-

ãî ëîêàëüíî-êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè, è ïóíêò 1 äîêàçàí. Ïóíêò 2
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î÷åâèäåí. Ïîñêîëüêó A è F ñîïðÿæåíû â M , òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ M , A = F x è
NM(A) = NM(F x) = (NM(F ))x. Èç ðàâåíñòâà M =

⋃∞
n=1Mn è ëåììû 4.2.10 (ñâîéñòâî

3) ïîëó÷àåì NM(A) = T (N). Ñëåäîâàòåëüíî, T (N) = (NM(F ))x,

NM(F ) = T (N)x
−1

= 〈ax−1 | a ∈ T (N)〉 = T (NG(F )),

ïîñêîëüêó ëþáîé ýëåìåíò t ∈ NG(F ) ñî ñâîéñòâîì |t| <∞ ïðåäñòàâèì â âèäå t = ax
−1
äëÿ

íåêîòîðîãî a ∈ T (N).
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.14. M = T (G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà P ∈ M(1),
íå ëåæàùàÿ â M è ñîäåðæàùàÿ j. Ïîêàæåì, ÷òî P ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû P ∩ M
ñîäåðæàëà ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå i /∈ P , è â CP (j)\M
íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ m /∈ M , è ìîæíî çàìåíèòü P íà ïîäãðóïïó P1 ∈M(1), ñîäåðæàùóþ
〈i, j,m〉. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P ñîäåðæèò A. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8,
NP (A) ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó B, îòëè÷íóþ îò A. Ïî ëåììå 4.2.13 (ïóíêò 3) B <
NP (B) < T (NM(B)) < M.

Òàêèì îáðàçîì, S = 〈NP (A), NP (B)〉 < M , è ïîñêîëüêó S 6= P , òî P ' U3(5) è S ' A7 �
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â P (ïðåäëîæåíèå 1.4.8). Ïóñòü òåïåðü T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
èç S, ñîäåðæàùàÿ A,B. Ïîñêîëüêó T ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîðÿäêà 8, à ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
èç P ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîðÿäêà 16, òî âîçüìåì x ∈ (NP (T ) \ T ) ñî ñâîéñòâîì x /∈ M , íî
x2 ∈ T.

Ïîñêîëüêó ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M èìååò ïîðÿäîê áîëüøå 8 (ïðåäëîæåíèå ??
(ïóíêòû 6�9)), òî âîçüìåì y ∈ (NM(T ) \ T ) ñî ñâîéñòâîì y2 ∈ T (ïðåäëîæåíèå 1.3.6).
Òàê êàê G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈x, y, T 〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 1.3.3). Ïî óñëî-
âèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y, T 〉 < R ∈M(1). Ïîñêîëüêó x ∈ R, íî x /∈M , òî R íå ëåæèò â M.
Åñëè R íå èçîìîðôíà U3(5), òî R = 〈NR(B), NR(A)〉 < M (ëåììà 4.2.13 (ïóíêò 3)), ÷òî
íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, R ' U3(5), S1 = 〈NR(A), NR(B)〉 < M è S1 ' A7 � ìàêñè-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â R ( [67]). Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç S1 èìååò
ïîðÿäîê 8, ñëåäîâàòåëüíî, y /∈ S1, íî T 〈y〉 < M ∩R, è R = 〈y, S1〉 < M , ÷òî íåâîçìîæíî.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå óíèòàðíûìè è

ëèíåéíûìè ãðóïïàìè ñòåïåíè 3

Teîðåìà 4.3.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

M = {U3(q), L3(q) | q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, q > 3}.

Òîãäà G èçîìîðôíà U3(Q) èëè L3(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Ïîëîæèì A = {L3(q), U3(q) |
q íå÷åòíî}, B = {L3(2

m), U3(2
m) | m > 2}.

Ëåììà 4.3.2. G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç A, ò. å. B(1) = ∅.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Åñëè ïðè ýòîì A(1) 6= ∅, òî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.3.7, è ïîýòîìó â M(1) íàéäóòñÿ ïîäãðóïïû A è B, ãäå A ∈ A(1),
B ∈ B(1) òàêèå, ÷òî |A ∩ B| äåëèòñÿ íà 25. Ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñèëîâñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà èç A∩B, ñ îäíîé ñòîðîíû (êàê ïîäãðóïïà A), ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó
ñåêöèþ ïîðÿäêà 25, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàíã ëþáîé ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ñåêöèè èç
B íå ïðåâîñõîäèò äâóõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A(1) = ∅ è ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç
B. Ïî [26] G èçîìîðôíà U3(Q) èëè L3(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q;
ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3.3. Ïóñòü A0 � ìíîæåñòâî ãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç A(1). Òîãäà
A0 áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A0 êîíå÷íî, òî ïî [25] G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà èç M, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3.4. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû. Âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû â G ñîïðÿ-
æåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç G. Òàê êàê G � ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììå 4.3.2
〈x, y〉 < K ∈ A(1). Ñëåäîâàòåëüíî, K ' U3(q) èëè K ' L3(q), ãäå q íå÷åòíî. Ïî ïðåäëîæå-
íèþ 1.4.8 x, y ñîïðÿæåíû â K. Ïîñêîëüêó K < G, òî x, y ñîïðÿæåíû â G.

Ïóñòü A,B � äâå ðàçëè÷íûå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G. Ïî äîêàçàííîìó âûøå âñå
èíâîëþöèè èç G ñîïðÿæåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, A ∩ Bg 6= e. Åñëè
A = Bg, òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü A 6= Bg. Íî òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà 〈A,Bg〉/(A ∩ Bg) � êî-
íå÷íàÿ ãðóïïà, êàê ïîäãðóïïà ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈A,Bg〉 � òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììå 4.3.2
〈A,Bg〉 ⊂ K ∈ A(1). Ñëåäîâàòåëüíî, K ' U3(q) èëè K ' L3(q), ãäå q íå÷åòíî. Ïî óïîìÿíó-
òîìó âûøå ïðåäëîæåíèþ 1.4.8, ãðóïïû A,Bg ñîïðÿæåíû â K. Ïîñêîëüêó K ⊂ G, òî A,Bg

ñîïðÿæåíû â G. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå A,B òàêæå ñîïðÿæåíû â G.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ïî ëåììå 4.3.3 â A(1) íàéäåòñÿ ãðóïïà L0, èçîìîðôíàÿ U3(q), ãäå q > 5 è íå÷åòíî, èëè

L3(q), ãäå q > 3 è íå÷åòíî. Îòîæäåñòâèì L0 ñ L èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 è áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü N = NG(A), CA = CG(A), CB = CG(B).

Ëåììà 4.3.5. N = CA · V è CA � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà ðàíãà 2. Â ÷àñòíîñòè,
N ñ÷åòíà è ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó AutA = V , òî NG(A) = CA · V . Áåñêîíå÷íîñòü NG(A)
âûòåêàåò èç ëåìì 4.3.3, 4.3.4. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ CA, |cb| = 3. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê cb ∈ NG(A), òî 〈A, cb〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈A, cb〉 <
K ∈ A(1). Ïîñêîëüêó cb ∈ NK(A), íî cb /∈ CK(A), òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 |cb| = 3. Òîãäà
1 = (cb)3 = cbcbcb = ccb

2
cb è ýëåìåíò b èíäóöèðóåò íà CG(A), â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè c,

ðàñùåïëÿþùèé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 3. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.12 CA � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ
ãðóïïà.

Ïîêàæåì, ÷òî CA � àáåëåâà ãðóïïà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f, g � äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëå-
ìåíòà èç CA. Â ñèëó ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè CA, äîêàçàííîé âûøå, ãðóïïà 〈A, f, g〉 êîíå÷íà.
Ïî óñëîâèþ íàñûùåíîñòè 〈A, f, g〉 ≤ R ∈ A(1). ßñíî, ÷òî 〈A, f, g〉 ⊆ CR(A). Òàê êàê CR(A)
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� àáåëåâà ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 1.4.8), òî fg = gf . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå CA
ðàíãà 2, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ÷åòíà.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîñòðîèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäãðóïï

N0, N1, N2, . . . ;L0, L1, L2 . . .

ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
N0 = N ∩ L0 = NL0(A).

Ïî ëåììå 4.3.5 N ñ÷åòíà, ò. å. N = {n1, n2, n3, . . . }. Åñëè N0 = N , òî íà ýòîì ïðîöåññ
çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè íåò, òî ïóñòü L1 � ïîäãðóïïà èç A(1), ñîäåðæàùàÿ N0 è ïåðâûé ïî
íîìåðó ýëåìåíò ni, íå ñîäåðæàùèéñÿ â N0. Ïóñòü N1 = N ∩L1 = NL1(A). Åñëè N1 = N , òî
ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì â A(1) ïîäãðóïïó L2, ñîäåðæàùóþN1,
è ïåðâûé ïî íîìåðó ýëåìåíò èç N , íå ñîäåðæàùèéñÿ â N1. Ïîëîæèì N2 = N∩L2 = NL2(A).
Â ðåçóëüòàòå î÷åâèäíîãî ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà âîçíèêíåò ñîâîêóïíîñòü L0, L1, L2,
. . . ïîäãðóïï èç A(1), äëÿ êîòîðîé îáúåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

N0 < N1 < N2 < . . . ,

ãäå Ni = N ∩ Li, ñîâïàäàåò ñ N .

Ëåììà 4.3.6. Li−1 ≤ Li äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 V,A,B ≤ N0 ≤ N0 ∩ L1. Ïóñòü v ∈ L0, äëÿ
êîòîðîãî jv = j, iv = w è v1 ∈ L1, äëÿ êîòîðîãî jv1 = j, iv1 = w. Òîãäà c = v1v

−1 ∈ C,
ò. å. v1 = cv. Òàê êàê CA � àáåëåâà, L1 ≥ CL1(A)v1 = CL1(A)cv = CL1(A)v = CN1(A)v ≥
CN(A)v = CL0(A)v = CL0(A

v) = CL0(B). Òàêèì îáðàçîì, CL0(B) ≤ L1 è ïî ïðåäëîæåíèþ
1.4.8

L0 = 〈N0, CL0(B)〉 ≤ 〈N1, L1〉 = L1.

Åñëè óæå ïîêàçàíî, ÷òî Li−1 ≥ L0 è Ni−1 6= Ni, òî òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî Li−1 = 〈Ni−1, CLi−1

(B)〉 ≤ 〈Ni, Li〉 = Li.
Ëåììà äîêàçàíà.
Îáúåäèíåíèå L âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè L0, L1, . . . ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïîé,

êîòîðàÿ ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.16 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ëèåâà òèïà íàä íåêîòîðûì ëîêàëüíî
êîíå÷íûì ïîëåì Q. ßñíî, ÷òî L ' U3(Q) èëè L ' L3(Q). Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî
N ≤ L.

Ëåììà 4.3.7. Åñëè D � ïîäãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 8 èç L, òî NG(D) ≤ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D ≥ A, è ïîýòîìó D ≤ N , ñëåäîâàòåëüíî, D ≤
Ni ≤ Li äëÿ íåêîòîðîãî i. Åñëè C � âòîðàÿ ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç D, òî â Li åñòü ýëåìåíò
v, ïåðåâîäÿùèé A â C. Åñëè òåïåðü x ∈ N(D), òî ëèáî Ax = A è x ∈ N(A) ≤ N ≤ L, ëèáî
Ax = C è x = nv, ãäå n ∈ N(A). Â ëþáîì ñëó÷àå, x ∈ L.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3.8. L = G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà M ∈ A(1),
íå ëåæàùàÿ â L è ñîäåðæàùàÿ j. Ïîêàæåì, ÷òî M ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû M ∩ L
ñîäåðæàëà ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå i /∈M , è â CM(j)\L
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íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ m /∈ L, è ìîæíî çàìåíèòü M íà ïîäãðóïïó M1 ∈ A(1), ñîäåðæàùóþ
〈i, j,m〉. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîM ñîäåðæèò A. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
NM(A) ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó C, îòëè÷íóþ îò A, è Ax = C äëÿ íåêîòîðîãî x ∈M .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, C ≤ N ≤ L, ïîýòîìó íàéäåòñÿ y ∈ L, äëÿ êîòîðîãî Ay = C, ò. å. x = ny,
ãäå n ∈ N , è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ L.

Òàêèì îáðàçîì, S = 〈NM(A), NM(C)〉 ≤ L, è ïîñêîëüêó S 6= M , òî M ' U3(5) è
S ' A7 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â M . Òåïåðü ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà T èç S ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé äèýäðà ïîðÿäêà 8. Ïî ëåììå 4.3.7 åå íîðìàëèçàòîð R = NM(T ) â M ñîäåðæèòñÿ
â L, íî íå ñîäåðæèòñÿ â S. Ïîýòîìó M = 〈R, S〉 ≤ L. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 5

Ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå

ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1

5.1 Ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè

{J1, L2(q), Re(q), U3(q), Sz(q)}
Teîðåìà 5.1.1. Ïóñòü ãðóïïà Øóíêîâà G íàñûùåíà êîíå÷íûìè ïðîñòûìè íåàáå-

ëåâûìè ãðóïïàìè è â ëþáîé å¼ êîíå÷íîé 2-ïîäãðóïïå K âñå èíâîëþöèè èç K ëåæàò â
öåíòðå K. Òîãäà G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï
ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà

{J1, L2(Q), Re(Q), U3(Q), Sz(Q)}

äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, è M � íàñûùà-
þùåå ìíîæåñòâî äëÿ ãðóïïû G, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï.

Ëåììà 5.1.2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ãðóïïû G ñëåäó-
þùåå

M = {J1;L2(2
n);Re(32n+1);U3(2

2n);Sz(22n+1);L2(q), q ≡ 3, 5 (mod 8)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ïîäãðóïïà
ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P íåêîòîðóþ å¼ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó. Ïîñêîëüêó P � êî-
íå÷íàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû âñå èíâîëþöèè èç P ñîäåðæàòñÿ â
öåíòðå P . Íî òîãäà L ∈̃ M (ïðåäëîæåíèå 1.4.20).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.3. Ãðóïïà G íå ñîäåðæèò íîðìàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G è H 6= 1. Ïóñòü a � íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èç H è b � íååäèíè÷íûé
ýëåìåíò èç G \H. Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû íàéäóòñÿ êîíå÷íûå ïðîñòûå íåàáåëåâû ïîäãðóï-
ïû K è M èç G òàêèå, ÷òî 〈a〉 < K, 〈b〉 < M . Î÷åâèäíî, ÷òî K ≤ H è M ∩ H = 1,
â ÷àñòíîñòè, â H è â G \ H íàéäóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èíâîëþöèè i è j. Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.3.3 ïîäãðóïïà R = 〈i, j〉 êîíå÷íà, è ïî óñëîâèÿì òåîðåìû R < L ≤ G, ãäå L � êîíå÷íàÿ
ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Ïðè ýòîì L∩H 6= 1, è ïîòîìó L < H. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ âûáîðîì j.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 5.1.4. Ãðóïïà G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.4 G ñîäåðæèò êîíå÷-
íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïî ëåììå Äèöìàíà (ïðåäëîæåíèå 1.2.1) G îáëà-
äàåò êîíå÷íîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû 5.1.3.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.5. Ìíîæåñòâî M(1) ñîäåðæèò ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðûõ áîëüøå ëþáîãî
íàïåðåä çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Çàôèêñèðóåì òàêîå íàòóðàëüíîå m, ÷òî
äëÿ ëþáîé ãðóïïû H ∈M(1), |H| < m. Ïî ëåììå 5.1.4 G ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó
M òàêóþ, ÷òî |M | > m. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè M ≤ H ∈ M(1). Ñëåäîâàòåëüíî,
m < |M | 6 |H|. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî |H| < m.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.6. Âñå èíâîëþöèè ãðóïïû G ñîïðÿæåíû, è ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
èç G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïåðèîäà ≤ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a è b � ïðîèçâîëüíûå èíâîëþöèè èç G. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3
ïîäãðóïïà L = 〈a, b〉 êîíå÷íà, è ïî óñëîâèÿì òåîðåìû L < M , ãäå M ∈̃ M (ëåììà 5.1.2).
Â êàæäîé èç ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà M, âñå èíâîëþöèè ñîïðÿæåíû, à
2-ýëåìåíòû èìåþò ïîðÿäîê íå áîëåå 4 (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.7, 1.4.3, 1.4.2, 1.4.12, 1.4.13, 1.4.14).
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.22 S − ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.7. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà âñå
èíâîëþöèè èç S ëåæàò â öåíòðå S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 6= x ∈ S, x2 = 1, s − ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç S. Ïî ëåììå
5.1.6 〈s, x〉 − êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈s, x〉 < L, ãäå L ∈̃ M. ßñíî,
÷òî 〈s, x〉 < SL, ãäå SL � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â L. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.20 è ëåììå 5.1.2
sx = xs.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.8. Ïóñòü a − èíâîëþöèÿ èç G. CG(a) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî
êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.4 CG(a) ñîäåðæèò êî-
íå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïî ëåììå Äèöìàíà (ïðåäëîæåíèå 1.2.1) CG(a)
îáëàäàåò êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CG(a)). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

T (CG(a)) < M è M ∈M(1).

Ïî òåîðåìå Áðàóýðà (ïðåäëîæåíèå 1.4.11) ìíîæåñòâî M(1) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî, ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ãðóïï. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäêè ãðóïï èç ìíîæåñòâà M(1)
îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû 5.1.14.

Ëåììà äîêàçàíà.

I. Âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç G àáåëåâû
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Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G
àáåëåâû, è ïóñòü S � îäíà èç íèõ.

Ëåììà 5.1.9. |S| 6= 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Â ñèëó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè S − ñèëîâ-
ñêàÿ 2-ïîäãðóïïà íåêîòîðîé ïðîñòîé êîíå÷íîé íåàáåëåâîé ãðóïïû. Íî â ëþáîé òàêîé ãðóï-
ïå ïîðÿäîê ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû áîëüøå äâóõ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.10. |S| 6= 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íàñûùàþùåãî
ìíîæåñòâà äëÿ ãðóïïû G ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî

M(1) ⊆ {H | H < G,H ∈̃ {L2(q)|q = 3.5 (mod 8)}}

(ëåììà 5.1.2). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.8 G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) ' L2(Q), ãäå
Q � ïîäõîäÿùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Íà ïðîòÿæåíèè ëåìì 5.1.11, 5.1.17 áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî S = 〈a〉 × 〈z〉 × 〈t〉 �
ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 8.

Ëåììà 5.1.11. Âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû ñ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.3.6.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.12. Ìíîæåñòâî M(1) ñîäåðæèò ãðóïïó H òàêóþ, ÷òî

H ∈̃ {J1, Re(32n+1)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íàñûùàþùåãî
ìíîæåñòâà äëÿ ãðóïïû G ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî

M(1) ⊆ {H | H < G,H ∈̃ {L2(8), L2(q)|q = 3.5 (mod 8)}}

(ëåììà 5.1.2). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.8 G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) ' L2(Q), ãäå
Q � ïîäõîäÿùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.13. T (NG(S)) = Sh (〈b〉h 〈d〉), ãäå 〈b〉h 〈d〉 � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà
21, |CS(d)| = 2 è S h 〈b〉 � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 56.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê G − ãðóïïà Øóíêîâà, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3.4 è ëåììû
5.1.2 âûòåêàåò, ÷òî NG(S) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïî
ëåììå Äèöìàíà (ïðåäëîæåíèå 1.2.1) NG(S) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (NG(S)),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé. Òàê êàê ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû (ëåììà
5.1.11) â G, òî èç ëåììû 5.1.12 âûòåêàåò, ÷òî T (NG(S)) âëîæèìà â êîíå÷íóþ ïðîñòóþ ãðóï-
ïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå èç ìíîæåñòâà {J1, Re(32n+1). Òåïåðü äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäëîæåíèÿìè 1.4.12, 1.4.14.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 5.1.14. Ïóñòü C = CG(a). Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà C = C/〈a〉 íàñûùåíà ãðóï-
ïàìè èç ìíîæåñòâà

{L2(4), L2(3
2n+1), CL2(q)(v)/〈v〉|v ∈ L2(q), v

2 = 1, q = 3, 5(mod 8)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.1 C � ãðóïïàØóíêîâà. Âîçüìåì â C êîíå÷íóþ
ïîäãðóïïó K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K íåêîòîðûé êîíå÷íûé ïðîîáðàç K â C, ñîäåðæàùèé
èíâîëþöèþ a. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè K ≤M , è

M ∈̃ {J1, Re(32n+1), L2(8), L2(q) | q = 3, 5(mod 8)}

(ëåììû 5.1.2, 5.1.11). Òàê êàê K ≤ CM(a) è

CM(a) ∈̃ {S, 〈a〉 × 〈z〉, 〈a〉 × L2(4), 〈a〉 × L2(3
2n+1), CL2(q)(v)|q = 3, 5(mod 8)},

òî K ≤ CM(a)/〈a〉 è

CM(a)/〈a〉 ∈̃ {〈z〉, 〈t〉 × 〈z〉, L2(4), L2(3
2n+1), CL2(q)(v)/〈v〉, q = 3, 5(mod 8)}.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà K ïîëó÷àåì, ÷òî C íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

{〈z〉, 〈t〉 × 〈z〉, L2(4), L2(3
2n+1), CL2(q)(a)/〈a〉, q = 3, 5(mod 8)},

ãäå CL2(q)(v)/〈v〉 � ãðóïïà äèýäðà ñ öèêëè÷åñêîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé íå÷åòíîãî ïî-
ðÿäêà èíäåêñà 2. Â ôàêòîð-ãðóïïå C âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû êîíå÷íû (ýëåìåíòàðíûå
àáåëåâû ïîðÿäêà 4) è ñîïðÿæåíû (ïðåäëîæåíèå 1.3.6). Ñëåäîâàòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

{L2(4), L2(3
2n+1), CL2(q)(v)/〈v〉|v ∈ L2(q), v

2 = 1, q = 3, 5(mod 8)}.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.15. Ïóñòü C = CG(a). Òîãäà Ñ îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (C) =
〈a〉 × L, L ' L2(Q), ãäå Q � áåñêîíå÷íîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðóïïó C = C/〈a〉. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.1 C �
ãðóïïà Øóíêîâà. Ïî ëåììå 5.1.14 C íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

{L2(4), L2(3
2n+1), CL2(q)(v)/〈v〉|v ∈ L2(q), v

2 = 1, q = 3, 5(mod 8)}.

Ââèäó òåîðåìû 2.4.1 C îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (C) ' L2(Q). Ñëåäîâàòåëüíî,
T (C) ' 〈a〉 × L, ãäå L ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q õàðàêòåðè-
ñòèêè 3.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.16. Ãðóïïà G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïðîñòóþ ïîä-
ãðóïïó R, èçîìîðôíóþ Re(Q), ãäå Q � áåñêîíå÷íîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòå-
ðèñòèêè 3, íå ñîäåðæàùåå ïîäïîëåé ïîðÿäêà 9, ïðè÷åì äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè a ∈ R,
T (CG(a)) < R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðóïïó C èç ëåììû 5.1.15. Ïðåäñòàâèì C â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè ïîäãðóïï

N1 < N2 < . . . < Nk < . . . ,

ãäå Nk = 〈a〉 × Lk, ãäå Lk ' L2(3
2nk+1). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòà-

òî÷íî áîëüøîãî m, Nk < Rk ' Re(32nk+1), ãäå k > m. Ïî ëåììå 5.1.13 T (NG(S)) < Rk äëÿ
ëþáîãî k > m, íî òîãäà 〈T (NG(S)), Nk〉 = Rk äëÿ ëþáîãî k > m. Îòñþäà

R1 < R2 < . . . < Rk < . . .

âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîäãðóïï, à R = ∪Rk � áåñêîíå÷íî ëî-
êàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ Re(Q), ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòå-
ðèñòèêè 3 (ïðåäëîæåíèå 1.3.10). Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ñîïðÿæåííîñòè
èíâîëþöèé â R è òîãî ôàêòà, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ T (CG(a)) = CR(a) < R.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.17. Ïóñòü R � ïîäãðóïïà èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 5.1.16. Òîãäà G îáëà-
äàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) = R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà G íàñûùåíà ìíîæåñòâîì ãðóïï {Re(32n+1)}.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà â G íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé êîíå÷íîé ïðîcòîé íåàáåëåâîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G, ñîäåðæàùåé ïîäãðóïïó K, M
íå èçîìîðôíà Re(32n+1). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òàêóþ ïîäãðóïïó M. Òàê êàê âñå èí-
âîëþöèè â ãðóïïå G ñîïðÿæåíû (ëåììà 5.1.6 ), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M ∩ R ñîäåðæèò
ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó SM ãðóïïû M. Ïîñêîëüêó T (NG(SM)) < R (ëåììà 5.1.13), è äëÿ
ëþáîé èíâîëþöèè x ∈ SM , CM(x) ≤ R (ëåììà 5.1.15 ), òî M = 〈CM(x), NM(SM)〉 ⊂ R, çà
èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñëó÷àåâ: ëèáî M ' L2(4), ëèáî M ' L2(8).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM ' L2(4). ÒîãäàH = M∩R = (〈a〉×〈x〉)h〈d〉 ' A4, a� èíâîëþöèÿ,
à |d| = 3. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.12 â R íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ w òàêàÿ, ÷òî dw = d−1. Âîçüì¼ì
âM \H èíâîëþöèþ v, òàêóþ, ÷òî dv = d−1. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈d, v, w〉 < M1 < G, ãäåM1 �
êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé, M1 íå ëåæèò
â R è

M1 ∈̃{L2(4), L2(8), Re(32n+1)}.

Ïîñêîëüêó
M1 = 〈CM1(dw), CM1(d

2w)〉,

òî M1 ≤ R, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ' L2(8). Òîãäà H = M ∩ R = (〈a〉 × 〈x〉) × 〈t〉 h 〈d〉, a, t �

èíâîëþöèè, à |d| = 7. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.12 â R íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ w òàêàÿ, ÷òî dw =
d−1. Âîçüì¼ì âM \H èíâîëþöèþ v òàêóþ, ÷òî dv = d−1. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈d, v, w〉 < M1 <
G, ãäå M1 � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ñ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé,
M1 íå ëåæèò â R è

M1 ∈̃ {L2(8), Re(32n+1)}.

Ïîñêîëüêó
M1 = 〈CM1(dw), CM1(d

2w)〉,

òî ïî ëåììå 5.1.16 M1 ≤ R, ÷òî íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, K ≤M < R. Â ýòîì ñëó÷àå â R ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà R1 '

Re(32n+1), ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó K. Ñëåäîâàòåëüíî, G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
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{Re(32n+1)} è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.10 îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîðé ÷àñòüþ T (G) ' Re(Q) äëÿ
ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q õàðàêòåðèñòèêè 3.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììû 5.1.16 è 5.1.17 çàâåðøàþò ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà S = 〈a〉 × 〈z〉 × 〈t〉 �
ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 8.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé |S| > 8. Ââèäó ëåììû 5.1.2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàñûùàþùåå ìíî-
æåñòâî äëÿ ãðóïïû G ñëåäóþùåå:

M = {J1, L2(2
n), Re(32n+1), L2(q), q ≡ 3, 5 (mod 8)},

è S � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Âîçüì¼ì èíâîëþöèþ x ∈ S, è ïóñòü C = CG(x).

Ëåììà 5.1.18. T (C) � ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (C) ïîäãðóïïó ãðóïïû
C, ïîðîæäåííóþ âñåìè ýëåìåíòàìè êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ ãðóïïû C.

Â P (C) ñóùåñòâóåò íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ïðîñòîãî íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà d. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü P (C) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé
êîíå÷íîé ïîäãðóïïû K ∈ M(1), K ' L2(2

n) è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî M = {L2(2

n)}. Â ýòîì ñëó÷àå T (G) ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî
ïîëÿ Q õàðàêòåðèñòèêè 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì G. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò d.

Ïîëîæèì P (C) = P (C)/〈x〉. ßñíî, ÷òî S = S/〈x〉 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â P (C).

Åñëè äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè y ∈ P (C), 〈dy〉 = 〈d〉, òî d C 〈d〉S, à 〈d〉 C 〈d〉S. Âîçüìåì â S
êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó S1 = 〈(〈x〉 × 〈z〉 × 〈v〉 × 〈t〉), d〉, ãäå x2 = z2 = v2 = t2 = 1. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈d〉S1 < L, ãäå L ∈ M(1). Ñëåäîâàòåëüíî, L ' L2(2

n), n > 3. Íî CL(x) �
2-ãðóïïà, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî d ∈ CL(x).

Èòàê, íàéä¼òñÿ èíâîëþöèÿ y ∈ P (C) òàêàÿ, ÷òî 〈d〉y 6= 〈d〉. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈x, d, y〉 < L, ãäå L ∈M(1). Ïîñêîëüêó CL(x) ñîäåðæèò ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà d, òî

L ∈̃ {J1, Re(32n+1), L2(q)|q ≡ 3, 5(mod 8)},

è â G íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà
(〈x〉 × 〈z〉) h 〈d1〉,

ãäå x2 = z2 = d31 = 1. Òàê êàê ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà è èìååò
ïîðÿäîê íå ìåíåå 16, òî â G íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ t, ÷òî 〈x〉 × 〈z〉 × 〈t〉 � ïîäãðóïïà â G.
Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈〈d1〉, (〈x〉 × 〈z〉 × 〈v〉 × 〈t〉)〉 < L,

ãäå
L ∈̃ {J1, Re(32n+1)},

è â G íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà
〈x〉 × ((〈z〉 × 〈t〉) h 〈d2〉),

ãäå x2 = z2 = t2 = d32 = 1.
Òàê êàê ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà è èìååò ïîðÿäîê íå ìåíåå

16, òî â G íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ v, ÷òî (〈x〉 × 〈z〉 × 〈v〉 × 〈t〉) � ïîäãðóïïà â G. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè

〈〈d2〉, (〈x〉 × 〈z〉 × 〈v〉 × 〈t〉)〉 < L.
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Ïîñêîëüêó ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç L ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïî-
ðÿäêà íå ìåíåå 16, òî L ' L2(2

n), n > 3. Íî CL(x) � 2-ãðóïïà, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
d1 ∈ CL(x).

Òàêèì îáðàçîì, P (C) íå ìîæåò ñîäåðæàòü íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû è ñëó÷àÿ |S| > 8.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.18 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ðàçäåëà I.

II. Ãðóïïà G ñîäåðæèò íåàáåëåâó ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó

Ïóñòü S � íåêîòîðàÿ íåàáåëåâà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ëåììà 5.1.19. S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6 âñå ñèëîâñêèå 2-
ïîäãðóïïû ãðóïïû G êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû, à â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû è ââèäó ëåììû
5.1.2 îíè èçîìîðôíû ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå ëèáî ãðóïïû Sz(22k+1), ëèáî ãðóïïû U3(2

n).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S1 ãðóïïû G, ÷òî S1 6= S è
K = S ∩ S1 6= {1}. Ïîíÿòíî, ÷òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî, åñëè M � ëþáàÿ äðóãàÿ
ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G è M 6= S, òî |M ∩ S| ≤ |K|.

Åñëè K � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ïîäãðóïïà, çíà÷èò, K ñîäåðæèòñÿ â Z(S), òî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç t ëþáîé ýëåìåíò ïîðÿäêà 4 èç S, äëÿ êîòîðîãî t2 ∈ K. Åñëè æå K ñîäåðæèò
ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, òî ÷åðåç t îáîçíà÷èì ëþáîé ýëåìåíò ðàçíîñòè NS(K)\K ñî ñâîéñòâîì:
t2 ∈ K (òàêîé ýëåìåíò íàéä¼òñÿ, ïîñêîëüêó â S âûïîëíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðíîå óñëîâèå).
Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå T = 〈K, t〉 � ãðóïïà ïåðèîäà 4, K /T è |T/K| = 2. Äàëåå îáîçíà÷èì
÷åðåç t1 ëþáîé ýëåìåíò èç NS1(K) \K, äëÿ êîòîðîãî t21 ∈ K. Òîãäà K � íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà èíäåêñà 2 â ãðóïïå T1 = 〈K, t1〉. Òàêèì îáðàçîì, B = 〈K, t, t1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà,
ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíò ïîðÿäêà 4.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû è ëåììå 5.1.2 B < L, ãäå L èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå Sz(22k+1
), ëèáî

ãðóïïå U3(2
n). Â ëþáîì ñëó÷àå ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç L èìåþò òðèâèàëüíîå

ïåðåñå÷åíèå. Íî òîãäà 2-ïîäãðóïïû T è T1 èç L ñîäåðæàòñÿ â îäíîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå
ãðóïïû L. Â ÷àñòíîñòè, B ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Åñëè S2 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû
G, ñîäåðæàùàÿ B, òî S2 6= S(t1 ∈ S2, t1 /∈ S), S2 ∩ S ñîäåðæèò T . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó ïîäãðóïïû S1.

Èòàê, S òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáîé äðóãîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

M = {L2(2
n), U3(2

2n), Sz(22n+1)}.

Òàê êàê S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ïîðÿäêè êîíå÷íûõ ãðóïï èç M(1) îãðàíè÷åíû â
ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðûì ÷èñëîì m. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû 5.1.4.

Ëåììà äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ëåììà 5.1.20. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S ñîäåðæèò êî-
íå÷íóþ ïîäãðóïïó K òàêóþ, ÷òî K � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãóïïà íåêîòîðîé êîíå÷íîé ãðóïïû
L < G è L ∈̃ {U3(2

k), Sz(22n+1)}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M(1) íå ñîäåðæèò ãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç ìíîæåñòâà
{U3(2

k), Sz(22n+1}, òî ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G � àáåëåâà, è òåîðåìà èìååò ìåñòî
(ñì. ðàçäåë I). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ
ãðóïïà L ∈M(1), ÷òî

L ∈̃ {U3(2
k), Sz(22n+1}.

Çàôèêñèðóåì ãðóïïó L è íåêîòîðóþ å¼ ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó SL. Òàê êàê âñå ñèëîâñêèå
2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G áåñêîíå÷íû, òî SL < S � áåñêîíå÷íàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ãðóïïû G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.21. Â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S1 6= S, ÷òî
ëèáî K = S1∩S ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, ëèáî K � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà
è |K| ≥ 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G ïåðåñåêàþòñÿ
òðèâèàëüíî. Ïîñêîëüêó ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç Sz(22k+1) íå ìîæåò áûòü èçîìîðôíà
íèêàêîé ïîäãðóïïå ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå èç U3(2

n), à ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç U3(2
n)

íå ìîæåò áûòü èçîìîðôíà íèêàêîé ïîäãðóïïå ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû èç Sz(22k+1) íè
ïðè êàêèõ k, n, òî (ñì. ëåììó 5.1.20) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî
íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî

M = {L2(2
n), U3(2

2n),

ëèáî íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî

M = {L2(2
n), Sz(22n+1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.13, G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ

T (G) ∈̃ {L2(Q), U3(Q)}

äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q ÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ðàçáåðåì âòîðîé ñëó÷àé. Âîçüìåì â M(1) ãðóïïó K ' L2(2
n), à â íåé ýëåìåíòû b

ïîðÿäêà 3 è èíâîëþöèþ x òàêèå, ÷òî bx = b−1. Ïîñêîëüêó M(1) cîäåðæèò K0 ' Sz(22n+1),
òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ G òàêîé, ÷òî a2 = x. Òàê êàê G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈b, ba〉 �
êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîñêîëüêó

〈b, ba〉a = 〈ba, ba2〉 = 〈ba, b−1〉 = 〈b, ba〉,

òî ãðóïïà 〈b, a〉 êîíå÷íà, è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, a〉 < K1, ãäå

K1 ∈̃ {L2(2
n), Sz(22n+1)}.

Â ñèëó òîãî, ÷òî K1 ñîäåðæèò ýëåìåíò a ïîðÿäêà 4, ïîëó÷àåì, ÷òî K1 ' Sz(22n+1). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, K1 ñîäåðæèò ýëåìåíò b ïîðÿäêà 3, à Sz(22n+1) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 3, ñëåäîâàòåëüíî, K1 6' Sz(22n+1). Ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû S1 6= S, K = S∩S1 6= 1.
ÏóñòüK � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 2 èëè 4. Îáîçíà÷èì: i� èíâîëþöèÿ èçK;
b � ýëåìåíò ïîðÿäêà 4 èç S; l = b2; x � ýëåìåíò ãðóïïû G, äëÿ êîòîðîãî i = lx. Ðàññìîòðèì
ïåðåñå÷åíèå Sx ∩ S1 = Q, êîòîðîå ñîäåðæèò i. Äîïóñòèì, ÷òî ñíîâà ýòî ïåðåñå÷åíèå åñòü
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ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà ≤ 4 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëåììà âåðíà). Åñëè
a = bx, òî a ∈ Sx è a2 = i. Ïóñòü j � ëþáàÿ èíâîëþöèÿ èç S1 \ Sx. Ïî ëåììå 5.1.7 j
öåíòðàëèçóåò Q. Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó T = 〈Q, a, j〉. Ïîñêîëüêó ôàêòîð-ãðóïïà T/Q
ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè aQ è jQ, òî T � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû
T < L1, ãäå

L1 ∈̃ {Sz(22m+1), U3(2
s)}.

Òàê êàê ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç L1 ïåðåñåêàþòñÿ òðèâèàëüíî, òî 2-ïîäãðóïïû
〈Q, a〉 è 〈Q, j〉 ñîäåðæàòñÿ â îäíîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå èç L. Â ÷àñòíîñòè, T ÿâëÿåòñÿ
2-ïîäãðóïïîé. Åñëè S2 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ T , òî S2 6= Sx(j ∈
T \ Sx). Ïðè ýòîì ïåðåñå÷åíèå S2 ∩ Sx ñîäåðæèò ýëåìåíò a ïîðÿäêà 4. Ýòî äîêàçûâàåò
ëåììó.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.22. Ëþáûå äâå èíâîëþöèè èç S ∪ S1 ïåðåñòàíîâî÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ÷òî t ∈ (S \ S1), l ∈ (S1 \ S), |t| = |l| = 2
è tl 6= lt. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1 ïîäãðóïïó èç K, êîòîðàÿ ëèáî öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà 4,
ëèáî ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîðÿäêà 8, è ïîëîæèì F = 〈K1, t, l〉. Çàìåòèì, ÷òî K1 < Z(F ),
çíà÷èò, F � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òàê êàê ïîäãðóïïà 〈K1, t〉 ëèáî ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà
4, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ïîðÿäêà 16, òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû F < U , ãäå
U èçîìîðôíà ëèáî ãðóïïå Sz(22m+1), ëèáî ãðóïïå U3(2

n). Îòñþäà, êàê è âûøå, âûâîäèì,
÷òî F ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé è tl = lt. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.23. Ïóñòü a � ýëåìåíò ïîðÿäêà 4, j � èíâîëþöèÿ; a, j ∈ (S ∪ S1). Òîãäà
aj = ja.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a, j ñîäåðæàòñÿ â îäíîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå ãðóïïû G,
òî ëåììà âåðíà â ñèëó ëåììû 5.1.7. Ïóñòü, íàïðèìåð, a ∈ S, j ∈ (S1 \ S). Ïî ëåììå
5.1.22 ja2 = a2j. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, j〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ íåòðèâèàëüíî
ïåðåñåêàþùèåñÿ 2-ïîäãðóïïû: 〈a〉, 〈a2〉 × 〈j〉. Â ýòîé ñèòóàöèè, êàê äîêàçûâàëîñü ðàíåå,
〈a, j〉 ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, aj = ja.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.1.24. S1 ∩ S ñîäåðæèò âñå èíâîëþöèè èç S1 ∪ S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, èíâîëþöèÿ j ñîäåðæèòñÿ â S. Â ñèëó ëåìì 5.1.22,

5.1.23 j ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç S1, à ïîòîìó S1〈j〉, åñòü 2-ãðóïïà. Íî S1 �
ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ñëåäîâàòåëüíî, j ∈ S1, ò. å. j ∈ S ∩ S1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ðàçäåëå II. Ïóñòü x ∈ S, y ∈ S1. Åñëè õîòÿ áû
îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ � èíâîëþöèÿ, òî xy = yx (ëåììà 5.1.24). Ïóñòü |x| = |y| = 4.
Ïîëîæèì D = 〈x, y〉. Òàê êàê x2, y2 ñîäåðæàòñÿ â Z(D), òî D � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à å¼
2-ïîäãðóïïû 〈x, y2〉 è 〈x2, y〉 èìåþò íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå. Íî òîãäà D åñòü 2-ãðóïïà,
xy ÿâëÿåòñÿ 2-ýëåìåíòîì è xy = yxz, ãäå |z| ≤ 2. Ïóñòü S2 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû G, ñîäåðæàùàÿ D, S2 ∩ S ñîäåðæèò ýëåìåíò x ïîðÿäêà 4. Ïîýòîìó äëÿ ïàðû (S, S2)
ñïðàâåäëèâû ëåììû 5.1.22, 5.1.23, 5.1.24, à ïîòîìó z ∈ S. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ
âêëþ÷åíèå z ∈ S1. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ S ∩ S1 è SS1 � 2-ãðóïïà. Òàê êàê S, S1 � ñèëîâ-
ñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G, òî S = S1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî S 6= S1. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ðàçäåëå II.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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5.2 Ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè ëèåâà òè-

ïà ðàíãà 1

Teîðåìà 5.2.1. Ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà ðàíãà 1, îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ èçîìîðôíà
ïðîñòîé ãðóïïå ëèåâà òèïà ðàíãà 1 íàä ïîäõîäÿùèì ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

M = {L2(q), U3(q), Sz(22n+1), Re(32n+1)},

ãäå q, n íå ôèêñèðóþòñÿ (â ñëó÷àå L2(q), q > 3), òîãäà M � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà ðàíãà 1.

Ëåììà 5.2.2. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G � îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ :
1. S = 〈a2n = v2 = 1, av = a2

n−1−1〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà ( S èçîìîðôíà ñèëîâñêîé
2-ïîäãðóïïå U3(q), ãäå q ≡ 1 (mod 4) ).

2. S = 〈a, w|a2n = b2
n

= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà ( S èçîìîðôíà
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå U3(q), ãäå q ≡ −1 (mod 4) ).

3. S � êîíå÷íàÿ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà ðàíãà íå ìåíåå òðåõ.
4. S � ãðóïïà äèýäðà.
5. S èçîìîðôíà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå ãðóïïû Sz(2n+1) äëÿ ïîäõîäÿùåãî n.
6. S èçîìîðôíà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå ãðóïïû U3(2

n) äëÿ ïîäõîäÿùåãî n.
7. S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà ïåðèîäà íå áîëåå 4, è âñå èíâîëþöèè èç S ëåæàò â Z(S).
8. S � ÷åðíèêîâñêàÿ 2-ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà S, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.3.6, �
îäíîãî èç âèäîâ 1�6 óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî S � áåñêîíå÷íàÿ
ãðóïïà.

Ïóñòü S ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó D ïîðÿäêà 8. Â ñèëó ïðåäëîæå-
íèÿ 1.2.9, D âëîæèìà â áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó I ãðóïïû S. Åñëè I
ñîäåðæèò ýëåìåíò b ïîðÿäêà 8, òî 〈D, b〉 � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ íàñû-
ùåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû D1, ãäå D1 � îäíîãî èç âèäîâ 1�6 óòâåðæäåíèÿ
ëåììû. Êàê ëåãêî âèäåòü, ýòà ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà. Èòàê, I � ïîäãðóïïà ïåðèîäà íå áî-
ëåå 4, è áóäåì ñ÷èòàòü I ìàêñèìàëüíîé â óêàçàííîì ñìûñëå. Ïîêàæåì, ÷òî âñå èíâîëþöèè
èç I ëåæàò â Z(I). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè x ∈ I è ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ I
〈D, x, y〉 � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû D1, ãäå D1 � îäíîãî èç âèäîâ 1�6 óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Êàê ëåãêî âèäåòü, ýòà ñè-
òóàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà D1 � îäíîãî èç âèäîâ 3, 5, 6 óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
Íî âî âñåõ óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ x ∈ Z(D1) è xy = yx. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x,
êàê èíâîëþöèè èç I, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Åñëè S = I, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
x ∈ S \ I 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî x ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî xz = zx äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè
z ∈ I. Åñëè |x| = 2, òî ãðóïïà 〈x, z〉 êîíå÷íà äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè z èç I. Ïóñòü t �
èíâîëþöèÿ èç Z(〈x, z〉). Åñëè t ∈ I, òî ïîëîæèì z = t. Åñëè t /∈ I, òî ïîëîæèì x = t.
Ïîäãðóïïà 〈z〉× 〈x〉 = K1, î÷åâèäíî, íå ëåæèò â I è K1 ∩ I = 〈z〉. Âîçüìåì â I èíâîëþöèþ
t 6= z. ßñíî, ÷òî tz = zt. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈z, x, t〉. Äàííàÿ ïîäãðóïïà,
î÷åâèäíî, íå ëåæàò â I è

(〈z〉 × 〈t〉) < (〈z, x, t〉 ∩ I).
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Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.9 â 〈z, x, t〉 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v òàêîé, ÷òî v ∈ NG(〈z〉× 〈t〉) \ I è
v2 ∈ I. Òîãäà ãðóïïà K2 = 〈v, z, t, t1〉, ãäå t1 ∈ I \ (〈z〉× 〈t〉), � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà. Ïî óñëî-
âèþ íàñûùåííîñòè K2 ≤ K3 ∈M(1). Òàê êàê K2 ñîäåðæèò ïîäãðóïïó 〈z〉×〈t1〉×〈t〉, òî èç
ñòðóêòóðû M âûòåêàåò, ÷òî K2 � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà t1 èç I ïîëó÷èì, ÷òî v ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáîé èíâîëþöèåé èç I. Ïóñòü y � ïðî-
èçâîëüíûé ýëåìåíò èç I. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà 〈D, v, y〉 < D1, è
D1 � îäíîãî èç âèäîâ 3, 5, 6, óêàçàííûõ â óòâåðæäåíèè ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, vy = yv.
Òàêèì îáðàçîì, I〈v〉 � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà èç S, ïåðèîäà íå áîëåå 4, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè I â óêàçàííîì ñìûñëå. Èòàê, âñå èíâîëþöèè èç S ëåæàò â
Z(I). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî S ïåðèîäà íå áîëåå 4, çíà÷èò, ëîêàëüíî êîíå÷íà (ïðåäëîæåíèå
1.2.22). Íî òîãäà S = I. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü S íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêà áîëåå ÷åòûðåõ. Ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 1.3.1 S � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå 2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

N = {L2(2
n);Re(32n+1);U3(2

2n);Sz(22n+1);L2(q), q ≡ 3, 5 (mod 8)}.
A = {L2(q), q− íå÷åòíî è q 6= 3, 5 (mod 8)}.
B = {U3(q), q− íå÷åòíî}.

Ëåììà 5.2.3. Äëÿ M(1) âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå âçàèìîèñêëþ÷àþùèå ñëó÷àè :
(A) M(1) ⊆ N(1).
(B) M(1) ⊆ N(1) ∪ A(1), ãäå A(1) 6= ∅.
(C) M(1) ⊆ N(1) ∪ A(1) ∪B(1), ãäå B(1) 6= ∅,
Äîêàçàòåëüñòâî.Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâM(1),N(1),A(1),

B(1).
Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ (À)

Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà äîêàçàíà ïî òåîðåìå 5.1.1 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.20.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ (Â)

Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà S � êîíå÷-
íàÿ ãðóïïà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6 S � îäíîãî èç âèäîâ 1�6, óêàçàííûõ â ëåììå 5.2.2. Òàê
êàê A(1) 6= ∅, òî S ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ãðóïïó äèýäðà ïîðÿäêà áîëåå 4, ñëåäîâàòåëüíî, S
íå ìîæåò áûòü âèäà 3, 5, 6. Åñëè S � âèäà 1 èëè 2, òî M(1) ñîäåðæèò X ' U3(q) äëÿ íåêî-
òîðîãî íå÷åòíîãî q, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî X ∈ M(1), X ' L2(q).
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.8 T (G) ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà íåêîòîðàÿ S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà âñå ñè-
ëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç G áåñêîíå÷íû. Ïîñêîëüêó A(1) 6= ∅, à B(1) = ∅, òî íàéäåòñÿ S
âèäà 8 ñ ïîëíîé ÷àñòüþ S̃ ðàíãà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G íàéäåòñÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
S1 âèäà 7. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.7 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |S∩S1| áîëüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàí-
íîãî ÷èñëà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî S∩S1 ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8 , ÷òî íåâîçìîæíî,
ïîñêîëüêó S1 � ïåðèîäà 4. Òàêèì îáðàçîì, G íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï
âèäà 7 èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 5.2.2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî X ∈ M(1), X ' L2(q), è
ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.8 T (G) ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ (Â) äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ (C)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà, è ïóñòü G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà 5.2.4. G � ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.1, G îáëà-
äàåò êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè T (G) ' M. Ïðî-
òèâîðå÷èå ñ âûáîðîì G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.5. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà :
1. S � îäíîãî èç âèäîâ 1, 2, 8, ïåðå÷èñëåííûõ â óñëîâèè ëåììû 5.2.2.
2. Ðàíã S ðàâåí 2.
3. Åñëè K ∈ B(1) è SK � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû K òàêàÿ, ÷òî SK < S, ãäå S

âèäà 8 èç ëåììû 5.2.2, òî ïîëíàÿ ÷àñòü S̃ ãðóïïû S ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1.Òàê êàê B(1) 6= ∅, òî ïóñòü 1 6= K ∈ B(1) è SK � ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà èç K. Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî SK < S, S ñîäåðæèò
ýëåìåíò ïîðÿäêà 8 (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 8)), Z(S) íå ñîäåðæèò âñå èíâîëþöèè èç S,
â ýòîì ñëó÷àå S ëèáî âèäà 1, ëèáî âèäà 2 èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 5.2.2, è ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç G áåñêîíå÷íû. Ïóñòü
S1 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G, ñîäåðæàùàÿ SK . Â ýòîì ñëó÷àå S1 ñîäåðæèò ýëåìåíò
ïîðÿäêà 8, è, ñëåäîâàòåëüíî, S1 âèäà 8 èç ëåììû 5.2.2. Åñëè â G íàéäåòñÿ ñèëîâñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà S2 âèäà 7 èç ëåììû 5.2.2, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.7 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |S1∩S2| >
m äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî m. Â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü
òàêîå m, ÷òî S1 ∩ S2 ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8 èç S1, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê S2 �
ãðóïïà ïåðèîäà 4. Èòàê, G íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï âèäà 7 èç ëåììû
5.2.2. Cëåäîâàòåëüíî, S âèäà 8 èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 5.2.2.

2. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ïåðâîãî.
3. Â ýòîì ñëó÷àå ðàíã åå ïîëíîé ÷àñòè S̃ ðàâåí 1 (ëåììà 5.2.2), SK � ïîëóäèýäðàëüíàÿ

ãðóïïà è S = S̃ h 〈SK〉, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.6. M(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï, è äëÿ ëþáîé
ãðóïïû K ∈M(1)

K ∈̃ {U3(q), L2(r)},

ãäå q, r � íå÷åòíû ( r > 3 ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.4 è ëåììå 5.2.4 G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëî-
êàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäêè ãðóïï èç ìíîæåñòâà M(1)
íå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, ò. å. M(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ êî-
íå÷íûõ ïîäãðóïï. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ëåììû 5.2.5 (ïóíêòû 1, 2).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.7. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç G. Òàê êàê G � ãðóïïà
Øóíêîâà, òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y〉 < K ∈M(1). Ïî
ëåììå 5.2.6 K ∈̃ {U3(q), L2(r)}, ãäå q, r � íå÷åòíû. Òàê êàê K � ãðóïïà ëèåâà òèïà ðàíãà
1, òî x, y ñîïðÿæåíû â K. Ïîñêîëüêó K < G, òî x, y ñîïðÿæåíû â G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.8. Âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A,B � äâå ðàçëè÷íûå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G. Ïî ëåììå
5.2.7 âñå èíâîëþöèè èç G ñîïðÿæåíû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, A ∩ Bg 6= e.
Åñëè A = Bg, òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü A 6= Bg. Íî òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà 〈A,Bg〉/(A∩Bg) �
êîíå÷íàÿ ãðóïïà, êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû Øóíêîâà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè.
Åñëè 〈A,Bg〉 � àáåëåâà ãðóïïà, òî îíà ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîðÿäêà 8, ÷òî íåâîçìîæíî
ââèäó ëåììû 5.2.5. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî

〈A,Bg〉 = (A ∩Bg)× (〈f〉h 〈t〉),

ãäå t � èíâîëþöèÿ, 〈f〉 ñîäåðæèò íåêîòîðóþ èíâîëþöèþ f1 è f
t = f−1, ëèáî

〈A,Bg〉 = 〈f〉h 〈t〉 −

ãðóïïà äèýäðà. Ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî

(A ∩Bg)× 〈f1〉 × 〈t〉 −

ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 8, ÷òî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íåâîçìîæíî. Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå, ââèäó ñîïðÿæåííîñòè ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï â ãðóïïå 〈A,Bg〉, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî 〈A,Bg〉 � 2-ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà áîëåå 4. Åñëè ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S èç G êî-
íå÷íà, òî îíà, ïîñêîëüêó B(1) 6= ∅, îäíîãî èç âèäîâ 1, 2 ëåììû 5.2.2 è 〈A,Bg〉 ëåæèò
â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå êîíå÷íîé ãðóïïû K òàêîé, ÷òî K ' U3(q), ãäå q �
íå÷åòíî. Â ýòîì ñëó÷àå âñå äîêàçàíî ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 (ïóíêò 8). Åñëè ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà èç G áåñêîíå÷íà, òî 〈A,Bg〉 ëåæèò â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ñèëîâñêîé 2-
ïîäãðóïïå S1, è îíà âèäà 8 èç ëåììû 5.2.2. Åñëè ðàíã S̃1 ðàâåí 1, òî S1 = S̃1 h 〈t〉, ãäå t �
èíâîëþöèÿ è äëÿ ëþáîãî s ∈ S̃1, s

t = s−1. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, A,Bg ñîïðÿ-
æåíû â S1. Åñëè ðàíã ïîëíîé ÷àñòè S̃1 ðàâåí 2, òî 〈A,Bg〉 ëåæèò â íåêîòîðîé K ' U3(q),
ãäå q � íå÷åòíî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêò 7) A,Bg ñîïðÿæåíû â K. Ïîñêîëüêó K < G,
òî A,B ñîïðÿæåíû â G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.9. B(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà ïîðÿäêè ãðóïï èçB(1) îãðàíè÷åíû â
ñîâîêóïíîñòè. Ïóñòü A � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà èç G. Åñëè ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G
áåñêîíå÷íà, òî èç òîãî ôàêòà, ÷òî B(1) 6= ∅ è ëåììû 5.2.5 (ïóíêò 3) âûòåêàåò, ÷òî ìîæíî
âûáðàòü S ñ ïîëíîé ÷àñòüþ S̃ ðàíãà 2. Ââèäó ëåììû 5.2.8 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A < S̃.
Íî â ýòîì ñëó÷àå èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 (ïóíêò 3) è óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî
B(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì,
âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû, â ÷àñòíîñòè S, êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû (ïðåäëîæåíèå 1.3.6). Ïî
ëåììå 5.2.6 ìíîæåñòâîM(1)\B(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï è äëÿ
ëþáîé ãðóïïû K ∈M(1)\B(1), K ' {L2(q)}, ãäå q � íå÷åòíî. Ïóñòü x � èíâîëþöèÿ èç A.
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Ââèäó ëåììû 5.2.6 è ïðåäëîæåíèÿ 1.3.4 CG(x) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ
ïîäãðóïïó.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî B(1) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï, òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå m, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû Y ∈ B(1), |Y | < m. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâî äåëèòåëåé ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïï èç ìíîæåñòâà B(1) êîíå÷íî.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ èç CG(x) êîíå÷íî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî âîçüìåì â CG(x) ýëåìåíò b ïðîñòîãî ïîðÿäêà p > m.
Òàê êàê G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî äëÿ ëþáîãî g ∈ CG(x) ãðóïïà 〈x, b, bg〉 êîíå÷íà. Ïî
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, b, bg〉 < Rg, ãäå Rg ∈ M(1). Òàê êàê p > m, òî Rg ' L2(r)
äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî r. Â ñèëó òîãî, ÷òî CR(x) � ãðóïïà äèýäðà (ïðåäëîæåíèå 1.4.3),
〈b〉 = 〈bg〉, è 〈b〉 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â CG(x).

Òàê êàê CG(x) ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó K ∈ B(1), òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
CK(x) ' GU2(q). Òàê êàê CK(x) < CG(x), òî 〈b〉CK(x) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈b〉CK(x) < W , ãäe W ∈ M(1) \ B(1), ïîñêîëüêó W ñîäåðæèò ýëåìåíò b.
Â ýòîì ñëó÷àå W ' L2(r) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî r. Ñëåäîâàòåëüíî, CW (x) � ãðóïïà
äèýäðà, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó 〈b〉CK(x) < CW (x). Ïðîòèâîðå÷èå.

Âîçüìåì â CG(x) áåñêîíå÷íóþ àáåëåâó ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó D (ïðåäëîæåíèå
1.3.4, ëåììà 5.2.6). Òàê êàê ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G êîíå÷íà, òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
èçD òàêæå êîíå÷íà. Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ
èç D è òîãî ôàêòà, ÷òî ðàíãè êîíå÷íûõ p-ãðóïï èç D íå áîëåå 2, ïîëó÷àåì, ÷òî D �
÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü. ÷òîD � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà
(p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, òàê êàê ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà êîíå÷íà). Âîçìåì âD ýëåìåíò
b ïðîñòîãî ïîðÿäêà p. Òàê êàê G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî äëÿ ëþáîãî g ∈ CG(x) ãðóïïà
〈x, b, bg〉 êîíå÷íà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, b, bg〉 < R, ãäå R ∈M(1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî g R ' L2(r) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî r. Â ñèëó òîãî,
÷òî CR(x) � ãðóïïà äèýäðà (ïðåäëîæåíèå 1.4.3), 〈b〉 = 〈bg〉 è 〈b〉 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â
CG(x). Òàê êàê CG(x) ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó K ∈ B(1), òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
CK(x) ' GU2(q). Òàê êàê CK(x) < CG(x), òî 〈b〉CK(x) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈b〉CK(x) < R, ãäå R ∈ B(1), ïîñêîëüêó R ñîäåðæèò CK(x). Ñëåäîâàòåëüíî,
R ' U3(q1) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî q1 è |b| äåëèò q1 + 1, ïîñêîëüêó 〈b〉 � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â CR(x). Ñëåäîâàòåëüíî, â CR(x) åñòü ïîäãðóïïà 〈b〉×〈b1〉, ãäå |b| = |b1|, êîòîðàÿ
ëåæèò â öåíòðàëèçàòîðå íåêîòîðîé ÷åòâåðíîé ãðóïïû V èç R è x ∈ V (ïðåäëîæåíèå 1.4.8,
ïóíêòû 1�4). Â ýòîì ñëó÷àå

CR(V ) = CR(〈b〉 × 〈b1〉).

Òàê êàê D � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ p-ãðóïïà, òî âîçüìåì â D ýëåìåíò b2 ñî ñâîéñòâîì
bp2 = b. Ãðóïïà 〈V, b2〉 ñîäåðæèò êîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó 〈x, b〉. Òîãäà ôàêòîð-
ãðóïïà 〈V, b2〉/〈x, b〉 = 〈v, b2〉, ãäå V � ãðóïïà ïîðÿäêà 2, à b2 � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà
p. Ïîñêîëüêó G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.3 〈V, b2〉/〈x, b〉 = 〈V , b2〉 �
êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈V, b2〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈V, b2〉 < R1 ∈ M(1). Òàê êàê R1 ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ãðóïïó V è ýëåìåíò b ïðîñòîãî
íå÷åòíîãî ïðÿäêà è b ∈ CR1(V ), òî R1 ' U3(q2) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî q2. Ïî ïðåäëî-
æåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4) |b2| äåëèò q2 + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, b2 ∈ CR1(V ) < CG(x). Òàêèì
îáðàçîì, p2 äåëèò |R1|. Äàëåå, ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè è ïîëüçóÿñü ïîëíîòîé D, ïîëó÷à-
åì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà bk ∈ D, èìåþùåãî ïîðÿäîê pk, â CG(x) ñóùåñòâóåò ÷åòâåðíàÿ
ãðóïïà Vk, ñîäåðæàùàÿ èíâîëþöèþ x, ÷òî bk ∈< CG(V ) < CG(x). Èç ïîëó÷åííûõ âêëþ÷å-
íèé âûòåêàåò íåîãðàíè÷åííîñòü ïîðÿäêîâ ãðóïï èç ìíîæåñòâà B(1), ÷òî, êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, íåâîçìîæíî.

Èòàê, äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ CG(x) R ' U3(q) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî q. Åñëè |b| äåëèò
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q + 1, òî, ðàññóæäàÿ êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïðèõîäèì ê íåîãðàíè÷åííîñòè ïîðÿäêîâ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B(1), ÷òî íåâîçìîæíî. Ïóñòü |b| íå äåëèò q+1. Òîãäà |b| äåëèò q−1,
è â CR(x) åñòü ýëåìåíò f ïîðÿäêà 4 òàêîé, ÷òî bf = b−1, f 2 = x. Â ñèëó ïîëíîòû D â íåé
íàéäåòñÿ ýëåìåíò b1, ÷òî b

p
1 = b. Ãðóïïà 〈f, b1〉 ñîäåðæèò êîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó

〈x, b〉, ôàêòîð-ãðóïïà ïî êîòîðîé 〈f, b1〉/〈x, b〉 = 〈f, b1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî,
〈f, b1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈f, b1〉 < R1 ' U3(q) äëÿ íåêîòîðîãî
íå÷åòíîãî q (èçîìîðôèçì R1 ' L2(r) íåâîçìîæåí ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
CR1(x) ñîäåðæèò íåàáåëåâó ïîäãðóïïó 〈f, b〉, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà, ÷òî
íåâîçìîæíî). Òàêèì îáðàçîì, â B(1) íàéäåòñÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà p2.
Äàëåå, ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî B(1) ñîäåðæèò ãðóïïû ñêîëü
óãîäíî áîëüøîãî ïîðÿäêà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî B(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî ëåììå 5.2.9 â B(1) íàéäåòñÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ U3(q), ãäå q > 5 è íå÷åòíî. Îòîæ-

äåñòâèì óêàçàííóþ ãðóïïó ñ L
(−)
3 (q) = U3(q) èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 è áóäåì äàëåå èñ-

ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ: i, j, w, v, b, d1, d2, A, V,B. Ïóñòü N = NG(A),
CA = CG(A), CB = CG(B).

Ëåììà 5.2.10. N = CA h V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, CAhV ⊆ N . Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü g ∈ N.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V,Ag = Av è ag = av äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî,
agv

−1
= a, gv−1 = c ∈ CA, g = cv ∈ CA h V.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.11. CA îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CA), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêî-
íå÷íîé àáåëåâîé ñ÷åòíîé ãðóïïîé ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç CA. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííî-
ñòè K < R ' U3(q). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8(ïóíêò 4), CR(A) � àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2,
ñëåäîâàòåëüíî, K � àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå 2. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà K,
êàê êîíå÷íîé ïîäãðóïïû èç CA, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû èç CA � àáåëå-
âû ðàíãà íå áîëåå 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.5 CA îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CA).
Ïî ëåììàì 5.2.8, 5.2.9 CA ñîäåðæèò êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîðÿä-
êà. Ñëåäîâàòåëüíî, CA ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, à
T (CA) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé ðàíãà 2 è ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé (ïðåäëîæåíèå
1.3.4).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.12. N îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (N) = T (CA) h V.

Äîêàçàòåëüñòâî. T (CA) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â N . Ïî ëåììå 5.2.11 è
ïðåäëîæåíèÿì 1.3.1, 1.3.2 ôàêòîð-ãðóïïà N = N/T (CA) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øóíêîâà. Ïî-

êàæåì, ÷òî V CN . Ïóñòü b � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç V . Òîãäà 〈b, bg〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà
äëÿ ëþáîãî g ∈ N . Ïóñòü K � íåêîòîðûé åå êîíå÷íûé ïðîîáðàç â N, ñîäåðæàùèé êî-
íå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈b, bg, A〉. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, bg, A〉 < K ≤ R ∈ M(1) è
R ' {U3(q)}. ßñíî, ÷òî bg ∈ NR(A) ⊂ N . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4) bg = cbk,

ãäå c ∈ CR(A) < T (CA), 1 6 k 6 2. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b〉 = 〈bg〉 è T (CA) h 〈b〉) C N . Ïî
ïðåäëîæåíèÿì 1.3.1, 1.3.2 N/(T (CA) h 〈b〉) � ãðóïïà Øóíêîâà, âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû
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êîòîðîé èìåþò ïîðÿäîê 2 è ñîâïàäàþò ñ 〈w〉, ãäå w = w(T (CA)) h 〈b〉). Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.2.3 T (CA) h V = T (N).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.13. Åñëè äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû K èç T (CA) ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîäãðóïïà R, ÷òî K < R ∈ B(1) è

R ∈̃ {U3(q)|(3, q + 1) = 1},

òî T (CA) = C × Cw, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó K < T (CA) h 〈w〉. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈A,K,w〉 < R ∈ M(1), ãäå R � èç óñëîâèÿ ëåììû. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
(ïóíêòû 1�4) K < CR(A)h 〈w〉 = (〈d1〉× 〈dw1 〉)h 〈w〉 � ñïëåòåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 〈c〉
ïðè ïîìîùè ãðóïïû 〈w〉. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà K, êàê êîíå÷íîé ïîäãðóïïû èç
T (CA) h 〈w〉, ïîëó÷àåì, ÷òî T (CA) h 〈w〉 íàñûùåíà ñïëåòåíèÿìè êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï ïðè ïîìîùè ãðóïïû ïîðÿäêà äâà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.13 T (CA) h 〈w〉=(C ×Cw) h
〈w〉 � ñïëåòåíèå áåñêîíå÷íîé ëîêàëüíî öèêëè÷åñêîé ãðóïïû C ïðè ïîìîùè ãðóïïû 〈w〉.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.14. Åñëè â T (CA) ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî R ñî ñâîéñòâîì K < R ∈ B(1) âñåãäà

R ∈̃ {U3(q)|(3, q + 1) = 3},

òî T (CA) = CCw, ãäå C � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, C ∩ Cw = 〈d〉 �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 3 òàêàÿ, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà T (CA)/〈d〉 = C/〈d〉 × Cw/〈d〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç óñëîâèÿ ëåììû. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈A,K,w〉 < R ∈ B(1). Èç óñëîâèÿ ëåììû è ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 (ïóíêò 2)
âûòåêàåò, ÷òî CR(A)h〈w〉 = (〈d1〉〈dw1 〉)h〈w〉, ãäå CR(A) = (〈d1〉〈dw1 〉), 〈d1〉∩〈dw1 〉 = 〈d〉� öèê-
ëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 3, dw = d−1, è ôàêòîð-ãðóïïà CR(A)/〈d〉 = 〈d1〉/〈d〉×〈dw1 〉/〈d〉.
Ïîñêîëüêó T (CA) � àáåëåâà ãðóïïà (ëåììà 5.2.11), òî 〈d〉 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â
T (CA)h 〈w〉. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà (T (CA)h 〈w〉)/〈d〉 íàñûùåíà ñïëåòåíè-
ÿìè êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïðè ïîìîùè ãðóïïû ïîðÿäêà 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.13

(CA h 〈w〉)/〈d〉 = (C × C
w

) h 〈w〉, ãäå C � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ñëåäîâàòåëüíî, T (CA) h 〈w〉=(CCw) h 〈w〉, ãäå CA = CCw, C � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è C ∩ Cw = 〈d〉.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.15. Â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

M1,M2, · · · ,Mn, · · ·

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :
1. A < Mn ∈M(1) äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3, . . ..
2. NM1(A) < NM2(A) < · · · ⊂ NMn(A) < . . ..

3. T (N) =
∞⋃
n=1

NMn(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T (CA) � ñ÷åòíàÿ ãðóïïà (ëåììa 5.2.11), òî

T (CA) = {c1, c2, · · · , cm, · · · }.

Ïî ëåììå 5.2.12 T (N) � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈A, c1, V 〉 � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈A, c1, V 〉 < M1 ∈ B(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû
1�4)

NM1(A) = D(1) h V,

ãäå D(1) = CM1(A). Âîçüìåì ýëåìåíò cm1 ∈ {CA \ CM1(A)} ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì
çíà÷åíèåì íîìåðà m1. Ïîñêîëüêó T (N) � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî 〈NM1(A), cm1〉 �
êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈NM1(A), cm1〉 < M2 ∈M(1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)

NM2(A) = D(2) h V,

ãäå D(2) = CM2(A). ßñíî, ÷òî NM1(A) < NM2(A).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n > 2 ãðóïïà Mn ∈ B(1) ïîñòðîåíà. Âîçüìåì ýëåìåíò cmn−1 ∈

{T (CA) \ CU(n)(A)} ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì íîìåðà mn−1. Ñëåäîâàòåëüíî,
〈NMn(A), cmn−1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈NMn(A), cmn−1〉 < Mn+1 ∈ B(1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêò 1�4)

NMn+1(A) = D(n+1) h V,

ãäå D(n+1) = CMn+1(A). ßñíî, ÷òî NMn(A) < NMn+1(A). Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M1,M2, · · · ,Mn, · · · ,

îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì 1 èç óñëîâèÿ ëåììû. Ïî ïîñòðîåíèþ

NM1(A) < NM2(A) < · · · < NMn(A) < . . . ,

è ñâîéñòâî 2 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó cm ∈
∞⋃
n=1

NMn(A) äëÿ ëþáîãî m è V < NMn(A)

äëÿ ëþáîãî n, òî T (N) =
∞⋃
n=1

NMn(A), è ñâîéñòâî 3 äîêàçàíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï {M1,M2, · · ·Mn, · · · } èç ëåììû 5.2.15.

Ëåììà 5.2.16. Ïóñòü T (CA) � èç ëåììû 5.2.13. Òîãäà :
1. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû K = 〈f〉 × 〈g〉 èç T (CA) òàêîé, ÷òî |f | = |g| = m,

K = H, ãäå H = 〈r〉 × 〈rw〉 � ïîäãðóïïà èç T (CA), r ∈ C è |r| = m.
2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé

Mk ∈ {M1,M2, · · ·Mn, · · · },
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Mk ' {U3(q)|(3, q + 1) = 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ëåììå 5.2.13 CA = C × Cw, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, f = c1c2 äëÿ íåêîòîðûõ c1 ∈ C è c2 ∈ Cw, çíà÷èò, e = fm = cm1 c

m
2 .

Òàê êàê C∩Cw = e, òî cm1 = cm2 = e, c1 ∈ 〈r〉, c2 ∈ 〈rw〉 è f ∈ H. Òî÷íî òàêæå ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî g ∈ H. Òàê êàê |H| = |K|, òî H = K. Ïîëîæèì r = c1.

2. Äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ðàññóæäåíèé ëåììû 5.2.15 ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî Mn âû-
áèðàåòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ 5.2.13.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.17. Ïóñòü T (CA) � èç ëåììû 5.2.14. Òîãäà :
1. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû K = 〈f〉〈g〉 èç T (CA) òàêîé, ÷òî |f | = |g| = m è

〈d〉 = 〈f〉 ∩ 〈g〉, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî H = K, ãäå H = 〈r〉〈rw〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà
èç T (CA), r ∈ C, |r| = m è 〈d〉 = 〈r〉 ∩ 〈rw〉.

2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé

Mk ∈ {M1,M2, · · ·Mn, · · · },

Mk ' {U3(q)|(3, q + 1) = 3}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ëåììå 5.2.14 T (CA) = CCw, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà, ôàêòîð-ãðóïïà T (CA)/〈d〉 = C/〈d〉×Cw/〈d〉 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ èçîìîðô-
íûõ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Òàê êàê d ∈ H∩K, òî H/〈d〉 ' K/〈d〉. Äàëåå, ðàññóæäàÿ
êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå, ïîëó÷àåì, ÷òî H/〈d〉 = K/〈d〉, ñëåäîâàòåëüíî, H = K.

2. Äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ðàññóæäåíèé ëåììû 5.2.15 ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî Mn âû-
áèðàåòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû 5.2.14.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.18. Â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî :
1. M ' U3(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî áåñêîíå÷íîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé

õàðàêòåðèñòèêè.
2. A < M.
3. Äëÿ ëþáîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F < M , T (NG(F )) = NM(F ).
4. Ïóñòü SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû SM . Òîãäà SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

èç G.
5. Ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç M ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ïîñòðîåíèþ B = 〈w〉 × 〈j〉 < Mn äëÿ ëþáîãî n. Èç ëåììû
5.2.8 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n NMn(B) < T (NG(B)) = T (CG(B))hV1, ãäå V1 èçîìîðôíà
ãðóïïå V . Ïîêàæåì, ÷òî

CM1(B) < CM2(B) < · · · < CMn(B) < . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, CMn(A) < CMn+1(A) < T (CA) äëÿ ëþáîãî n. Ïî ëåììå 5.2.8 Ag = B äëÿ
íåêîòîðîãî g ∈ G. Ïîñêîëüêó

(CMn(A))g < (CMn+1(A))g < T (CA)g,

(CMn(A))g = CMg
n
(Ag) = CMg

n
(B),

(CMn+1(A))g = CMg
n+1

(Ag)) = CMg
n+1

(B),
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T (CA)g = CGg(Ag) = T (CG(B)),

òî
CMg

n
(B) < CMg

n+1
(B) < T (CG(B)).

Òàê êàê CMn(B) ' CMn(A) ' CMg
n
(B) è CMn(B) < T (CG(B)), òî ïî ëåììàì 5.2.16, 5.2.17

CMn(B) = CMg
n
(B) äëÿ ëþáîãî n. Ñëåäîâàòåëüíî, CMn(B) < CMn+1(B) äëÿ ëþáîãî n, ÷òî

è òðåáîâàëîñü. Â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {M1,M2, ...Mn, ...} ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n Mn íå èçîìîðôíà U3(5). Ñëåäîâàòåëüíî, Mn = 〈NMn(A), CMn(B)〉
(ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 9)) è ñ ó÷åòîì ëåììû 5.2.15 (ïóíêò 2)

M1 < M2 , · · · < Mn , · · · .

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.16 M =
⋃∞
n=1Mn ' U3(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî áåñêîíå÷íîãî ëîêàëüíî

êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè.
Ïóíêò 1 äîêàçàí.
2. Äàííûé ïóíêò î÷åâèäåí.
3. Ïîñêîëüêó A è F ñîïðÿæåíû â M , òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ M , A = F x è NM(A) =

NM(F x) = (NM(F ))x. Èç ðàâåíñòâà M =
⋃∞
n=1Mn è ëåììû 5.2.15 (ñâîéñòâî 3) ïîëó÷àåì,

÷òî NM(A) = N. Ñëåäîâàòåëüíî, N = (NM(F ))x,

NM(F ) = T (N)x
−1

= 〈ax−1 | a ∈ N〉 = NG(F ).

Ïóíêò 3 äîêàçàí.
4. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: SM < S, ãäå S � íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû

G. Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî îíà ëèáî âèäà 1, ëèáî âèäà 2 èç ëåììû 5.2.2. Ïîñêîëüêó
ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà íå ìîæåò ñîäåðæàòü â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû ïîëóäè-
ýäðàëüíóþ ãðóïïó, òî S � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà âèäà 2 èç ëåììû 5.2.2 ïîðÿäêà íå ìåíåå
32 è S < T (NG(F )) äëÿ íåêîòîðîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F èç S. Òàê êàê âñå ÷åòâåðíûå
ïîäãðóïïû â G ñîïðÿæåíû (ëåììà 5.2.8), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F < M. Ïî ïóíêòó 3
S < M. Ñëåäîâàòåëüíî, SM = S. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì S.

Åñëè S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî îíà âèäà 8 èç ëåììû 5.2.2, ïðè÷åì S̃ � ïîëíàÿ
àáåëåâà 2-ãðóïïà ðàíãà 2, è S < T (NG(F )) äëÿ ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F èç S̃. Òàê êàê âñå
÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû â G ñîïðÿæåíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F < M. Ïî ïóíêòó 3 S < M.
Ñëåäîâàòåëüíî, SM = S. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì S.

Ïóíêò 4 äîêàçàí.
5. Ïóñòü S1, S2 � äâå ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû M. Åñëè îäíà èç

íèõ êîíå÷íà, òî âòîðàÿ êîíå÷íà è ñîïðÿæåíà ñ äðóãîé ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6. Åñëè îíè
áåñêîíå÷íû, òî îíè ñîïðÿæåíû êàê ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç íîðìàëèçàòîðîâ ÷åòâåðíûõ
ïîäãðóïï, ëåæàùèõ â èõ ïîëíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïïû M .

Ïóíêò 5 äîêàçàí.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.19. Ïóñòü R ∈ B(1) è R ∩M ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó C. Òîãäà
R < M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.2.18 (ïóíêò 3) NR(C) < R ∩M. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
(ïóíêòû 1�4) NR(C) ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó H, îòëè÷íóþ îò C è òàêóþ, ÷òî
〈H,C〉 � 2-ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, H < NR(H) < NM(H) < M. Òàêèì îáðàçîì, S =
〈NR(C), NR(H)〉 < M è ïîñêîëüêó S 6= R, òî R ' U3(5) è S ' A7 � ìàêñèìàëüíàÿ
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ïîäãðóïïà â R (ïðåäëîæåíèe 1.4.8 (ïóíêò 9)). Ïóñòü òåïåðü T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
èç S, ñîäåðæàùàÿ C,H. Ïîñêîëüêó T ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýðà ïîðÿäêà 8, à ñèëîâñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà èç R ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 16, òî âîçüìåì x ∈ (NR(T )\T )
ñî ñâîéñòâîì x /∈M , íî x2 ∈ T. Òàê êàê ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èçM èìååò ïîðÿäîê áîëüøå
8 (ëåììà 5.2.18), òî âîçüìåì y ∈ (NM(T ) \ T ) ñî ñâîéñòâîì y2 ∈ T . Òàê êàê G � ãðóïïà
Øóíêîâà, òî 〈x, y, T 〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç 〈x, y, T 〉 ñîäåðæèò
ïîëóäèýäðàëüíóþ ãðóïïó, ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y, T 〉 ⊂ R1 ∈ B(1).
Ïîñêîëüêó x ∈ R1, íî x /∈ M , òî R1 íå ëåæèò â M. Î÷åâèäíî, R1 íå èçîìîðôíà U3(5),
ñëåäîâàòåëüíî, R1 = 〈NR1(C), NR1(H)〉 < M (ëåììà 5.2.18 (ïóíêò 3)), ÷òî íåâîçìîæíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.20. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç M , b � ýëåìåíò ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ïî-
ðÿäêà èç CG(z). Òîãäà b ∈M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Äëÿ ëþáîé, îòëè÷íîé îò z, èíâîëþöèè
x ∈ CM(z) ãðóïïà 〈z, b, x〉 êîíå÷íà (ïðåäëîæåíèÿ 1.3.3, 1.3.1). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííî-
ñòè è ëåììå 5.2.6 〈b, x, z〉 ≤ K, ãäå K ' {L2(r), U3(q)} è q, r � íå÷åòíû. Åñëè äëÿ íåêî-
òîðîãî x K ' U3(q), òî, ïîñêîëüêó ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà 〈x, z〉 < M ∩ K,K < M (ëåììà
5.2.19). Ñëåäîâàòåëüíî, b ∈ M, è â ýòîì ñëó÷àå âñå äîêàçàíî. Ïóñòü äëÿ âñåõ èíâîëþöèé
x ∈ CM(z), K ' L2(r). Òîãäà CK(z) � ãðóïïà äèýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b〉 = 〈bx〉 = 〈b〉x
è 〈b〉I(CM(z)), ãäå I(CM(z)) � ïîäãðóïïà èç CM(z), ïîðîæäåííàÿ âñåìè åå èíâîëþöèÿìè,
åñòü ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Âîçüìåì â CM(z) ïîäãðóïïó K1, ñîäåðæàùóþ z è K1 '
GU2(q) (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 10)). Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó I(K1), ïîðîæäåííóþ âñåìè
èíâîëþöèÿìè èç K1. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈b〉I(K1) ≤ K2 ' L2(r)
è 〈b〉I(K1) ≤ CK2(z). Íî â L2(r) ëþáàÿ íåàáåëåâà ïîäãðóïïà èç öåòðàëèçàòîðà èíâîëþöèè
� ãðóïïà äèýäðà, à 〈b〉I(K1) òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 10)). Ïðîòè-
âîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.21. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç M , b � ýëåìåíò êîíå÷íîãî íå÷åòíîãî ïî-
ðÿäêà èç CG(z). Òîãäà b ∈M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ïîäãðóïïà èç CG(z), ïîðîæäåííàÿ èíâîëþöèåé z è âñåìè
ýëåìåíòàìè ïðîñòûõ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç CG(z). Ïî ëåììå 5.2.20 P ≤M. ßñíî, ÷òî P �
ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â CG(z). Ïóñòü òåïåðü |b| � íå ïðîñòîå
íå÷åòíîå ÷èñëî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî
l bl ∈ P. Âîçüìåì âM êîíå÷íóþ íåðàçðåøèìóþ ïîäãðóïïóW ' SL2(q) (ïðåäëîæåíèå 1.4.8
(ïóíêò 10)). Òàê êàê W ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòûõ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ, òî W < P.
Êàê îòìå÷àëîü âûøå, P � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â CG(z).
Ñëåäâàòåëüíî, 〈z, b,W 〉� êîíå÷íàÿ ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 1.2.3). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈z, b,W 〉 < K, ãäå

K ∈̃ {L2(r), U3(q)}

è r, q � íå÷åòíûå ÷èñëà. Ââèäó òîãî, ÷òî 〈z, b,W 〉 < CK(z), K ' U3(q1) äëÿ íåêîòîðîãî
íå÷åòíîãî q1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 CK(z) = Z ·W1 ·〈f〉, ãäåW1 ' SL2(q1), Z = Z(CK(z)) �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà q1+1, | Z∩L |= 2, f 2 ∈ Z. Òîãäà b = b1w1, ãäå b1 ∈ Z, w1 ∈ W1.
Òàê êàê W1 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòûõ íå÷eòíûõ ïîðÿäêîâ, òî ïî ëåììå 5.2.20
w1 ∈ P. ßñíî, ÷òî b1 íå ëåæèò â P, íî 1 6= bl1 ∈ P. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 ïîðÿäîê W1

äåëèòñÿ íà q+1. Ñëåäîâàòåëüíî, âW1 íàéäåòñÿ ýëåìåíò d ïîðÿäêà | bl1 | . Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.4.8 (ïóíêòû 1�4) ãðóïïà 〈z〉 × 〈d〉 × 〈bl1〉 ëåæèò â CK(F ), ãäå F � íåêîòîðàÿ ÷åòâåðíàÿ
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ãðóïïà èç K, ñîäåðæàùàÿ èíâîëþöèþ z. Â ýòîì ñëó÷àå CK(F ) < CM(z), â CM(z) íàéäåòñÿ
èíâîëþöèÿ x 6= z è x ∈ CM(bl1) (íàïðèìåð, èíâîëþöèÿ x ∈ F è x 6= z). Òàê êàê G � ãðóïïà
Øóíêîâà, è ôàêòîð-ãðóïïà 〈z, x b1〉/〈z, bl1〉 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòîãî ïîðÿäêà l
è èíâîëþöèåé, òî ïî ïðåäëîæåíèÿì 1.3.3, 1.3.1 〈z, x b1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè

〈b, z, x b1〉 < R ∈̃ {L2(r), U3(q)}.

Òàê êàê ýëåìåíò bl1 � íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, öåíòðàëèçóåòñÿ ÷åòâåðíîé ãðóïïîé F = 〈z〉×〈x〉,
òî R ' U3(q2) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî q2, è R∩M ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ãðóïïó 〈z〉× 〈x〉.
Ïî ëåììå 5.2.19 R < M. Ñëåäîâàòåëüíî, b1 ∈M. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, b = b1w1, ãäå w1 ∈
M. Òàêèì îáðàçîì, b ∈M, âñå ýëåìåíòû êîíå÷íûõ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç CG(z) ëåæàò âM
è ïîðîæäàþò âìåñòå ñ èíâîëþöèåé z õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîäãðóïïó P1. Ñëåäîâàòåëüíî,
P < M.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2.22. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç M . Òîãäà âñå èíâîëþöèè èç CG(z) ëåæàò
â M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ïîäãðóïïà èç CG(z), ïîðîæäåííàÿ âñåìè ýëåìåíòàìè
íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç CG(z) è èíâîëþöèåé z. Ïî ëåììå 5.2.21 P � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ïîäãðóïïà â CG(z) è P < M. Âîçüìåì â P òàêóþ êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó L, ÷òî z ∈ L, ãäå
L ' SL2(r) (r � íå÷åòíîå áîëüøå 3). Âîçüìåì â CM(z) èíâîëþöèþ y 6= z. Ïóñòü x �
ïðîèçâîëüíàÿ èíâîëþöèÿ èç CG(z). Òàê êàê G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà, è P · 〈x, y〉 � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ
ãðóïïà 〈L, y, x〉 ≤ R, ãäå R ' U3(q) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî q. Òàê êàê M ∩ R ñîäåðæèò
÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó 〈z〉×〈y〉, òî ïî ëåììå 5.2.19 R < M , è x ∈M. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà x, êàê èíâîëþöèè èç CG(x), ïîëó÷àåì, ÷òî âñå èíâîëþöèè èç CG(z) ëåæàò â M.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü X ∈ N(1) 6= ∅ è X íå ëåæèò íè â êàêîì
Y ∈ B(1). Ïî ëåììàì 5.2.8, 5.2.18 (ïóíêò 3) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

X ∩M = NX(F ),

ãäå F � ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç X. Åñëè X íå èçîìîðôíà A5, òî èç ñïèñêà ìàêñèìàëüíûõ
ïîäãðóïï X (ïðåäëîæåíèå 1.4.3) è ëåììû 5.2.22 âûòåêàåò ðàâåíñòâî X = 〈CX(x), CX(y)〉 <
M è X < K < M, K ' U3(q), q � íå÷åòíî, à x, y � ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç A. Ñëåäî-
âàòåëüíî, X < K ∈ B(1). Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì X. Ïóñòü X ' A5. Âîçüìåì ýëåìåíò b
ïîðÿäêà 3 èç NX(A) è èíâîëþöèè v ∈ NX(〈b〉), w ∈ NM(〈b〉) òàêèå, ÷òî bv = b−1, bw = b−1.
ßñíî, ÷òî 〈b, v〉 6= 〈b, w〉. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈v, w, b〉 < R, R
íå ëåæèò â M è R íå èçîìîðôíà A5 (ïîñêîëüêó 〈b, v〉 6= 〈b, w〉). Åñëè R ' L2(q), òî
R = 〈CR(bw), CR(b2w)〉 è ïî ëåììå 5.2.22 R < M. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, R ∈ B(1).
Òàê êàê CR(w) ' GU2(q) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî q, òî R ∩M ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîä-
ãðóïïó è ïî ëåììå 5.2.19 R < M. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì R. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî
X ∈ N(1) íàéäåòñÿ Y ∈ B(1) òàêîé, ÷òî X < Y. Ñëåäîâàòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M(1) = B(1), â êà÷åñòâå íàñûùàþùãî ìíîæåñòâà äëÿ G ìîæíî âçÿòü
B(1), è ïî òåîðåìå 4.1.7 G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) ' U3(Q) äëÿ íåêîòîðîãî
ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 6

Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå

ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1

6.1 Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå ëèíåéíûìè ãðóï-

ïàìè ñòåïåíè 2 è óíèòàðíûìè ãðóïïàìè ñòåïåíè 3

Teîðåìà 6.1.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï

M = {L2(r), U3(q) | r, q − íå÷åòíûå, r > 3}.

Òîãäà G èçîìîðôíà L2(R) èëè U3(Q), ãäå R � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå íå÷åòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû. Òîãäà G � ïðîñòàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ íå

ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà (ïðåäëîæåíèÿ 1.2.15, 1.2.16). Ïîëîæèì

A = {L2(r) | r > 3, r − íå÷åòíîå},

B = {U3(q) | q > 3, q − íå÷åòíîå},

M = A ∪B.

ÒîãäàM� íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ãðóïïûG, è íå ñóùåñòâóåò ãðóïïûK, äëÿ êîòîðîé
îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî K ∈̃ A è K ∈̃ B.

Ëåììà 6.1.2. M(1) = A(1) ∪ B(1), ãäå A(1) 6= ∅, B(1) 6= ∅, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ãðóïïà X ∈ A(1), ÷òî X 6≤ Y äëÿ ëþáîé ãðóïïû Y ∈ B(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíî èç ìíîæåñòâ A, B ÿâëÿåòñÿ íàñûùàþùèì
ìíîæåñòâîì äëÿ G è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.8 è òåîðåìå 4.3.1 G íå ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì
ê òåîðåìå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.3. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ :
1. S = 〈a, v | a2n = v2 = 1, av = a2

n−1−1〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà.
2. S = 〈a, w | a2n = b2

n
= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà.

3. S � áåñêîíå÷íàÿ ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèÿì 1.2.8, 1.4.8 (ïóíêòû 6, 7) è 1.4.3 (ïóíêò 1) G íå
ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 8. Åñëè S áåñêîíå÷íà, òî ïî ïðåäëî-
æåíèþ 1.2.10 S � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå äâóõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S êîíå÷íà. Ïî ëåììå 6.1.2 ñóùåñòâóåò K ∈ B(1). Ïóñòü T � åå
ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà, è R � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ T . Ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 1.2.8 R êîíå÷íà. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 6, 7) R èçîìîðôíà ãðóïïå
òèïà 1 èëè 2 èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.8 S è R ñîïðÿæåíû.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.4. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç G. Òàê êàê G � ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ãðóïïà, òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y〉 < K ∈M(1).
Ñëåäîâàòåëüíî, K èçîìîðôíà U3(q) èëè L2(q) äëÿ íåêîòîðîãî q è x, y ñîïðÿæåíû â K (â
ñèëó ïðåäëîæåíèé 1.4.8 (ïóíêò 13), 1.4.3 (ïóíêò 4)). Ïîñêîëüêó K < G, òî x, y ñîïðÿæåíû
â G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.5. Âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A, B � äâå ðàçëè÷íûå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G. Ïî ëåììå
6.1.4 âñå èíâîëþöèè èç G ñîïðÿæåíû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G âûïîëíåíî A∩
Bg 6= 1. Åñëè A = Bg, òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü A 6= Bg. Íî òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà 〈A,Bg〉/(A∩
Bg) êîíå÷íà, êàê ïîäãðóïïà ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈A,Bg〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òàê êàê ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â êîíå÷íîé
ãðóïïå ñîïðÿæåíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà h ∈ 〈A,Bg〉 ãðóïïà
K = 〈A,Bgh〉 ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé.

Ïóñòü K ≤ M ∈ M(1), T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M , ñîäåðæàùàÿ K. Åñëè M ∈
B(1), òî A ñîïðÿæåíà ñ Bgh â M ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêò 8), è ëåììà äîêàçàíà. Åñëè
M ∈ A(1), òî T íå ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé â G ïî ëåììå 6.1.4. Â ýòîì ñëó÷àå
ïóñòü T1 � 2-ïîäãðóïïà èç G, ñîäåðæàùàÿ T â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû èíäåêñà 2. Åñëè T1 �
ãðóïïà äèýäðà, òî A è Bgh ñîïðÿæåíû â T1, ò. å. çàêëþ÷åíèå ëåììû âåðíî. Åñëè æå T1 íå
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà, òî T1 ≤ L ∈ B(1), è A ñîïðÿæåíà ñ Bgh â L.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî ëåììå 6.1.2 â G íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà K, èçîìîðôíàÿ U3(q), ãäå q > 3 è íå÷åòíî.
Îòîæäåñòâèì óêàçàííóþ ãðóïïó K ñ L−3 (q) = U èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 è áóäåì äàëåå
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ: i, j, w, v, b, A, V , B. Ïóñòü N = NG(A),
CA = CG(A), CB = CG(B).

Ëåììà 6.1.6. N = CA h V, ãäå CA ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé àáåëåâîé ñ÷åòíîé ãðóïïîé
ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, CAhV ≤ N . Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü g ∈ N.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V âûïîëíåíî Ag = Av = A è ag = av äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
Ñëåäîâàòåëüíî,

agv
−1

= a, gv−1 = c ∈ CA, g = cv ∈ CA h V,N ≤ CA h V.

Èòàê, N = CA h V . Òàê êàê G � íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6
C = CG(i) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü C � íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà ïî
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ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 CC(j) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, CA h 〈b〉 � áåñêîíå÷íàÿ
ãðóïïà, è äëÿ ëþáîãî c ∈ CA ýëåìåíò cb èìååò ïîðÿäîê 3. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.12 CA �
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî CA � áåñêîíå÷-
íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2. Ïóñòü C � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8
(ïóíêò 10) CU(i) ' GU2(q). Ñëåäîâàòåëüíî, CU(i) � íå öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è íå ãðóïïà
äèýäðà. Â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè C äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m â C íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîä-
ãðóïïà L òàêàÿ, ÷òî CU(i) < L è |L| > m. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèÿì
1.4.8 (ïóíêò 10), 1.4.3 (ïóíêò 2) L < K1 ∈ B(1) è |K| > m. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà
m ïîëó÷àåì, ÷òî CA ñîäåðæèò êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîðÿäêà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, CA � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî âûøå, CA � àáåëåâà
ãðóïïà ðàíãà 2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.7. Â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

M1,M2, . . . ,Mn, . . .

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :
1. Ah V < Mn ∈ B(1) äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3, . . ..
2. NM1(A) < NM2(A) < · · · < NMn(A) < . . ..

3. N =
∞⋃
n=1

NMn(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê CA � ñ÷åòíàÿ ãðóïïà (ëåììa 6.1.6), òî

CA = {c1, c2, . . . , cm, . . .}.

Ïî ëåììå 6.1.6 è ïðåäëîæåíèþ 1.2.3 N � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî,
〈A h V, c1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè CA ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A h V �
ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â 〈Ah V, c1〉. Ïî ëåììå 6.1.2 〈Ah V, c1〉 < M1 ∈ B(1) ∪ A(1). Åñëè
M1 ∈ A(1), òî M1 ' L2(r) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî r. Íî â L2(r) öåíòðàëèçàòîð ëþáîé
÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ñàìîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïîé (ïðåäëîæåíèå 1.4.3 (ïóíêò
5)), à ó íàñ ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó Ah V � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â 〈Ah V, c1〉. Ñëåäîâà-
òåëüíî, M1 ∈ B(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)

NM1(A) = CM1(A) h V.

Âîçüìåì ýëåìåíò cm1 ∈ {CA \ CM1(A)} ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì íîìåðà
m1. Ïîñêîëüêó N � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî 〈NM1(A), cm1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî
ëåììå 6.1.2 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêò 5)

〈NM1(A), cm1〉 < M2 ∈ B(1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)

NM2(A) = CM2(A) h V.

ßñíî, ÷òî NM1(A) < NM2(A).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n > 2 ãðóïïà Mn ∈ B(1) ïîñòðîåíà. Âîçüìåì ýëåìåíò cmn ∈

{CA \ CMn(A)} ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì íîìåðà mn. Òîãäà 〈NMn(A), cmn〉 �
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êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî ëåììå 6.1.2 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêò 5)

〈NMn(A), cmn〉 < Mn+1 ∈ B(1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)

NMn+1(A) = CMn+1(A) h V.

ßñíî, ÷òî NMn(A) < NMn+1(A). Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

M1,M2, . . . ,Mn, . . . ,

îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì 1 èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû. Ïî ïîñòðîåíèþ

NM1(A) < NM2(A) < . . . < NMn(A) < . . . ,

è ñâîéñòâî 2 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó

cm ∈
∞⋃
n=1

CMn(A)

äëÿ ëþáîãî m è V < NMn(A) äëÿ ëþáîãî n, òî ïî ëåììå 6.1.6

CA =
∞⋃
n=1

CMn(A),

N =
∞⋃
n=1

NMn(A),

è ñâîéñòâî 3 äîêàçàíî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï {M1,M2, . . .Mn, . . .} èç ëåììû 6.1.7. Â ñèëó
ñâîéñòâà 2 èç ýòîé ëåììû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |M1| > |U3(5)|.

Ëåììà 6.1.8. Â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà M ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :
1. M ' U3(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî áåñêîíå÷íîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé

õàðàêòåðèñòèêè.
2. Äëÿ ëþáîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F < M , NG(F ) = NM(F ). Â ÷àñòíîñòè, N < M .
3. Ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç M ñîïðÿæåíû.
4. Ïóñòü SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû M. Òîãäà SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

èç G.
5. NG(M) = M.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ïîñòðîåíèþ V,A,B < Mn äëÿ ëþáîãî n. Âûáåðåì v ∈Mn, äëÿ
êîòîðîãî jv = j, iv = w, è v1 ∈ Mn+1, äëÿ êîòîðîãî j

v1 = j, iv1 = w. Òîãäà v1v
−1 = c ∈ CA,

ò. å. v1 = cv. Òàê êàê CA � àáåëåâà (ëåììà 6.1.6), òî

Mn+1 > (CMn+1(A))v1 = (CMn+1(A))cv = (CMn+1(A))v.

Ïî ïîñòðîåíèþ CMn+1(A) > CMn(A). Ñëåäîâàòåëüíî,

(CMn+1(A))v > (CMn(A))v = CMv
n
(Av) = CMn(B).
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Òàêèì îáðàçîì, CMn(B) < Nn+1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêò 9) è â ñèëó òîãî, ÷òî
|Mn| > |U3(5)| äëÿ ëþáîãî n, ïîëó÷àåì

Mn = 〈NMn(A), CMn(B)〉 < 〈NMn+1(A), CMn+1〉 = Mn+1.

Cëåäîâàòåëüíî, M1 < M2 < . . . < Mn < . . . . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.16

M =
∞⋃
n=1

Mn ' U3(Q)

äëÿ ïîäõîäÿùåãî áåñêîíå÷íîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè.
2. Èç ðàâåíñòâà M =

⋃∞
n=1Mn è ëåììû 6.1.7 (ñâîéñòâî 3) ïîëó÷àåì, ÷òî NM(A) = N.

Ïîñêîëüêó A è F ñîïðÿæåíû âM (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 8)), òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈M
âûïîëíåíî A = F x è

N = NG(A) = NM(A) = NM(F x) = NMx(F x) = (NM(F ))x.

Ñëåäîâàòåëüíî, N = (NM(F ))x,

NM(F ) = Nx−1

= (NG(A))x
−1

= NGx−1 (Ax
−1

) = NG(F ).

3. Ïóñòü S1, S2 � äâå ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû M. Åñëè îäíà èç
íèõ êîíå÷íà, òî âòîðàÿ êîíå÷íà è ñîïðÿæåíà ñ ïåðâîé ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.8. Åñëè îíè
áåñêîíå÷íû, òî îíè ñîïðÿæåíû êàê ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç íîðìàëèçàòîðîâ ÷åòâåðíûõ
ïîäãðóïï, ëåæàùèõ â ïîëíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïïû M (ñì. ï. 2).

4. Ïóñòü, íàïðîòèâ, SM < S, ãäå S � íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Îíà èìååò âèä 1 èëè 2 èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû 6.1.3. Ïî-

ñêîëüêó ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà íå ìîæåò ñîäåðæàòü â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû
ïîëóäèýäðàëüíóþ ãðóïïó, òî S � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà âèäà 2 èç ëåììû 6.1.3 ïîðÿäêà íå
ìåíåå 32 è S < NG(F ) äëÿ íåêîòîðîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F èç S. Òàê êàê âñå ÷åòâåðíûå
ïîäãðóïïû â G ñîïðÿæåíû (ëåììà 6.1.5), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F < M . Ïî ï. 2 S < M .
Ñëåäîâàòåëüíî, SM = S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó S.

Ïóñòü S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà îíà èìååò âèä 3 èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû 6.1.3.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî SM � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S̃M ïîëíóþ ÷àñòü ãðóïïû
SM .

Òîãäà S̃ � ïîëíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà ðàíãà 2 è S < NG(F ) äëÿ ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F
èç S̃. Òàê êàê âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû â G ñîïðÿæåíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F < M.
Ïî ï. 2 S < M , à ïî ï. 3 SM = S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó S.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî SM � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k âûïîë-
íåíî SM < Sk < S, ãäå Sk � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç S ñî ñâîéñòâîì |Sk| > k. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè Sk < H. Ïóñòü SH � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç H. Òàê êàê SH ñîäåðæèò
â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû ãðóïïó SM , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîëóäèýäðàëüíîé,
ëèáî ñïëåòåííîé ãðóïïîé, òî SH � ñïëåòåííàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé ÷åò-
âåðíîé ãðóïïû F < SH ñïðàâåäëèâî SH < NG(F ) (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)). Ïî
ëåììå 6.1.5 è ï. 2 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G èìååò ìåñòî SgM < SgH < NG(F g) < M . Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî SgM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â M â ñèëó ïóíêòà 3.

5. Ïóñòü c ∈ NG(M) è c 6∈M . Åñëè Ac = A, òî ïî ï. 2 c ∈M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
c. Åñëè Ac 6= A, òî äëÿ íåêoòîðîãî x ∈ M âûïîëíåíî Acx = A (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò
8)), è ïî ï. 3 cx ∈M . Ñëåäîâàòåëüíî, c ∈M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó M .
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Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.9. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé
g ∈ G, ÷òî Kg < M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â G åñòü êîíå÷íàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà, òî çàêëþ÷åíèå ëåì-
ìû ñïðàâåäëèâî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.8 è ëåììå 6.1.8 (ï. 4). Ïóñòü ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû
èç G áåñêîíå÷íû, è K � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó ëåììû 6.1.4 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G ãðóïïà K1 = Kg ∩M íååäèíè÷íàÿ è
|Kg : K1| = 2. Âîçüìåì â M ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó SM . Ïî ëåììå 6.1.8, ïðåäëîæåíèþ
1.2.8 è ëåììå 6.1.3 SM � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S̃M ïîëíóþ ÷àñòü SM .
Î÷åâèäíî, ðàíã S̃M ðàâåí 2. Ñëåäîâàòåëüíî, â Z(SM) \K1 íàéäåòñÿ ýëåìåíò z òàêîé, ÷òî
z2 ∈ K1, è K1〈z〉 � ïîäãðóïïà â SM . Â ýòîì ñëó÷àå 〈Kg, z〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà
〈Kg, z〉 < R ∈ A(1) è 〈Kg, z〉 < CR(t), ãäå t � èíâîëþöèÿ èç Z(Kg). Î÷åâèäíî, CR(t) �
ãðóïïà äèýäðà è t ∈ K1.

Åñëè 〈z〉 � ãðóïïà ïîðÿäêà 2, òî K1 � ãðóïïà ïîðÿäêà 2, à Kg � ãðóïïà ïîðÿäêà 4.
Åñëè Kg � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà, òî ïî ëåììå 6.1.5 Kgh < M äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ G, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó K. Ñëåäîâàòåëüíî, Kg � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4. Â ýòîì
ñëó÷àå Kg h 〈z〉 � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 8. Î÷åâèäíî, Kg < Kg h 〈z〉 < NG(K1 × 〈z〉).
Ïîñêîëüêó K1 × 〈z〉 � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà èç M , òî ïî ëåììå 6.1.8 K < M. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì K.

Åñëè 〈z〉 � ãðóïïà ïîðÿäêà áîëüøåãî 2, òî

〈z〉C 〈z〉Kg, K1 < 〈z〉 < 〈z〉Kg, 〈z〉Kg = 〈z〉h 〈v〉,

ãäå v � èíâîëþöèÿ. Âîçüìåì èíâîëþöèþ a ∈ SM \ Z(SM). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
ãðóïïà 〈z, v, a〉 êîíå÷íà è 〈z, v, a〉 < H ∈̃ A(1). Â ýòîì ñëó÷àå 〈z, v, a〉 < CH(t). Íî CH(t) �
ãðóïïà äèýäðà è íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäãðóïïó 〈z〉 × 〈a〉; ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.10. Ïóñòü R ∈ B(1), R ∩M ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó. Òîãäà

R < M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðîòèâ, C � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà èç R ∩M 6= R. Ïî ëåììå
6.1.8 (ï. 2) NR(C) < M. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4) NR(C) ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ
ïîäãðóïïó H òàêóþ, ÷òî T = 〈C, H〉 � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 8. Ïî ëåììå 6.1.8 (ï. 2)
NR(H) < M. Òàêèì îáðàçîì, S = 〈NR(C), NR(H)〉 < M . Ïîñêîëüêó S 6= R, òî R ' U3(5),
S ' A7 è S � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â R (ïðåäëîæåíèe 1.4.8 (ïóíêò 9)). Òàê êàê T �
ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç S, à ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç R ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé
ãðóïïîé ïîðÿäêà 16, òî âîçüìåì x ∈ NR(T ) \ T ñî ñâîéñòâîì x /∈M , íî x2 ∈ T . Ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà èç M èìååò ïîðÿäîê áîëüøå 8 (ëåììà 6.1.8, ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 8)).
Âûáåðåì y ∈ NM(T ) \ T ñî ñâîéñòâîì y2 ∈ T . Òàê êàê G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî
〈x, y, T 〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç 〈x, y, T 〉 ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-
ïîäãðóïïó èç R, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈x, y, T 〉 < R1 ∈ B(1). Ïîñêîëüêó x ∈ R1, íî x /∈ M , òî R1 íå ëåæèò â M.
Î÷åâèäíî, R1 íå èçîìîðôíà U3(5), ñëåäîâàòåëüíî, R1 = 〈NR1(C), NR1(H)〉 < M (ëåììà
6.1.8 (ïóíêò 3)), ÷òî íåâîçìîæíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.11. Ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ z ∈M òàêàÿ, ÷òî CG(z) 6< M .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Âîçüìåì ãðóïïó X ∈ A(1), óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ çàêëþ÷åíèþ ëåììû 6.1.2. Òîãäà X ' L2(r) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî r > 3. Ïóñòü
SX � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû X. Ïî ëåììå 6.1.9 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G èìååò ìåñòî
SgX < Xg ∩M . Åñëè SgX ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè x, y, òî ïî ïðåäëîæå-
íèþ 1.4.3 (ïóíêò 6) Xg = 〈CXg(x), CXg(y)〉. Ïî óñëîâèþ ëåììû Xg < M . Ñëåäîâàòåëüíî,
Xg < K < M è K ∈ B(1). Òîãäà X < Kg−1

è Kg−1 ∈ B(1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó X.
Èòàê, âñå èíâîëþöèè èç SgX ïåðåñòàíîâî÷íû, è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêò 1) SgX =

〈z〉 × 〈u〉 � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà. Òàê êàê Xg 6< M , òî èç ñïèñêà ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû L2(r) ( [64, c. 377]), ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3 (ïóíêò 4) è óñëîâèÿ ëåììû ïîëó÷àì, ÷òî
Xg ' L2(5).

Ïî ëåììå 6.1.8 NXg(SgX) < M . Âîçüìåì ýëåìåíò b ïîðÿäêà 3 èç NXg(SgX), èíâîëþöèþ
x ∈ NXg(〈b〉), èíâîëþöèþ y ∈ NM(〈b〉) \ Xg (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêòû 2, 3). Òàê êàê
ãðóïïà G ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî 〈b, x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîñêîëüêó x 6∈M , òî 〈b, x, y〉 6<
M è |〈b, x, y〉| > 6. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, x, y〉 < H ∈M(1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
H ∈ B(1). Òîãäà H ' U3(q) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî q, è H ∩M ñîäåðæèò èíâîëþöèþ y.
ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå H 6< M è H ∩M íå ñîäåðæèò ÷åòâåðíûõ ãðóïï (ëåììà 6.1.10). Â
ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ â H \ 〈y〉 íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ y1 ñî ñâîéñòâîì y1y = yy1. Â
ýòîì ñëó÷àå y1 ∈ CG(y).Ïî óñëîâèþ ëåììû CG(y) < M. Ñëåäîâàòåëüíî, y1 ∈M , 〈y〉×〈y1〉 <
H ∩M è H < M , ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ∈ A(1). Òîãäà H ' L2(r) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî r > 5
(|〈b, x, y〉| > 6) è H ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè {y, by}. Ñëåäîâàòåëüíî,
H = 〈CH(y), CH(by)〉. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ ëåììû âûòåêàåò, ÷òî H < M. Ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò âûáîðó H è óòâåðæäåíèþ ëåììû 6.1.2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.12. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M . Òîãäà

S 6= (A×B) h 〈v〉,

ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà íå ìåíåå 4, v � èíâîëþöèÿ, Av = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ëåììå 6.1.11 â M ñóùåñòâóåò èíâîëþ-
öèÿ z òàêàÿ, ÷òî CG(z) 6< M. Ïóñòü c ∈ CG(z) \M , òîãäà z ∈ M c ∩M. Ïî ëåììå 6.1.8
(ïóíêò 5) M c 6= M . Ïî ëåììå 6.1.10 M c ∩M íå ìîæåò ñîäåðæàòü ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò f ∈ M c ∩M , ÷òî f 2 = z. Ïóñòü SM � ñè-
ëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M , ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíò f , SMc � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M c,
ñîäåðæàùàÿ f . Òàê êàê ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â M ñîïðÿæåíû (ëåììà 6.1.8, ïóíêò 4), òî
S ' SM ' SMc . Ñëåäîâàòåëüíî, SM = (A1 × B1) h 〈v1〉, ãäå A1 � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ
2-ãðóïïà ïîðÿäêà íå ìåíåå 4, v1 � èíâîëþöèÿ, Av11 = B1 è SMc = (A2×B2)h 〈v2〉, ãäå A2 �
ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà ïîðÿäêà íå ìåíåå 4, v2 � èíâîëþöèÿ, Av22 = B2.

Ïóñòü f ∈ (A1×B1)∩(A2×B2). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå èíâîëþöèè x, y, ÷òî x ∈ CSM
(f)\

M c ∩ M è y ∈ CSMc (f) \ M c ∩ M . Êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈f, x, y〉, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé ãðóïïû äèýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈f, x, y〉 < U1 ∈
B(1). Ïî ëåììå 6.1.10 U1 < M∩M c. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òîM∩M c íå ñîäåðæèò
÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï.

Ïóñòü f 6∈ (A1 × B1) ∩ (A2 × B2), f ∈ (A1 × B1), f 6∈ (A2 × B2). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå
èíâîëþöèè x ∈ CSM

(f) \ M c ∩ M è y ∈ NSMc (〈f〉) \ M c ∩ M , ÷òî f y = f−1. Êîíå÷íàÿ
ãðóïïà 〈f, x, y〉, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû äèýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈f, x, y〉 < U2 ∈ B(1). Ïî ëåììå 6.1.10 U2 < M ∩M c. Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî M ∩M c íå ñîäåðæèò ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï.
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Ïóñòü f 6∈ (A1×B1)∩(A2×B2), f 6∈ (A1×B1), f ∈ (A2×B2). Äàííûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí
ðàçîáðàííîìó âûøå.

Ïóñòü f 6∈ (A1 × B1), f 6∈ (A2 × B2). Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ CSM
(f) \M c ∩M ,

x2 = f 2, è èíâîëþöèÿ y ∈ NSMc (〈f〉) \ M c ∩ M òàêàÿ, ÷òî f y = f−1. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà
〈f, x, y〉, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû äèýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈f, x, y〉 < U3 ∈ B(1). Òàê êàê U3 ñîäåðæèò ÷åòâåðíûå ãðóïïû 〈f 2〉×〈xf〉 è
〈f 2〉×〈y〉, òî â ñèëó ëåììû 6.1.10 U3 < M ∩M c. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òîM ∩M c

íå ñîäåðæèò ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà M ∩M c íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ

ïîðÿäêà 4. Ïî óñëîâèþ ëåììû íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû x, y ïîðÿäêà 4, ÷òî x2 = y2 =
z, x ∈M \M ∩M c, y ∈M c \M ∩M c. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y〉 < U1 ∈ B(1). ßñíî,
÷òî U1 6∈M , à ñèòóàöèÿ 〈x, y〉 < U1 ∈ A(1) íåâîçìîæíà, ïîñêîëüêó òîãäà 〈x, y〉 < CU1(z) �
ãðóïïà äèýäðà, íî 〈x, y〉 òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G \M
âûïîëíåíî U1 < M g. Ñëåäîâàòåëüíî,M∩M g ñîäåðæèò ýëåìåíò x ïîðÿäêà 4. Êàê ïîêàçàíî
âûøå, ýòî íåâîçìîæíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.1.13. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M . Òîãäà S � íå ïîëóäèýäðàëü-
íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Â äàííîì ñëó÷àå âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû
ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ ïîëóäèýäðàëüíûìè ãðóïïàìè è ñîïðÿæåíû, ïîñêîëüêó êîíå÷íû (ëåì-
ìà 6.1.8 (ïóíêò 3), ïðåäëîæåíèå 1.2.8). Ïî ëåììå 6.1.11 ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíâîëþöèÿ
z ∈M , ÷òî CG(z) 6< M . Ïóñòü c ∈ CG(z) \M , òîãäà z ∈M c ∩M . Ïî ëåììå 6.1.8 (ïóíêò 5)
M c 6= M . Ïî ëåììå 6.1.10 M c ∩M íå ìîæåò ñîäåðæàòü ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï. Èç ìíîæå-
ñòâà ãðóïï {M g|g ∈ G\M} âûáåðåì òàêóþ ãðóïïóM g, ÷òîáû ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà Sg èç
M ∩M g èìåëà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê. Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ M c è êîíå÷íîñòè
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû â M ìíîæåñòâî òàêèõ ãðóïï íåïóñòî. ßñíî, ÷òî Sg � 2-ãðóïïà ñ
åäèíñòâåííîé èíâîëþöèåé. Âûáåðåì â M ýëåìåíò z1 ∈ NM(Sg) \Sg ñî ñâîéñòâîì z21 ∈ Sg, à
â M g âîçüìåì ýëåìåíò z2 ∈ NMg(Sg) \ Sg ñî ñâîéñòâîì z22 ∈ Sg. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈Sg, z1, z2〉 < H ∈M(1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ∈ B(1). Òàê êàê 〈Sg, z1, z2〉 6< M , òî H 6< M è M ∩H ñîäåðæèò
2-ïîäãðóïïó 〈Sg, z1〉, ïîðÿäîê êîòîðîé áîëüøå ïîðÿäêà Sg. Òàê êàê H < Mh äëÿ íåêîòî-
ðîãî h ∈ G, òî M ∩Mh ñîäåðæèò 2-ïîäãðóïïó, ïîðÿäîê êîòîðîé áîëüøå |Sg|. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì M g.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå H ∈ A(1). Çíà÷èò, H ' L2(r) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî
r > 3. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Sg � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïîêàæåì, ÷òî |Sg| > 2.
Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 〈Sg, z1, z2〉 < CH(sg), ãäå sg � èíâîëþöèÿ èç Sg, à
ýëåìåíòû z1, z2 âûáðàíû òàê, ÷òî |z1| = |z2| = 4. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ CH(sg) � ãðóïïà
äèýäðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, CH(sg) ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû 〈z1〉,
〈z2〉 ïîðÿäêà 4, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîêàæåì, ÷òî |Sg| < 8. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò
åäèíñòâåííóþ öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà íå ìåíåå 8. Ïóñòü Sg � ìàêñèìàëüíàÿ
öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïïM èM g. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z1, z2 �
èíâîëþöèè, à Sg h 〈z1〉, Sg h 〈z2〉 � ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç M è Mg ñîîòâåòñòâåííî,
è îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëóäèýäðàëüíûìè ãðóïïàìè. Îäíîâðåìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ ñèëîâñêèìè
2-ïîäãðóïïàìè â G, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ ñèëîâñêèìè 2-ïîäãðóïïàìè â H, ÷òî
íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà.

Ïóñòü òåïåðü Sg íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé öèêëè÷åñêîé 2-ïîäãðóïïîé ñèëîâñêèõ 2-
ïîäãðóïï M è M g. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z21 = z22 = sg, ãäå 〈sg〉 = Sg. Â ýòîì ñëó÷àå
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〈Sg, z1, z2〉 < CH(t), ãäå t � èíâîëþöèÿ èç Sg. Ïîñêîëüêó CH(t) � ãðóïïà äèýäðà, òî
〈Sg, z1, z2〉 òàêæå äîëæíà áûòü ãðóïïîé äèýäðà, ïîñêîëüêó íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîä-
ãðóïïîé. Îäíàêî 〈Sg, z1, z2〉 íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà, òàê êàê ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå
öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû 〈z1〉 è 〈z2〉 îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà, áîëüøåãî 8; ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîêàæåì, ÷òî |Sg| 6= 4. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà Sg = 〈sg〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà 4; ïóñòü s2g = t � èíâîëþöèÿ èç Sg.

Èç ñòðóêòóðû ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ z1 è z2 âîçìîæíû òîëüêî
ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. z21 = z22 = sg.
2. z21 = z22 = s2g = t, sz1g = s−1g , sz2g = s−1g .
3. z21 = sg, z

2
2 = z2g = t, sz2g = s−1g .

4. z22 = sg, z
2
1 = z2g = t, sz1g = s−1g .

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ 〈Sg, z1, z2〉 < CH(t).Ïî ïîñòðîåíèþ âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ 〈Sg, z1, z2〉
íå ÿâëÿòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé è íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà (òàê êàê ñîäåðæèò äâå ðàç-
ëè÷íûå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 8 â ïåðâîì ñëó÷àå è ñîäåðæèò ðàçëè÷íûå öèêëè-
÷åñêèå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 4 â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 〈Sg, z1, z2〉 � ëèáî
ãðóïïà äèýäðà, ëèáî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà (êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû äèýäðà CH(t)); ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû M . Èç

ëåììû 6.1.8 (ïóíêò 1) è ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 (ïóíêòû 6, 7) âûòåêàåò, ÷òî ëèáî S = (A×B)h
〈v〉, ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà íå ìåíåå 4, v � èíâîëþöèÿ, Av = B,
ëèáî S � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììàìè 6.1.12 è 6.1.13.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.2 Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå êîíå÷íûìè ïðî-

ñòûìè ãðóïïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1

Teîðåìà 6.2.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóï-
ïàìè ëèåâà òèïà ðàíãà 1. Òîãäà G èçîìîðôíà ãðóïïå ëèåâà òèïà ðàíãà 1 íàä ïîäõîäÿùèì
ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, è ïóñòü G � êîíòðïðèìåð. Ïîëîæèì

M = {L2(f), U3(h), Sz(22m+1), Re(32n+1)|f > 3, h > 2,m > 1, n > 1} −

ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà ðàíãà 1,

D = {L2(r), U3(q) | r, q − íå÷åòíûå, r > 3, q > 3},

C = {L2(2
l), U3(2

k), Sz(22m+1), Re(32n+1) | l > 2, k > 1}.

Òîãäà M = D∪C � íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ãðóïïû G. ßñíî, ÷òî M(1) = D(1)∪C(1).

Ëåììà 6.2.2. D(1) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà M(1) = C(1), è âçÿâ C(1) â êà÷åñòâå
íàñûùàþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ G, ïîëó÷èì ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.19, ÷òî

G ∈̃ {L2(R), U3(Q), Sz(F ), Re(P ) | R,Q, F, P − ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ}.
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Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.2.3. C(1) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà M(1) = D(1), è âçÿâ D(1) â êà÷åñòâå
íàñûùàþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ G, ïî òåîðåìå 6.1.1 ïîëó÷èì, ÷òî

G ∈̃ {L2(R), U3(Q) | R,Q − ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ}.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó èç G.

Ëåììà 6.2.4. S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.8 âñå ñèëîâñêèå 2-
ïîäãðóïïû èç G êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû c S. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè S < K ∈ M(1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî S èçîìîðôíà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå SX äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû X ∈
C(1) (ëåììà 6.2.3), ëèáî S èçîìîðôíà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå SY äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû
Y ∈ D(1) (ëåììà 6.2.2). Åñëè S èçîìîðôíà SY , òî ëèáî S � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà, ëèáî
S � ïîëóäèýäàëüíàÿ ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 1.4.3 (ïóíêòû 6,7)), ëèáî S � ãðóïïà äèýäðà
(ïðåäëîæåíèå 1.4.3). Íî âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ S íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäãðóïïó, èçîìîðô-
íóþ SX . Ñëåäîâàòåëüíî, S ' SX . Â ýòîì ñëó÷àå âñå èíâîëþöèè èç S ëåæàò â Z(S), è ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.4.3

D(1) = {Y | Y < G, Y ' L2(r) (r = 3, 5(mod 8)}.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ãðóïïû H ∈M(1),

H ∈̃ {L2(r) (r = 3, 5(mod 8), L2(2
l), U3(2

k), Sz(22m+1), Re(32n+1}.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.19

G ∈̃ {L2(R), U3(Q), Sz(F ), Re(P ) | R,Q, F, P − ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ}.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.2.5. Åñëè S ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 8, òî S �
ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïåðèîäà 4, è âñå èíâîëþöèè èç S ëåæàò â Z(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � àáåëåâà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 8 èç ãðóïïû S. Ïî ëåììå
6.2.4 è ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 A < SA ≤ S, ãäå SA � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû S. Áóäåì ñ÷èòàòü SA ìàêñèìàëüíîé ëîêàëüíî êîíå÷íîé ïîäãðóïîé ãðóïïû S,
ñîäåðæàùåé ãðóïïó A. Èç óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî SA ïåðèîäà íå áîëåå 4, è
âñå èíâîëþöèè èç SA ëåæàò â Z(SA). Åñëè âñå èíâîëþöèè èç S ëåæàò â SA, òî äëÿ ëþáîãî
s ∈ S ãðóïïà 〈A, s〉 � êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈A, s〉 < R ∈ C(1).
Ñëåäîâàòåëüíî, |s| ≤ 4, S � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 1.2.22), âñå èíâîëþ-
öèè èç S ëåæàò â Z(S) (óñëîâèå íàñûùåííîñòè), è â ýòîì ñëó÷àå ëåììà äîêàçàíà. Ïóñòü
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òåïåðü i � èíâîëþöèÿ èç S \ SA. Âîçüìåì èíâîëþöèþ j ∈ SA. ßñíî, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóï-
ïà 〈i, j〉 ∩ SA = D 6= 1 íå ëåæèò â SA. Â ñèëó íîðìàëèçàòîðíîãî óñëîâèÿ â êîíå÷íûõ
2-ãðóïïàõ ìîæíî âûáðàòü òàêèå ýëåìåíòû x ∈ NS(D) \SA, y ∈ NSA

(D) \D, x2 ∈ D, y2 ∈ D.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íàÿ ãðóïïà K1 = 〈x, y,D〉 6< SA, D < D1 = K1 ∩ SA, |D1| > 2|D|.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû âñåãäà ñìîæåì äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ïîëîæèòåëü-
íîãî ÷èñëà m íàéòè òàêóþ êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó Km 6< SA, ÷òî |Km ∩ SA| > 2m|D|. Â ñèëó
ñòðîåíèÿ SA (ñì. âûøå), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãîm, âñå èíâîëþöèè èç Dm = Km∩SA ëåæàò â
Z(Dm) è îáðàçóþò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ïîðÿäêà íå ìåíåå 8. Âîçüìåì òåïåðü
y ∈ NKm(Dm) \Dm è y2 ∈ Dm. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ èíâîëþöèÿ èç SA. Òîãäà 〈x, y,Dm〉
� êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà, è èç óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè ïîëó÷àåì xy = yx, ò. å. y ïåðåñòàíîâî÷åí
ñî âñåìè èíâîëþöèÿìè èç SA. Òàê êàê SA � ìàêñèìàëüíàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà,
ñîäåðæàùàÿ A, òî y ∈ SA. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì y. Èòàê, âñå èíâîëþöèè èç S ëåæàò â
SA è, êàê ïîêàçàíî âûøå, â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû èìååò ìåñòî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6.2.6. Åñëè S íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 8, òî
S � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå S � îãðàíè÷åííîãî ðàíãà è ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.2.10 S � ÷åðíèêîâñêàÿ. Ïî óñëîâèþ ëåììû ðàíã S ðàâåí 2.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó

A, è A � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 8. Ïóñòü R � ìíîæåñòâî ñèëîâñêèõ
2-ïîäãðóïï ãðóïïû G, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå A.
Ïóñòü T � ìíîæåñòâî âñåõ îñòàëüíûõ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû G. Åñëè îäíîâðåìåííî
R 6= ∅ è T 6= ∅, òî ïî ïðåäëîæíèþ 1.3.7 äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî m
íàéäóòñÿ òàêèå R ∈ R, T ∈ T ñî ñâîéñòâîì |T ∩R| > m, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ëåììàì 6.2.5,
6.2.6. Ñëåäîâàòåëüíî, T = ∅, âñå èíâîëþöèè èç S ëåæàò â Z(S) (ëåììà 6.2.5), è M(1)
ñîñòîèò èç ãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç ìíîæåñòâà

{L2(r) (r = 3, 5(mod 8), L2(2
l), U3(2

k), Sz(22m+1), Re(32n+1}.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.19

G ∈̃ {L2(R), U3(F ), Sz(Q), Re(P ) | R,F,Q, P − ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ}.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð. Èòàê, ãðóïïà G íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäãðóïï,
èçîìîðôíûõ ãðóïïå A. Ñëåäîâàòåëüíî, R = ∅ è T 6= ∅. Ïóñòü S ∈ T. Ïî ëåììàì 6.2.4,
6.2.6 S � áåñêîíå÷íàÿ ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà ðàíãà 2. Ïî ëåììå 6.2.3 G ñîäåðæèò êîíå÷íóþ
ïîäãðóïïó K òàêóþ, ÷òî K ∈ C(1). Ïóñòü SK � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç K. Òàê êàê R =
∅, òî SK � ðàíãà 2, à K ' U3(4). Ïîñêîëüêó SK ëåæèò â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå
èç G, à âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç G áåñêîíå÷íûå (ëåììà 6.2.4) è ÷åðíèêîâñêèå (ëåììà
6.2.6), òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî SK ≤ S. Âîçüìåì s ∈ S \ SK
òàêîé, ÷òî |s| > 4. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈s, SK〉 < F ∈ D(1). ßñíî, ÷òî F ' L2(r),
ãäå r � íå÷åòíîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SF ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó èç F , ñîäåðæàùóþ SK . Ïî
ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 SF −ãðóïïà äèýäðà è íå ìîæåò ñîäåðæàòü SK . Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 7

Ãðóïïû 2-ðàíãà äâà, íàñûùåííûå

êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè

7.1 Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû 2-ðàíãà äâà, íàñûùåííûå êî-

íå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè

Teîðåìà 7.1.1. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï 2-ðàíãà 2, íàñû-
ùåííûõ êîíå÷íûìè ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà

G = {L2(Q), A7, L3(P ), U3(R), M11, U3(4)},

ãäå Q,P,R � âñåâîçìîæíûå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ íå÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê, |Q| > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå. Ïîëîæèì

A = {L2(q) | q > 3, q − íå÷åòíîå},

B = {L3(p), U3(r) | p, r − íå÷åòíûå},

C = { A7, M11, U3(4)}.
Ëåììà 7.1.2. 1. M = A∪B∪C � íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ãðóïïû G, ïîïàðíûå

ïåðåñå÷åíèÿ åãî ïîäìíîæåñòâ A, B è C ðàâíû ïóñòîìó ìíîæåñòâó.
2. M(1) = A(1)∪B(1)∪C(1) è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðóïïà X ∈ A(1)∪C(1), ÷òî X 6≤ Y

íè äëÿ êàêîé ãðóïïû Y ∈ B(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.18 è îïðå-
äåëåíèÿ ìíîæåñòâM(1),A(1),B(1),C(1). Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç óñëîâèÿ
íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèÿ 1.4.18.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.3. G � áåñêîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà âûòåêàåò èç ïðåäëîæå-
íèÿ 1.4.18, ïîýòîìó ãðóïïà G áåñêîíå÷íà è ïðîñòà ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.15. Â áåñêîíå÷íîé
ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïå, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû, èç íàñûùàþùåãî ìíîæå-
ñòâà, î÷åâèäíî, ìîæíî èñêëþ÷èòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Èñêëþ÷èâ èç M ïîäìíî-
æåñòâî C, çàêëþ÷àåì, ÷òî òåîðåìà äëÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï âåðíà ïî ïðåäëîæåíèþ
1.2.16. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà G íå ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 7.1.4. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç G. Òàê êàê G � ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììå 7.1.2
〈x, y〉 < K ∈̃ {L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4)}, ãäå q, p, r � íå÷åòíûå è q > 3. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèÿì 1.4.3, 1.4.8, 1.4.15, 1.4.16, 1.4.17 â êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï òîëüêî îäèí êëàññ
ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé. Çíà÷èò, èíâîëþöèè x, y ñîïðÿæåíû â K.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.5. U3(4) /∈M(1) è C(1) = {A7, M11}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K = U3(4) ∈ M(1), S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ãðóïïû K. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4.16 ñåêöèîííûé ðàíã ãðóïïû S ðàâåí 4, â òî âðåìÿ
êàê ñåêöèîííûå ðàíãè äèýäðàëüíûõ, ïîëóäèýäðàëüíûõ è ñïëåòåííûõ 2-ãðóïï íå ïðåâîñ-
õîäÿò 3, ïîýòîìó îíè íå ìîãóò ñîäåðæàòü S â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû. Îòñþäà çàêëþ÷àåì,
÷òî S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6 ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû
â G ñîïðÿæåíû, âûáåðåì ñðåäè íèõ ïîäãðóïïó T = Sg 6= S ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì
ïåðåñå÷åíèåì D = S ∩ T . Äîïóñòèì, ÷òî D 6= 1. Â ñëó÷àå, êîãäà D ≥ Z(S), âûáåðåì
x ∈ S \D è y ∈ T \D, åñëè æå D < Z(S), òî ïóñòü x ∈ Z(S) \D, à y � ýëåìåíò ïîðÿäêà
4 èç CT (D). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4.16 òàêîé âûáîð âîçìîæåí, ïðè ýòîì x, y ∈ NG(D)
è x2, y2 ∈ D. Ââèäó ïåðèîäè÷íîñòè G ïîäãðóïïà R = 〈x, y,D〉 êîíå÷íà, ñîäåðæèò ýëåìåíò
ïîðÿäêà 4 è, â ñèëó âûáîðà ïîäãðóïïû T , íå ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííî-
ñòè R ≤ L ∈ M(1). Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà SL â L ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 4 è â ñèëó
ñòðîåíèÿ S (ïðåäëîæåíèå 1.4.16) SL èçîìîðôíà S, à L ' U3(4). Îäíàêî â U3(4) ñèëîâñêèå
2-ïîäãðóïïû ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðîåíèþ ïîäãðóïïû R. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî D = 1, ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â G ïîïàðíî âçàèìíî
ïðîñòû, è ïîäãðóïïà NG(S) ñèëüíî âëîæåíà. Â ñèëó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè, ëåììû 7.1.2
è ñòðîåíèÿ ãðóïïû U3(4) çàêëþ÷àåì, ÷òî CG(S) = S, |NG(S)/S| = 15 è |CG(z)| = 320 äëÿ
ëþáîé èíâîëþöèè z ∈ G. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 G � ëîêàëüíî êîíå÷íà, è ïîíÿòíî, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ïðîñòî G ' U3(4).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.6. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G ìîæåò áûòü îäíîé èç âèäîâ :
1. S = 〈a, v | a2n = v2 = 1, av = a2

n−1−1〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà.
2. S = 〈a, w | a2n = b2

n
= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà.

3. S � ãðóïïà äèýäðà.
4. S � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå 2, è ëèáî S = (C × Ci) h 〈i〉, ãäå C �

êâàçèöèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, i � èíâîëþöèÿ, ëèáî S = C h 〈j〉, ãäå C � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ
2-ãðóïïà, j � èíâîëþöèÿ, cj = c−1 äëÿ ëþáîãî c ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû S íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ïîä-
ãðóïï ïîðÿäêà 8. Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G
êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû (ïðåäëîæåíèå 1.3.6). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììàì 7.1.2,
7.1.5 S < K ∈̃ {L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11}, ãäå q, p, r � íå÷åòíûå è q > 3. Ñèëîâñêèå 2-
ïîäãðóïïû ýòèõ ãðóïï óêàçàíû â ïðåäëîæåíèÿõ 1.4.3, 1.4.8, 1.4.15, 1.4.16, è äîêàçàòåëüñòâî
ïóíêòîâ 1�3 ëåììû çàâåðøàåò ïðîñòàÿ ïðîâåðêà.

Åñëè S áåñêîíå÷íà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.10 S � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà 2-ðàíãà 2. Â
ñèëó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè S ÿâëÿåòñÿ îáüåäèíåíèåì âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè êîíå÷íûõ
íåàáåëåâûõ 2-ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ãðóïïû S ñ ñèëîâñêèìè 2-ïîäãðóïïàìè
ïîäõîäÿùèõ ãðóïï èç M(1). Ïîñêîëüêó ïîëóäèýäðàëüíûå ãðóïïû (ãðóïïû òèïà 1 èç ëåì-
ìû) âîçðàñòàþùèõ öåïåé ñîñòàâëÿòü íå ìîãóò, òî èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: S ÿâëÿåòñÿ
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ëèáî îáüåäèíåíèåì âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè êîíå÷íûõ ñïëåòåííûõ 2-ãðóïï (ãðóïï òèïà 2),
ëèáî îáüåäèíåíèåì âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè êîíå÷íûõ 2-ãðóïï äèýäðà (ãðóïï òèïà 3). Â
ïåðâîì ñëó÷àå S = (C × Ci) h 〈i〉, ãäå C � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, i � èíâîëþöèÿ,
âî âòîðîì � S = C h 〈j〉, C � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, j � èíâîëþöèÿ, cj = c−1 äëÿ
ëþáîãî c ∈ C.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.7. Íîðìàëèçàòîð êàæäîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû â G áåñêîíå÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè êîíå÷íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè êàæ-
äàÿ èíâîëþöèÿ z ∈ G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïå F = 〈z, f〉. Ïîñêîëüêó
G íå ëîêàëüíî êîíå÷íà (ëåììà 7.1.3), òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.6 ïîäãðóïïà R = CG(z)
áåñêîíå÷íà. Äîïóñòèì, ÷òî ïîäãðóïïà NG(F ) êîíå÷íà, òîãäà ïîäãðóïïà CR(f) òàêæå êî-
íå÷íà, è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.6 ïîäãðóïïà R ëîêàëüíî êîíå÷íà.

Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîé ïîäãðóïïû X èç B(1), ñîäåðæàùåé ïîäãðóïïó F , îãðà-
íè÷åí íåêîòîðûì ÷èñëîì m, çàâèñÿùèì îò ÷èñëà |NG(F )|. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïóíêòó 3
ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû â X ñîïðÿæåíû, à â ñèëó ïóíêòà 2 ïðåäëî-
æåíèÿ 1.4.8 |NX(F )| = 6(q+ε1)(q−ε1)

(3,q−ε1) ≤ |NG(F )|, èç ÷åãî ñëåäóåò, íàïðèìåð, |X| < |NG(F )|3.
Äàëåå, â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè è ëîêàëüíîé êîíå÷íîñòè R ëþáàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà

K âìåñòå ñ z ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîé ïîäãðóïïå M ïîðÿäêà, ïðåâîñõîäÿùåãî ÷èñëî m
è ïîðÿäêè ïîäãðóïï èç C(1). Ïîäãðóïïà M , â ñâîþ î÷åðåäü, ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå L ∈ M(1), è â ñèëó âûøåñêàçàííîãî M ≤ L ∈ A(1).
Ïî ïóíêòó 2 ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3 CL(z) = R ∩ L � ãðóïïà äèýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈z,K〉 ≤
M ≤ R ∩ L è R íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.14 R = CG(z) = Dh 〈t〉,
ãäå t � èíâîëþöèÿ, D � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è äëÿ ëþáîãî d ∈ D dt = d−1.
Â ñèëó ëåììû 7.1.4 äîêàçàííîå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè z ∈ G, è
ïîòîìó äëÿ ëþáîé ãðóïïû X ∈M(1) è ëþáîé èíâîëþöèè z ∈ X CX(z) � ãðóïïà äèýäðà.
Â ÷àñòíîñòè, ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â X ÿâëÿåòñÿ äèýäðàëüíîé è ïî òåîðåìå Ãîðåíñòåéíà-
Óîëòåðà ( [6, c. 27]) X ' L2(q), q íå÷åòíî, q > 3, èëè X ' A7. Îäíàêî â A7 öåíòðàëèçàòîðû
èíâîëþöèè íå ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè äèýäðà âîïðåêè äîêàçàííîìó âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî,
X 6' A7, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.17 G èçîìîðôíà ãðóïïå L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî
êîíå÷íîãî ïîëÿ Q è íå ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê òåîðåìå. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
îçíà÷àåò, ÷òî ïîäãðóïïà NG(F ) íå ìîæåò áûòü êîíå÷íîé.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.8. B(1) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ëåììà íåâåðíà, è F � ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç G.
Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ïîäãðóïïà CG(F ) áåñêîíå÷íà. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà èç CG(F ), ñòðîãî ñîäåðæàùàÿ F . Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè K ≤ X ∈ M(1),
X /∈ B(1) = ∅ è â ñèëó ïóíêòà 2 ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3 X /∈ A(1). Ââèäó ëåììû 7.1.5 X ' A7

èëè X ' M11. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 1.4.17 è 1.4.15 |NX(F )/F | = 6, è ïåðèîä ôàêòîð-
ãðóïïû NX(F )/F ðàâåí 6. Çíà÷èò, |K/F | ≤ 6, è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè K èç CG(F ) ïåðèîä
ôàêòîð-ãðóïïû CG(F )/F ðàâåí 6. Ïî òåîðåìå Ì. Õîëëà ( [47, òåîðåìà 18.4.8]) ãðóïïà CG(F )
ëîêàëüíî êîíå÷íà, è ïîòîìó â íåé åñòü êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà > 24. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî ëåììå 7.1.8 â G íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà K, èçîìîðôíàÿ U3(q), ãäå q � íå÷åòíî, èëè
L3(q), ãäå q � íå÷åòíî. Îòîæäåñòâèì óêàçàííóþ ãðóïïó K ñ ãðóïïîé L èç ïðåäëîæåíèÿ
1.4.8 è áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ: i, j, w, v, b, A, V , B.
Ïóñòü N = NG(A), CA = CG(A), CB = CG(B).
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Ëåììà 7.1.9. Âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû â G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç G. Ïî ëåììå 7.1.4 âñå èíâîëþ-
öèè â G ñîïðÿæåíû, ñëåäîâàòåëüíî, A∩F g 6= 1 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G. Åñëè A = F g, òî âñå
äîêàçàíî. Ïóñòü A 6= F g, òîãäà A∩F g = 〈z〉 � ãðóïïà ïîðÿäêà 2 (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü z = i (íàïîìíèì, ÷òî A = {1, i, j, ij})), è ôàêòîð-ãðóïïà 〈A,F g〉/〈i〉 êîíå÷íà
êàê ïîäãðóïïà ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè. Òàêèì îáðàçîì,
〈A,F g〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Òàê êàê ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â êîíå÷íîé ãðóïïå ñîïðÿ-
æåíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà h ∈ 〈A,F g〉 ãðóïïà M = 〈A,F gh〉
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé íåàáåëåâîé 2-ãðóïïîé (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A = F gh, è ëåììà äîêàçàíà).
Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G, ñîäåðæàùàÿ M . Åñëè S êîíå÷íà, òî â ñèëó ëåììû
7.1.8 è ïðåäëîæåíèé 1.2.8, 1.4.8 S � îäíîãî èç âèäîâ 1, 2, ïåðå÷èñëåííûõ â çàêëþ÷åíèè
ëåììû 7.1.6. Ââèäó îñíîâíîãî óñëîâèÿ M ≤ X ∈ B(1) è ïî ïóíêòó 3 ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 A,
F ñîïðÿæåíû â G.

Êîãäà S áåñêîíå÷íà, âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì 4 ëåììû 7.1.6. Åñëè M < S = C h 〈j〉, òî
A è F gh ñîïðÿæåíû â S ââèäó ñâîéñòâ ãðóïïû C h 〈j〉. Åñëè M < S = (C ×Ci)h 〈i〉, òî M
ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîé ñïëåòåííîé ïîäãðóïïå R èç S (âûáåðåì ïîäãðóïïó R äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî ïîðÿäêà), ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè R < X ∈ B(1) è A, F gh ñîïðÿæåíû â X ïî
ïóíêòó 3 ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.10. N = CA h V, ãäå CA � áåñêîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó CA = CG(A), V ≤ N = NG(A) è V ' Aut (A), òî
N = CA h V . Ïî ëåììå 7.1.9 CA h 〈b〉 � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Äëÿ ëþáîãî c ∈ CA ïî-
ðÿäîê ýëåìåíòà cb äåëèòñÿ íà 3, cb /∈ CA è 〈A, cb〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà èç N . Ïî îñíîâíîìó
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈A, cb〉 < M ∈M(1). Ââèäó ëåììû 7.1.5 è ïðåäëîæåíèé 1.4.8, 1.4.3,
1.4.15, 1.4.17 |cb| = 3. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.12 CA � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, è, êàê ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ãðóïïà, CA ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç
CA äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïîðÿäêà. Èç îñíîâíîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî AK < M ∈ B(1),
K ≤M ∩ CA è ïî ïóíêòó 2 ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 M ∩ CA � àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2. Çíà÷èò,
è CA � àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.11. Ïîäãðóïïà N = NG(A) ñîäåðæèòñÿ â áåñêîíå÷íîé ïðîñòîé ëîêàëüíî
êîíå÷íîé ïîäãðóïïå M ãðóïïû G, îáëàäàþùåé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :

1. M ∈̃ {L3(P ), U3(P )}, ãäå P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè.
2. Âñå èíâîëþöèè, ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû è ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â ãðóïïå M ñîïðÿ-

æåíû.
3. NG(F ) < M äëÿ êàæäîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F < M è NG(M) = M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 7.1.10 ãðóïïà N ñ÷åòíà, è ïîòîìó

N = ∪Nk, CA = ∪Ck, ãäå N1 < N2 < ..., C1 < C2 < ..., Ck = Nk ∩ CA, (7.1)

äëÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííûx êîíå÷íûõ ïîäãðóïï Nk = Ck h V èç N . Î÷åâèäíî,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A < C1, |C1| > max(|A7|, |M11|, |U3(5)|). Â ñèëó âûáîðà C1 ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè èìååì C1 < N1 < M1 ∈ B(1), è, î÷åâèäíî, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî C1 = CA∩M1,
N1 = N ∩M1 (âûáðîñèâ, åñëè åñòü íåîáõîäèìîñòü, êîíå÷íîå ÷èñëî íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà



121

(7.1), ïîñòàâèâ M1 ∩ CA âìåñòî ïåðâîíà÷àëüíîé ïîäãðóïïû C1 è ïåðåíóìåðîâàâ îñòàâøè-
åñÿ ÷ëåíû ðÿäà). Àíàëîãè÷íî C2 < N2 < M2 ∈ B(1) è, ïîâòîðèâ óêàçàííûå ïðîöåäóðû,
ïîëó÷èì C2 = CA ∩M2, N2 = N ∩M2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîñòðîèì ðÿä (7.1), ñîãëà-
ñîâàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîäãðóïï Mk ∈ B(1) (k = 1, 2, ...) òàê, ÷òî Ck = CA ∩Mk

è Nk = N ∩Mk, ïðè ýòîì V,A,B < Mk.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïû Mk (k = 1, 2, ...) âëîæåíû äðóã â äðóãà è ñîñòàâëÿþò âîç-

ðàñòàþùèé ðÿä M1 < M2 < . . . < Mk < . . . . Ïî ïóíêòó 5 ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòû v ∈ Mk, äëÿ êîòîðîãî j

v = j, iv = w, è v1 ∈ Mk+1, äëÿ êîòîðîãî j
v1 = j, iv1 = w.

Òîãäà v1v
−1 = c ∈ CA è v1 = cv. Òàê êàê CA � àáåëåâà (ëåììà 7.2.10), òî

CMk+1
(B) = (CMk+1

(A))v1 = (CMk+1
(A))cv = (CMk+1

(A))v,

è ïîñêîëüêó Ck+1 = CMk+1
(A) > CMk

(A) = Ck, òî

CMk+1
(B) = (CMk+1

(A))v > (CMk
(A))v = CMk

(B).

Òàêèì îáðàçîì, CMk
(B) < Mk+1. Ââèäó âûáîðà C1 âûïîëíÿåòñÿ |Mk| > |U3(5)|, è ïî ïóíêòó

10 ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 ïîëó÷àåì

Mk = 〈Nk, CMk
(B)〉 < 〈Nk+1, CMk+1

(B)〉 = Mk+1.

Cëåäîâàòåëüíî,
M1 < M2 < ... < Mk < ... . (7.2)

ÎáüåäèíåíèåM =
⋃∞
k=1Mk ÷ëåíîâ ðÿäà (7.2) ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ïðîñòîé ëîêàëüíî êî-

íå÷íîé ãðóïïîé, è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.16 M ∈̃ {L3(P ), U3(P )} äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî
êîíå÷íîãî ïîëÿ P íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò 1 ëåììû.

Óòâåðæäåíèå 2 ëåììû è óòâåðæäåíèå 3 ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ãðóïïû Lε3(P ). Äàëåå,
NG(A) = N < M ïî ïîñòðîåíèþ ïîäãðóïïû M , è ââèäó ïóíêòà 2 ëåììû NG(F ) < M
äëÿ ëþáîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F èç M . Åñëè x ∈ NG(M) è F = Ax, òî ïî ïóíêòó 2
ëåììû Ax = F y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈M , xy−1 = z ∈ N < M , x = zy ∈M .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.12. Ïóñòü K ∈ B(1), K ∩ M ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó. Òîãäà
K < M . Â ÷àñòíîñòè, åñëè M ∩ Mx ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó, òî M = Mx,
x ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðîòèâ, F � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà èç K ∩M 6= K. Ïî ëåììå
7.1.11 (ïóíêò 4) NK(F ) < M. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4) NK(F ) ñîäåðæèò ÷åò-
âåðíóþ ïîäãðóïïó H òàêóþ, ÷òî T = 〈F, H〉 � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 8. Ïî ëåììå 7.1.11
(ïóíêòû 2, 4) NK(H) < M. Òàêèì îáðàçîì, S = 〈NK(F ), NK(H)〉 < M . Ïîñêîëüêó S 6= K,
òî K ' U3(5), S ' A7, S � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â K (ïðåäëîæåíèe 1.4.8 (ïóíêò
9)). Òàê êàê T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç S, à ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç K ÿâëÿåòñÿ
ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 16, òî âîçüìåì x ∈ NK(T ) \ T ñî ñâîéñòâîì x /∈ M , íî
x2 ∈ T . Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M èìååò ïîðÿäîê áîëüøå 8 (ëåììà 7.2.13, ïðåäëîæåíèå
1.4.8 (ïóíêò 8)). Âûáåðåì y ∈ NM(T ) \T ñî ñâîéñòâîì y2 ∈ T . Òàê êàê G � ïåðèîäè÷åñêàÿ
ãðóïïà, òî 〈x, y, T 〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç 〈x, y, T 〉 ñîäåðæèò ñè-
ëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó èç K, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈x, y, T 〉 < L ∈ B(1). Ïîñêîëüêó x ∈ L, íî x /∈M , òî L íå ëåæèò
â M. Î÷åâèäíî, L íå èçîìîðôíà U3(5), ñëåäîâàòåëüíî, L = 〈NL(F ), NL(H)〉 (ïðåäëîæåíèå
1.4.8 (ïóíêò 9)) è L < M , ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, K < M .
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Äàëåå, ïóñòü x ∈ G, M ∩ Mx ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó F . Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, âñå ïîäãðóïïû Mk+m ðÿäà (7.2) áóäóò ñîäåðæàòü F , è â ñèëó
äîêàçàííîãî âûøå Mk+m ≤Mx. Ïîýòîìó M ≤Mx, àíàëîãè÷íî Mx ≤M , M = Mx, x ∈M
ïî ïóíêòó 3 ëåììû 7.1.11.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.13. CG(z) 6< M äëÿ êàæäîé èíâîëþöèè z ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïîñêîëüêó â M âñå èíâîëþöèè ñîïðÿæåíû
è NG(M) = M (ïóíêòû 2, 3 ëåììû 7.1.11), òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G \M ïîäãðóïïà M ∩M g

íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé, è ïîäãðóïïà M ñèëüíî âëîæåíà â G. Ïîýòîìó, åñëè L ∈M(1), â
L ∩M åñòü èíâîëþöèè è L 6< M , òî L ' L2(5) è L ∩M ' A4. Ìíîæåñòâî òàêèõ ãðóïï L,
î÷åâèäíî, íåïóñòî, è ââèäó ñîïðÿæåííîñòè ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï â M (ï. 2 ëåììû 7.1.11)
ñðåäè íèõ åñòü L ñ ïåðåñå÷åíèåì L∩M = Ah 〈b〉. Â L \M åñòü èíâîëþöèÿ k ñî ñâîéñòâîì
bk = b−1, à â M � èíâîëþöèÿ w c òåì æå ñâîéñòâîì bw = b−1 (ïóíêò 1 ïðåäëîæåíèÿ
1.4.8). Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè G ïîäãðóïïà 〈b, k, w〉 êîíå÷íà, 〈b, k, w〉 < X ∈M(1). Îäíàêî
X ∩M 6' A4. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.14. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S èç M ïîëóäèýäðàëüíà.
Ïóñòü R � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G, ñîäåðæàùàÿ S. Åñëè R 6= S, òî íàéäåòñÿ x ∈
NR(S) \ S = NR(S) \M è S ≤M ∩Mx âîïðåêè ëåììå 7.1.12. Ïîýòîìó S = R � ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà â G. Ïî ëåììå 7.1.13 CG(i) 6≤M , M 6= Mk äëÿ ëþáîãî k ∈ CG(i) \M (ïóíêò 3
ëåììû 7.1.11) è i ∈M ∩Mk. Âûáåðåì òàêîé ýëåìåíò k ∈ G \M , äëÿ êîòîðîãî 2-ïîäãðóïïà
T èç M ∩Mk èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê. Ââèäó ëåììû 7.1.12 â D = M ∩Mk

íåò ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï, íî ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè âM ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî i ∈ T ,
è T � ëèáî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ëèáî ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ. Ïóñòü T = S ∩ R, ãäå S è R
� ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç M è Mk ñîîòâåòñòâåííî.

Äîïóñòèì, ÷òî [S : T ] = 2, òîãäà T / S, T / R, è ïîäãðóïïà K = 〈S,R〉 êîíå÷íà.
Ïî óñëîâèÿì K < L ∈ M(1). Åñëè L ∈ B(1), òî â ñèëó ëåììû 7.1.12 L < M è L < Mk,
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, |S| = 16, L 'M11 è L∩M = S. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.15 K =
CL(i) ' GL2(3), T ' Q8, â êà÷åñòâå k ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò a ïîðÿäêà 3 èç K, ãäå T h〈a〉 '
SL2(3), êîòîðûé, î÷åâèäíî, íå ñîäåðæèòñÿ â M . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8, CM(i) '
GL2(P ) è, çíà÷èò, â NM(T ) òàêæå åñòü ýëåìåíò b ïîðÿäêà 3, èíâåðòèðóåìûé èíâîëþöèåé
t, äåéñòâèå êîòîðîãî íà T ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì ýëåìåíòà a. Î÷åâèäíî, ÷òî 1 6= [t, d] =
t−1d−1td = tba−1tab−1 = b−1a2b−1 ∈ CG(T )\M . Çíà÷èò, ïîäãðóïïà K1 = 〈t, [t, d], T 〉 êîíå÷íà,
íå ñîäåðæèòñÿ â M è ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó 〈t, i〉. Ïî îñíîâíîìó óñëîâèþ K1 <
L ∈ M(1), è ïîñêîëüêó â L2(q), M11 è A7 íåò ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ K1, òî L ∈ B(1).
Ïî ëåììå 7.1.12 L < M è K1 < M . Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé [S : T ] = 2
íåâîçìîæåí.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé, êîãäà [S : T ] > 2 è T � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ. Ïîïóòíî
çàìåòèì, ÷òî Z(S) = 〈i〉 = Z(R) è 〈S,R〉 ≤ CG(i). Îáîçíà÷èì X = NS(T ), Y = NR(T ).
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî [X : T ] = [Y : T ] = 2, è òàê êàê K/T � ãðóïïà äèýäðà, òî ïîäãðóï-
ïà K = 〈X, Y 〉 êîíå÷íà. Ñëó÷àé, êîãäà K � 2-ãðóïïà, íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó òîãäà îíà
ñîäåðæèòñÿ â ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïe W < M g, è ïîðÿäêè 2-ïîäãðóïï XT è Y T èç ïåðå-
ñå÷åíèé M ∩M g è Mk ∩M g áîëüøå ïîðÿäêà T , âîïðåêè âûáîðó T . Ñëåäîâàòåëüíî, K �
íå 2-ãðóïïà, 〈i〉 = Z(K) è â K/T åñòü ýëåìåíò aT íå÷åòíîãî ïîðÿäêà; ñëó÷àé K ' GL2(3)
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ðàçîáðàí âûøå è íåâîçìîæåí, çíà÷èò, ýëåìåíò a öåíòðàëèçóåò T . Ïî óñëîâèþ íàñûùåííî-
ñòè F < L ∈M(1) è ââèäó ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ L ∈ B(1). Â ñèëó ëåììû 7.1.12 L < M g

äëÿ ïîäõîäÿùåãî g ∈ G, è ïîðÿäêè 2-ïîäãðóïï XT èç M ∩M g è Y T èç Mk ∩M g áîëüøå
ïîðÿäêà T � îêîí÷àòåëüíîå ïðîòèâîðå÷èå äëÿ êâàòåðíèîííîãî ñëó÷àÿ.

Èòàê, T = S ∩ R = 〈t〉 � öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà è [S : T ] > 2. Â S (è â ãðóïïå R)
ïîäãðóïïà T â êà÷åñòâå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû èíäåêñà 2 ñîäåðæèòñÿ êàê ìèíèìóì â äâóõ
íåèçîìîðôíûõ ïîäãðóïïàõX è Y . Åñëè |T | = 2, òîX � öèêëè÷åñêàÿ, Y � ÷åòâåðíàÿ. Åñëè
|T | = 4 è óðàâíåíèå x2 = t â S ðàçðåøèìî, òî X = 〈x〉 � öèêëè÷åñêàÿ, Y � êâàòåðíèîííàÿ
èëè äèýäðàëüíàÿ, ïðè íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ x2 = t â S, X � êâàòåðíèîííàÿ, Y
� äèýäðàëüíàÿ. Åñëè, íàêîíåö, |t| > 4, òî X � öèêëè÷åñêàÿ, Y � êâàòåðíèîííàÿ èëè
äèýäðàëüíàÿ. Âûáåðåì íåèçîìîðôíûå ïîäãðóïïû X < S è Y < R è ïîëîæèì K = 〈X, Y 〉.
Òîãäà K/T � êîíå÷íàÿ ãðóïïà äèýäðà, è ïîäãðóïïû X/T è Y/T íå ñîïðÿæåíû â K/T .
Çíà÷èò, â K/T åñòü íîðìàëüíàÿ íå åäèíè÷íàÿ 2-ïîäãðóïïà Z/T , è ïóñòü Z � åå ïîëíûé
ïðîîáðàç. Ïóñòü W1 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ 2-ïîäãðóïïó XZ, è W1 <
M g = M1, W2 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïû â G, ñîäåðæàùàÿ 2-ïîäãðóïïó XZ, è W2 < Mh =
M2. Ïîñêîëüêó Z < M1 ∩ M2, òî â ñèëó âûáîðà T èìååì M1 = M2 = M g. Ïî òåì æå
ïðè÷èíàì XT < M g ∩M ñëåäóåò M g = M , à èç Y T < Mk ∩M g âûòåêàåò Mk = M g = M
� ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.1.15. Êîíòðïðèìåðà ê òåîðåìå íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 è ëåììå 7.1.14 ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
S â M ÿâëÿåòñÿ ñïëåòåííîé ãðóïïîé, òî åñòü S = (C × Cv) h 〈v〉, ãäå C � ëîêàëüíî
öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà (êîíå÷íàÿ, èëè áåñêîíå÷íàÿ), |C| ≥ 4 è v � èíâîëþöèÿ. Ââèäó
ëåììû 7.1.13 â íåêîòîðûõ ïåðåñå÷åíèÿx M ∩ Mk (k ∈ G \ M) ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû
íåòðèâèàëüíû. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Äîïóñòèì, ÷òî â M ∩Mk åñòü ýëåìåíò t ïîðÿäêà 8, t ∈ S ∩R, ãäå S è R � ñèëîâñêèå 2-
ïîäãðóïïû èç M è Mk ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, t2 ïðèíàäëåæèò áàçàì ñïëåòåíèé S̃ è R̃
ãðóïï S è R. ÏóñòüX = 〈x〉×〈t2〉 ≤ S̃, Y = 〈y〉×〈t2〉 ≤ R̃, |x| = |y| = 2. Â ñèëó ëåììû 7.1.12
x /∈ R, y /∈ S. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïîäãðóïïà K = 〈X, Y 〉 êîíå÷íà è 〈t2〉 ≤ Z(K). Ïóñòü
K < L ∈ M(1). Ïîñêîëüêó ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â L ñîäåðæèò íåöèêëè÷åñêóþ àáåëåâó
ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 8 è íå ìîæåò áûòü íè äèýäðàëüíîé ãðóïïîé, íè ïîëóäèýäðàëüíîé, òî
L ∈ B(1). Íî òîãäà ïî ëåììå 7.1.12 L < M ∩Mk è M = Mk. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç ïåðåñå÷åíèÿ M ∩ Mk. Ïîñêîëüêó â M âñå èíâîëþöèè ñî-
ïðÿæåíû (ëåììà 7.1.11), òî z ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé èíâîëþöèåé â íåêîòîðûõ ñèëîâñêèõ
2-ïîäãðóïïàõ S èç M è R èç Mk. Â ýòîì ñëó÷àå z ñîäåðæèòñÿ â ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïå
X = 〈z, x〉 è öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå Y = 〈y〉 ïîðÿäêà 4 èç áàç ñïëåòåíèé S̃ è R̃ ãðóïï S è
R. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò y ìîæíî âûáðàòü çà ïðåäåëàìè ïîäãðóïïû M , ïîñêîëüêó èíà÷å
÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç R̃ ñîäåðæàëàñü áû â M ∩Mk, âîïðåêè ëåììå 7.1.12. Äàëåå, â ñèëó
ïåðèîäè÷íîñòè ïîäãðóïïà K = 〈X, Y 〉 êîíå÷íà, ñîäåðæèòñÿ â CG(z), è ïîäãðóïïû X/〈z〉,
Y/〈z〉 â äèýäðàëüíîé ôàêòîð-ãðóïïå K/〈z〉 íå ñîïðÿæåíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìàêñèìàëü-
íóþ íîðìàëüíóþ â 〈xy〉/〈z〉 2-ïîäãðóïïó, à ÷åðåç T � ee ïîëíûé ïðîîáðàç â K. Î÷åâèäíî,
÷òî T/〈z〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, T � àáåëåâà è íîðìàëüíà â K. Åñëè T � íå öèêëè-
÷åñêàÿ ãðóïïà, òî T ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó íîðìàëüíóþ â
K, è ïî ëåììå 7.1.12 K < M , âîïðåêè âûáîðó y. Ñëåäîâàòåëüíî, T = 〈t〉 � öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Ïîäãðóïïû TY è TX ÿâëÿþòñÿ ñèëîâñêèìè â K è ïî òåîðåìå Ñèëîâà ñîïðÿæåíû:
(TX)g = TY , g ∈ K. Ïîñêîëüêó TY ñîäåðæèò, ïî ìåíüøåé ìåðå, äâå öèêëè÷åñêèõ ïîä-
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ãðóïïû ïîðÿäêà 4, à TX � äâå èíâîëþöèè, òî |XT | > 8 è |T | ≥ 8. Â ñèëó âûáîðà y /∈ M ,
çíà÷èò, M g 6= M . Íî T < M ∩M g âîïðåêè ðàçîáðàííîìó âûøå ñëó÷àþ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

7.2 Î ãðóïïàõ Øóíêîâà 2-ðàíãà 2, íàñûùåííûõ êîíå÷-

íûìè ïðîñòûìè ãðóïïàìè

Teîðåìà 7.2.1. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî âñåõ ãðóïï Øóíêîâà 2-ðàíãà 2, íàñûùåííûõ
êîíå÷íûìè ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ G G îáëàäàåò
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï ìíîæåñòâà

{L2(Q), A7, L3(P ), U3(R), M11, U3(4)},

ãäå Q,P,R � âñåâîçìîæíûå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ íå÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê, |Q| > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû. Ïîëîæèì

A = {L2(q) | q > 3, q − íå÷åòíîå},

B = {L3(p), U3(r) | p, r − íå÷åòíûå},

C = { A7, M11, U3(4)},

M = A ∪B ∪ C.

Ëåììà 7.2.2. 1.M � íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ãðóïïû G, íå ñóùåñòâóåò ãðóïïû
K, äëÿ êîòîðîé îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî K ∈̃ A, K ∈̃ B è K ∈̃ C.

2. M(1) = A(1) ∪B(1) ∪ C(1) 6= ∅, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðóïïà X ∈ A(1) ∪ C(1), ÷òî
X 6≤ Y íè äëÿ êàêîé ãðóïïû Y ∈ B(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.18 è îïðå-
äåëåíèÿ ìíîæåñòâM(1),A(1),B(1),C(1). Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç óñëîâèÿ
íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèÿ 1.4.18.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.3. G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ëåììå Äèöìàíà (ïðåäëîæåíèå
1.2.1) G îáëàäàåò êîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è
ëåììå 7.2.2

T (G) ∈̃ {L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4)},

ãäå q, p, r � íå÷åòíûå, q > 3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð. Èòàê, G ñîäåð-
æèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.4 G ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.4. G íå ñîäåðæèò íîðìàëüíûõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ïîäãðóïï.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, è ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ ëîêàëüíî êîíå÷-
íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Â ýòîì ñëó÷àå N ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç
ãðóïïû G, êîòîðûå, î÷åâèäíî, îáðàçóþò ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü T (G)
ãðóïïû G. Åñëè T (G) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììå 7.2.2

T (G) ∈̃ {L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4)},

ãäå q, p, r � íå÷åòíûå, q > 3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.
Ïóñòü T (G) � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Âîçüìåì â T (G) ïðîèçâîëüíóþ

êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó X. Òàê êàê T (G) � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî â íåé
íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà Y òàêàÿ, ÷òî X < Y è |Y | > m, ãäå m � ìàêñèìàëüíîå èç
÷èñåë {|A7|, |M11|, |U3(4)|}. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ íà m, ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
è ëåììå 7.2.2

X < Y < D ∈̃ {L2(q), L3(p), U3(r)},

ãäå q, p, r � íå÷åòíûå, q > 3. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà X, êàê êîíå÷íîé ïîäãðóïïû
ãðóïïû T (G), ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà T (G) íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

{L2(q), L3(p), U3(r)}.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.16
T (G) ∈̃ {L2(Q), L3(P ), U3(R)},

ãäå Q,P,R � ïîäõîäÿùèå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ïîëÿ íå÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðîòèâîðå-
÷èå ñ òåì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.5. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ :
1. S = 〈a, v | a2n = v2 = 1, av = a2

n−1−1〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà.
2. S = 〈a, w | a2n = b2

n
= w2 = 1, aw = b, ab = ba〉 � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà.

3. S � ãðóïïà äèýäðà.
4. S èçîìîðôíà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå èç ãðóïïû U3(4).
5. S � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû S íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ïîä-
ãðóïï ïîðÿäêà 8. Åñëè S � áåñêîíå÷íà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.10 S � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà
ðàíãà íå áîëåå 2, è èìååò ìåñòî ïóíêò 5 óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà,
òî âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû G êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû (ïðåäëîæåíèå 1.3.6). Ïî
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììå 7.2.2

S < K ∈̃ {L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4)},

ãäå q, p, r � íå÷åòíûå, q > 3. Òîãäà S � îäíîãî èç âèäîâ 1�4 â çàêëþ÷åíèè ëåììû (ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.4.3, 1.4.8, 1.4.15, 1.4.16, 1.4.17).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.6. Âñå èíâîëþöèè â G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå èíâîëþöèè èç G. Òàê êàê G � ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî 〈x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ëåììå 7.2.2

〈x, y〉 < K ∈̃ {L2(q), A7, L3(p), U3(r), M11, U3(4)},
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ãäå q, p, r � íå÷åòíûå, q > 3. Ñëåäîâàòåëüíî, x, y ñîïðÿæåíû â K (ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3, 1.4.8,
1.4.15, 1.4.16, 1.4.17).

Ëåììà äîêàçàíà.

I. Â G ñóùåñòâóåò ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà F òàêàÿ, ÷òî CG(F ) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà 7.2.7. M(1) íå ñîäåðæèò ãðóïï, èçîìîðôíûõ U3(4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, R ∈M(1) è R ' U3(4). Ïóñòü SR � ñèëîâ-
ñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç R. Ïî ëåììå 7.2.5 (ïóíêò 4), SR � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â G. Ñëå-
äîâàòåëüíî, M(1) = {U3(4)}. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî CG(F ) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî
êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó, âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî M(1) ñîäåðæèò ãðóïïû ñêîëü óãîäíî áîëü-
øîãî ïîðÿäêà, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.8. B(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ïîäãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê CG(F ) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóï-
ïó (ëåììà 7.2.3), à ïîðÿäêè öåíòðàëèçàòîðîâ ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï èç ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A(1) ∪ C(1), îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8
(ïóíêò 2) âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâîB(1) ñîäåðæèò ãðóïïû ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî ëåììå 7.2.8 â G íàéäåòñÿ ïîäãðóïïà K, èçîìîðôíàÿ U3(q), ãäå q � íå÷åòíî, èëè
L3(q), ãäå q � íå÷åòíî. Îòîæäåñòâèì óêàçàííóþ ãðóïïóK ñ L èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 è áóäåì
äàëåå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ: i, j, w, b, A, V , B. Ïóñòü N = NG(A),
CA = CG(A), CB = CG(B).

Ëåììà 7.2.9. Âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû èç G ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç G. Ïî ëåììå 7.2.6 âñå èíâîëþ-
öèè èç G ñîïðÿæåíû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G âûïîëíåíî A ∩ Rg 6= 1. Åñëè
A = Rg, òî âñå äîêàçàíî. Ïóñòü A 6= Rg. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∩ Rg = 〈z〉 � ãðóïïà ïîðÿäêà
2, z � èíâîëþöèÿ. Íî òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà 〈A,Rg〉/〈z〉 êîíå÷íà, êàê ïîäãðóïïà ïåðèîäè-
÷åñêîé ãðóïïû, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ èíâîëþöèÿìè, 〈A,Rg〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òàê êàê
ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû â êîíå÷íîé ãðóïïå ñîïðÿæåíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî ýëåìåíòà h ∈ 〈A,Rg〉 ãðóïïà M = 〈A,Rgh〉 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé íåàáåëåâîé 2-ãðóïïîé
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A = Rgh, è ëåììà äîêàçàíà).

Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G, ñîäåðæàùàÿ M . Åñëè íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà S èç G êîíå÷íà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6 îíà, ïîñêîëüêó B(1) 6= ∅, îäíîãî
èç âèäîâ 1, 2, ïåðå÷èñëåííûõ â çàêëþ÷åíèè ëåììû 7.2.5, è 〈A,Bgh〉 ëåæèò â íåêîòîðîé
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå êîíå÷íîé ãðóïïû K òàêîé, ÷òî K ∈ B(1). Â ýòîì ñëó÷àå âñå
äîêàçàíî ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 (ïóíêò 4).

Åñëè íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G áåñêîíå÷íà, òî âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû
èç G áåñêîíå÷íû (ïðåäëîæåíèå 1.3.6), è ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû G, ñîäåð-
æàùàÿ ãðóïïó 〈A,Bgh〉, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïîé âèäà 5, óêàçàí-
íîãî â çàêëþ÷åíèè ëåììû 7.2.5.

Åñëè ïîëíàÿ ÷àñòü S � ðàíãà 2, òî 〈A,Bgh〉 ëåæèò â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå
êîíå÷íîé ãðóïïû K òàêîé, ÷òî K ∈ B(1). Â ýòîì ñëó÷àå âñå äîêàçàíî ââèäó ïðåäëîæåíèÿ
1.4.8 (ïóíêò 4).
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Åñëè ïîëíàÿ ÷àñòü S � ðàíãà 1, òî S íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà, è ïî ïðåäëîæåíèþ
1.2.14 S = Ch〈t〉, ãäå C � êâàçèöèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, t2 = 1, äëÿ ëþáîãî c ∈ C, ct = c−1. Â
ýòîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, A,Kgh ñîïðÿæåíû â S. Ñëåäîâàòåëüíî, A,K ñîïðÿæåíû
â G.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.10. N = CA h V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, CAhV < N . Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü g ∈ N.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V,Ag = Av è ag = av äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî,
agv

−1
= a, gv−1 = c ∈ CA, g = cv ∈ CA h V.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.11. CA îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CA), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêî-
íå÷íîé àáåëåâîé ñ÷åòíîé ãðóïïîé ðàíãà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç CA. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
K < R ∈ B(1). Ïî ïðåäëîæåíèÿì 1.4.8, 1.4.3, 1.4.15, 1.4.16, 1.4.17 è ëåììå 7.2.7, CR(A) �
àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2, ñëåäîâàòåëüíî, K � àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà íå áîëåå 2. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà K, êàê êîíå÷íîé ïîäãðóïïû èç CA, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîíå÷íûå
ïîäãðóïïû èç CA � àáåëåâû ðàíãà íå áîëåå 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.5 CA îáëàäàåò ïåðèî-
äè÷åñêîé ÷àñòüþ T (CA). Ïî ëåììå 7.2.8 CA ñîäåðæèò êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ñêîëü óãîäíî
áîëüøîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, CA ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà, à T (CA) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé ðàíãà 2 è ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.12. N îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (N) = T (CA) h V.

Äîêàçàòåëüñòâî. T (CA) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â N . Ïî ëåììàì 7.2.10,
7.2.11 è ïðåäëîæåíèÿì 1.3.1, 1.3.2 ôàêòîð-ãðóïïà N = N/T (CA) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Øóí-

êîâà. Ïîêàæåì, ÷òî V C N . Ïóñòü b � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 èç V . Òîãäà 〈b, bg〉 � êîíå÷íàÿ
ïîäãðóïïà äëÿ ëþáîãî g ∈ N . Ïóñòü K � íåêîòîðûé åå êîíå÷íûé ïðîîáðàç â N, ñîäåðæà-
ùèé êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈b, bg, A〉 â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû. Ââèäó òîãî, ÷òî ïîäãðóïïó K
ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîðÿäêà (ëåììà 7.2.11), òî ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈b, bg, A〉 < K < R ∈ B(1). ßñíî, ÷òî bg ∈ NR(A) < N . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)

bg = cbk, ãäå c ∈ CR(A) < T (CA), 1 6 k 6 2. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b〉 = 〈bg〉 è T (CA) h 〈b〉) C N .
Ïî ïðåäëîæåíèÿì 1.3.1, 1.3.2 N/(T (CA)h〈b〉) � ãðóïïà Øóíêîâà, âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû
êîòîðîé èìåþò ïîðÿäîê 2 è ñîâïàäàþò ñ 〈w〉, ãäå w = w(T (CA)) h 〈b〉). Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.3.5 T (CA) h V = T (N).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.13. Â G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

M1,M2, . . . ,Mn, . . .

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :
1. Ah V < Mn ∈ B(1) äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3, . . ..
2. NM1(A) < NM2(A) < · · · < NMn(A) < . . ..

3. T (N) =
∞⋃
n=1

NMn(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T (CA) � ñ÷åòíàÿ ãðóïïà (ëåììa 7.2.11), òî

T (CA) = {c1, c2, . . . , cm, . . .}.

Ïî ëåììå 7.2.12 T (N) � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî m1 〈AhV, c1, c2, ..., cm1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî ëåììå 7.2.2 è ïðåäëîæå-
íèÿì 1.4.8, 1.4.3, 1.4.15, 1.4.16, 1.4.17, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî m1 〈Ah V, c1, c2, ..., cm1〉 <
M1 ∈ B(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)

NM1(A) = CM1(A) h V.

Âîçüìåì ýëåìåíò cm1 ∈ T (CA) \ CM1(A) ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì íîìåðà m1.
Ïîñêîëüêó N � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî 〈NM1(A), cm1〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî ëåììå
7.2.2

〈NM1(A), cm1〉 < M2 ∈ B(1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)

NM2(A) = CM2(A) h V.

ßñíî, ÷òî NM1(A) < NM2(A).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n > 2 ãðóïïà Mn ∈ B(1) ïîñòðîåíà. Âîçüìåì ýëåìåíò cmn ∈

T (CA) \ CMn(A) ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì íîìåðà mn. Òîãäà 〈NMn(A), cmn〉 �
êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî ëåììå 7.2.2

〈NMn(A), cmn〉 < Mn+1 ∈ B(1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4)

NMn+1(A) = CMn+1(A) h V.

ßñíî, ÷òî NMn(A) < NMn+1(A). Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

M1,M2, . . . ,Mn, . . . ,

îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì 1 èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû. Ïî ïîñòðîåíèþ

NM1(A) < NM2(A) < . . . < NMn(A) < . . . ,

è ñâîéñòâî 2 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó

cm ∈
∞⋃
n=1

CMn(A)

äëÿ ëþáîãî m è V < NMn(A) äëÿ ëþáîãî n, òî ïî ëåììå 7.2.11

T (CA) =
∞⋃
n=1

CMn(A),

T (N) =
∞⋃
n=1

NMn(A),
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è ñâîéñòâî 3 äîêàçàíî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï {M1,M2, . . .Mn, . . .} èç ëåììû 7.2.13. Â ñèëó
ñâîéñòâà 2 èç ýòîé ëåììû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |M1| > |U3(5)|.

Ëåììà 7.2.14. Â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà M ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :
1. M ∈̃ {L3(R), U3(P )} äëÿ ïîäõîäÿùèõ áåñêîíå÷íûõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ïîëåé R,P

íå÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê, è M � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
2. N < M è äëÿ ëþáîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû X < M , T (NG(X)) = NM(X).
3. Ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç M ñîïðÿæåíû.
4. Ïóñòü SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû M. Òîãäà SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G.
5. T (NG(M)) = M.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ïîñòðîåíèþ V,A,B < Mn äëÿ ëþáîãî n. Âûáåðåì v ∈Mn, äëÿ
êîòîðîãî jv = j, iv = w, è v1 ∈ Mn+1, äëÿ êîòîðîãî j

v1 = j, iv1 = w. Òîãäà v1v
−1 = c ∈ CA,

v1 = cv è
Mn+1 > (CMn+1(A))v1 = (CMn+1(A))cv = (CMc

n+1
(A))v.

Ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 (ïóíêò 2) è ëåììû 7.2.11 CMc
n+1

(A) = CMn+1(A). Ïî ïîñòðîåíèþ
CMn+1(A) > CMn(A). Ñëåäîâàòåëüíî,

(CMn+1(A))v > (CMn(A))v = CMv
n
(Av) = CMn(B).

Òàêèì îáðàçîì, CMn(B) < Nn+1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêò 10) è â ñèëó òîãî, ÷òî
|Mn| > |U3(5)| äëÿ ëþáîãî n, ïîëó÷àåì

Mn = 〈NMn(A), CMn(B)〉 < 〈NMn+1(A), CMn+1(B)〉 = Mn+1.

Cëåäîâàòåëüíî, M1 < M2 < . . . < Mn < . . . . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.16

∞⋃
n=1

Mn = M ∈̃ {L3(R), U3(P )}

äëÿ ïîäõîäÿùèõ áåñêîíå÷íûõ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ïîëåé R,P íå÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Òî,
÷òî M � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, âûòåêàåò èç ëåììû 7.2.4.

2. Èç ðàâåíñòâà M =
⋃∞
n=1Mn è ëåììû 7.2.13 (ñâîéñòâî 3) ïîëó÷àåì, ÷òî NM(A) =

T (N). Ïîñêîëüêó A è X ñîïðÿæåíû âM (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 4)), òî äëÿ íåêîòîðîãî
x ∈M âûïîëíåíî A = Xx, è

T (N) = T (NG(A)) = NM(A) = NM(Xx) = NMx(Xx) = (NM(F ))x.

Ñëåäîâàòåëüíî, T (N) = (NM(X))x,

NM(X) = T (N)x
−1

= T (NG(A))x
−1

= T (NGx−1 (Ax
−1

)) = T (NG(X)).

3. Ïóñòü S1, S2 � äâå ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû M. Åñëè îäíà èç
íèõ êîíå÷íà, òî âòîðàÿ êîíå÷íà è ñîïðÿæåíà ñ ïåðâîé ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6. Åñëè îíè
áåñêîíå÷íû, òî îíè ñîïðÿæåíû êàê ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç íîðìàëèçàòîðîâ ÷åòâåðíûõ
ïîäãðóïï, ëåæàùèõ â ïîëíûõ àáåëåâûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïïû M (ñì. ïóíêò 2, äîêàçàííûé
âûøå).
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4. Ïóñòü, íàïðîòèâ, SM < S, ãäå S � íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Îíà èìååò âèä 1 èëè 2 èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû 7.2.5. Ïî-

ñêîëüêó ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà íå ìîæåò ñîäåðæàòü â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû
ïîëóäèýäðàëüíóþ ãðóïïó, òî S � ñïëåòåííàÿ ãðóïïà âèäà 2 èç ëåììû 7.2.5 ïîðÿäêà íå
ìåíåå 32, è S < T (NG(X)) äëÿ íåêîòîðîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû X èç S. Òàê êàê âñå ÷åò-
âåðíûå ïîäãðóïïû â G ñîïðÿæåíû (ëåììà 7.2.9), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîX < M . Ïî ïóíêòó
2, äîêàçàííîìó âûøå, S < M . Ñëåäîâàòåëüíî, SM = S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó S.

Ïóñòü S � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà îíà èìååò âèä 5 èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû 7.2.5.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî SM � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S̃M ïîëíóþ ÷àñòü ãðóïïû
SM .

Òîãäà S̃ � ïîëíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 2, è S < T (NG(X)) äëÿ ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû
X èç S̃. Òàê êàê âñå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû â G ñîïðÿæåíû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X < M.
Ïî ïóíêòó 2, äîêàçàííîìó âûøå, S < M , à ïî ïóíêòó 3 SM = S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
S.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî SM � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k âûïîë-
íåíî SM < Sk < S, ãäå Sk � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç S ñî ñâîéñòâîì |Sk| > k. Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè Sk < H ∈ B(1). Ïóñòü SH � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç H. Òàê êàê SH
ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû ãðóïïó SM , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîëóäè-
ýäðàëüíîé, ëèáî ñïëåòåííîé ãðóïïîé, òî SH � ñïëåòåííàÿ ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
íåêîòîðîé ÷åòâåðíîé ãðóïïû X < SH ñïðàâåäëèâî SH < T (NG(X)) (ïðåäëîæåíèå 1.4.8
(ïóíêòû 1�4)). Ïî ëåììå 7.2.9 è ïóíêòó 2, äîêàçàííîìó âûøå, äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G èìååò
ìåñòî SgM < SgH < T (NG(Xg)) < M . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî SgM � ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà â M â ñèëó ïóíêòà 3.

5. Ïóñòü c ∈ NG(M) \M , è c � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Åñëè Ac = A, òî ïî ïóíêòó
2, äîêàçàííîìó âûøå, c ∈M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó c. Åñëè Ac 6= A, òî äëÿ íåêoòîðîãî
x ∈ M âûïîëíåíî Acx = A (ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 4)), è ïî ïóíêòó 2, äîêàçàííîìó
âûøå, cx ∈M . Ñëåäîâàòåëüíî, c ∈M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó M .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.15. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé
g ∈ G, ÷òî Kg < M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç G áåñêîíå÷íû, è K � ìèíèìàëü-
íûé êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ ëåììû. Â ñèëó ëåììû 7.2.6 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G ãðóïïà
K1 = Kg∩M íååäèíè÷íàÿ è |Kg : K1| = 2. Âîçüìåì âM ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó SM , ñîäåð-
æàùóþ ãðóïïó K1. Ïî ëåììå 7.2.14, ïðåäëîæåíèþ 1.3.6 è ëåììå 7.2.5 SM � ÷åðíèêîâñêàÿ
ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S̃M ïîëíóþ ÷àñòü SM . Î÷åâèäíî, ðàíã S̃M ðàâåí 2. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â Z(SM)\K1 íàéäåòñÿ ýëåìåíò z òàêîé, ÷òî z

2 ∈ K1. Â ýòîì ñëó÷àå 〈Kg, z〉 � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà. Òàê êàê â êîíå÷íîé ãðóïïå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 〈Kg, z〉 � íå öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà.

Ïóñòü SG � áåñêîíå÷íàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿ ãðóïïó 〈Kg, z〉.
Åñëè ïîëíàÿ ÷àñòü S̃G ãðóïïû G èìååò ðàíã 2, òî äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ G, ShG < M , Kgh < M
(ëåììà 7.2.9), è âñå äîêàçàíî. Åñëè S̃G èìååò ðàíã 1, òî SG = D h 〈s〉, ãäå D � êâàçèöèê-
ëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, s � èíâîëþöèÿ è äëÿ ëþáîãî x ∈ D, xs = x−1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
ââèäó óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç SG, â ÷àñòíîñòè 〈Kg, z〉, âêëà-
äûâàåòñÿ â êîíå÷íóþ ñïëåòåííóþ 2-ïîäãðóïïó ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïîðÿäêà, è â ýòîì
ñëó÷àå ëåììà äîêàçàíà ââèäó óòâåðæäåíèÿ ëåììû 7.2.9).

Åñëè 〈z〉� ãðóïïà ïîðÿäêà 2, òî K1 � ãðóïïà ïîðÿäêà 2, à Kg � ãðóïïà ïîðÿäêà 4.
Åñëè Kg � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà, òî ïî ëåììå 7.2.9 Kgh < M äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ G, ÷òî
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ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó K. Ñëåäîâàòåëüíî, Kg � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4. Â ýòîì
ñëó÷àå Kg h 〈z〉 � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 8. Î÷åâèäíî, Kg < Kg h 〈z〉 < NG(K1 × 〈z〉).
Ïîñêîëüêó K1 × 〈z〉 � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà èç M , òî ïî ëåììå 7.2.14 K < M. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì Kg.

Åñëè 〈z〉 � ãðóïïà ïîðÿäêà, áîëüøåãî 2, òî K1 � ãðóïïà ïîðÿäêà 2,

K1 < 〈z〉 < 〈z〉Kg, 〈z〉C 〈z〉Kg, 〈z〉Kg = 〈z〉h 〈v〉 < SG,

ãäå v � èíâîëþöèÿ. Âîçüìåì èíâîëþöèþ a ∈ SM \ Z(SM). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
ãðóïïà 〈z, v, a〉 êîíå÷íà è 〈z, v, a〉 < H ∈̃ B(1), ïîñêîëüêó H ñîäåðæèò ïîäãðóïïó 〈z〉× 〈a〉.
Â ýòîì ñëó÷àå 〈z, v, a〉 < NG(T ) äëÿ íåêîòîðîé ÷åòâåðíîé ãðóïïû X < G. Ââèäó ëåìì
7.2.9, 7.2.14, Kg < M . Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì Kg.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.16. Ïóñòü R ∈ B(1), R ∩M ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó. Òîãäà

R < M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðîòèâ, C � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà èç R ∩M 6= R. Ïî ëåììå
7.2.14 (ïóíêò 2) NR(C) < M. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.8 (ïóíêòû 1�4) NR(C) ñîäåðæèò ÷åò-
âåðíóþ ïîäãðóïïó H òàêóþ, ÷òî T = 〈C, H〉 � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 8. Ïî ëåììå 7.2.14
(ïóíêò 2) NR(H) < M. Òàêèì îáðàçîì, S = 〈NR(C), NR(H)〉 < M . Ïîñêîëüêó S 6= R,
òî R ' U3(5), S ' A7 è S � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â R (ïðåäëîæåíèe 1.4.8 (ïóíêò
9)). Òàê êàê T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç S, à ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç R ÿâëÿåòñÿ
ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 16, òî âîçüìåì x ∈ NR(T ) \ T ñî ñâîéñòâîì x /∈ M , íî
x2 ∈ T . Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M èìååò ïîðÿäîê áîëüøå 8 (ëåììà 7.2.14, ïðåäëîæåíèå
1.4.8 (ï. 8)). Âûáåðåì y ∈ NM(T ) \ T ñî ñâîéñòâîì y2 ∈ T . Òàê êàê G � ãðóïïà Øóí-
êîâà, òî 〈x, y, T 〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ëåæàùàÿ â íîðìàëèçàòîðå öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû
ïîðÿäêà 4 èç T . Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç 〈x, y, T 〉 ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó èç
R, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè
〈x, y, T 〉 < R1 ∈ B(1) (èçîìîðôèçì R1 ' M11 íåâîçìîæåí ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî 〈x, y, T 〉
� êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ëåæàùàÿ â íîðìàëèçàòîðå öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 4 èç T ,
÷òî íåâîçìîæíî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.15 (ïóíêò 2)). Ïîñêîëüêó x ∈ R1, íî x /∈ M , òî R1

íå ëåæèò â M. Î÷åâèäíî, R1 íå èçîìîðôíà U3(5), ñëåäîâàòåëüíî, R1 = 〈NR1(C), NR1(H)〉
(ïðåäëîæåíèå 1.4.8 (ïóíêò 10)), R1 < M (ëåììà 7.2.14 (ïóíêò 3)) è x ∈M , ÷òî íåâîçìîæíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.17. Ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ z ∈M òàêàÿ, ÷òî T (CG(z)) 6< M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Âîçüìåì ãðóïïó X ∈ A(1) ∪ C(1), óäîâëå-
òâîðÿþùóþ çàêëþ÷åíèþ ëåììû 7.2.2 (ïóíêò 2). ÒîãäàX ' L2(r) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî
r > 3 (èçîìîðôèçì X 'M11 íåâîçìîæåí ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.15 (ïóíêò 2), èçîìîðôèçì
X ' A7 íåâîçìîæåí ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.17 (ïóíêòû 2�5)). Ïóñòü SX � ñèëîâñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà ãðóïïû X. Ïî ëåììå 7.2.15 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G èìååò ìåñòî SgX < Xg ∩M .
Åñëè SgX ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè x, y, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêò
4) Xg = 〈CXg(x), CXg(y)〉. Ïî óñëîâèþ ëåììû Xg < M . Ñëåäîâàòåëüíî, Xg < K < M è
K ∈ B(1). Òîãäà X < Kg−1

è Kg−1 ∈ B(1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó X.
Èòàê, âñå èíâîëþöèè èç SgX ïåðåñòàíîâî÷íû, è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 (ïóíêò 1) SgX =

〈z〉 × 〈u〉 � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà. Òàê êàê Xg 6< M , òî èç ñïèñêà ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû L2(r) [64, c. 377], ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3 (ïóíêò 4) è óñëîâèÿ ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî
Xg ' L2(5).
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Ïî ëåììå 7.2.14 NXg(SgX) < M . Âîçüìåì ýëåìåíò b ïîðÿäêà 3 èç NXg(SgX), èíâîëþöèþ
x ∈ NXg(〈b〉), èíâîëþöèþ y ∈ NM(〈b〉) \Xg (ïðåäëîæåíèå 1.4.8, ïóíêòû 2, 3). Òàê êàê G �
ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈b, x, y〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîñêîëüêó x 6∈ M , òî 〈b, x, y〉 6< M è
|〈b, x, y〉| > 6. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, x, y〉 < H ∈M(1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ∈ B(1). Òîãäà H ∩M ñîäåðæèò èíâîëþöèþ y. ßñíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå H 6< M , è H ∩ M íå ñîäåðæèò ÷åòâåðíûõ ãðóïï (ëåììà 7.2.16). Â ñèëó íàøåãî
ïðåäïîëîæåíèÿ â H \ 〈y〉 íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ y1 ñî ñâîéñòâîì y1y = yy1. Â ýòîì ñëó÷àå
y1 ∈ CG(y). Òàê êàê CG(y) < M , òî y1 ∈M , 〈y〉× 〈y1〉 < H ∩M è H < M , ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ∈ A(1). Òîãäà H ' L2(r) äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî r > 5
(|〈b, x, y〉| > 6), è H ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè {y, by}. Ñëåäîâà-
òåëüíî, H = 〈CH(y), CH(by)〉. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ ëåììû âûòåêàåò, ÷òî H < M. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó H.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ' M11. Òàê êàê H ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè
{y, by}, òî H = 〈CH(y), CH(by)〉 (ïðåäëîæåíèå 1.4.15 (ïóíêò 2)). Îòñþäà è èç óñëîâèÿ
ëåììû âûòåêàåò, ÷òî H < M. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó H.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ' A7. Òàê êàê H ñîäåðæèò äâå íåïåðåñòàíîâî÷íûå èíâîëþöèè,
òî H ñîäåðæèò, êàê ìèíèìóì, äâå ðàçëè÷íûå ÷åòâåðíûå ïîäãðóïïû Q,R (ïðåäëîæåíèå
1.4.17) . Ñëåäîâàòåëüíî, H = 〈CH(Q), CH(R)〉 (ïðåäëîæåíèå 1.4.17 (ïóíêò 5)). Îòñþäà è
èç óñëîâèÿ ëåììû âûòåêàåò, ÷òî H < M. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó H.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.18. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M . Òîãäà

S 6= (A×B) h 〈v〉,

ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà íå ìåíåå 4, v � èíâîëþöèÿ, Av = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ëåììå 7.2.17 â M ñóùåñòâóåò èíâîëþ-
öèÿ z òàêàÿ, ÷òî T (CG(z)) 6< M. Ïóñòü c ∈ T (CG(z)) \M , òîãäà z ∈ M c ∩M. Ïî ëåììå
7.2.14 (ñâîéñòâî 5) M c 6= M . Ïî ëåììå 7.2.16 M c ∩ M íå ìîæåò ñîäåðæàòü ÷åòâåðíûõ
ïîäãðóïï. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò f ∈ M c ∩M , ÷òî f 2 = z. Ïóñòü
SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M , ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíò f , SMc � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
èçM c, ñîäåðæàùàÿ f . Òàê êàê ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû âM ñîïðÿæåíû (ëåììà 7.2.14, ï. 4),
òî S ' SM ' SMc . Ñëåäîâàòåëüíî, SM = (A1 ×B1) h 〈v1〉, ãäå A1 � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ
2-ãðóïïà ïîðÿäêà íå ìåíåå 4, v1 � èíâîëþöèÿ, Av11 = B1 è SMc = (A2×B2)h 〈v2〉, ãäå A2 �
ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà ïîðÿäêà íå ìåíåå 4, v2 � èíâîëþöèÿ, Av22 = B2.

Ïóñòü f ∈ (A1 × B1) ∩ (A2 × B2). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå èíâîëþöèè x, y, ÷òî x ∈
CSM

(f) \ M c ∩ M è y ∈ CSMc (f) \ M c ∩ M . Êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈f, x, y〉, î÷åâèäíî, íå
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïîäãðóïïîé íèêàêîé ãðóïïû äèýäðà è íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïîäãðóïïîé íè-
êàêîé ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè, ëåììàì 7.2.2,
7.2.7 è ïðåäëîæåíèÿì 1.4.8, 1.4.3, 1.4.15, 1.4.17, 〈f, x, y〉 < U1 ∈ B(1). Ïî ëåììå 7.2.16
U1 < M∩M c. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òîM∩M c íå ñîäåðæèò ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï.

Ïóñòü f 6∈ (A1 × B1) ∩ (A2 × B2), f ∈ (A1 × B1), f 6∈ (A2 × B2). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå
èíâîëþöèè x ∈ CSM

(f) \ M c ∩ M è y ∈ NSMc (〈f〉) \ M c ∩ M , ÷òî f y = f−1. Êîíå÷íàÿ
ãðóïïà 〈f, x, y〉, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû äèýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈f, x, y〉 < U2 ∈ B(1). Ïî ëåììå 7.2.16 U2 < M ∩M c. Ïîñëåäíåå
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî M ∩M c íå ñîäåðæèò ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï.

Ïóñòü f 6∈ (A1×B1)∩(A2×B2), f 6∈ (A1×B1), f ∈ (A2×B2). Äàííûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí
ðàçîáðàííîìó âûøå.
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Ïóñòü f 6∈ (A1×B1), f 6∈ (A2×B2). Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ CSM
(f)\M c∩M , x2 = f 2,

è ýëåìåíò y ∈ CSMc (f)\M c∩M òàêîé, ÷òî f 2 = y2. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈f, x, y〉, î÷åâèäíî, íå
èçîìîðôíà íèêàêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû äèýäðà è íå èçîìîðôíà íèêàêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû
GL2(3). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈f, x, y〉 < U3 ∈ B(1). Òàê êàê U3

ñîäåðæèò ÷åòâåðíûå ãðóïïû 〈f 2〉×〈xf〉 è 〈f 2〉×〈yf〉, òî â ñèëó ëåììû 7.2.16 U3 < M ∩M c.
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî M ∩M c íå ñîäåðæèò ÷åòâåðíûõ ïîäãðóïï.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà M ∩M c íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 4. Ïî óñëîâèþ ëåììû íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû x, y ïîðÿäêà 4, ÷òî x2 = z, y2 =
z, x ∈M \M ∩M c, y ∈M c \M ∩M c. ßñíî, ÷òî 〈x, y〉 6∈M .

Ïóñòü 〈x, y〉 < U1 ∈ B(1). Ïóñòü R � ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç U1. Ïî ëåììàì 7.2.9,
7.2.14 (ïóíêò 5), 7.2.16 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G\M âûïîëíåíî NU1(R) < M g. Ñëåäîâàòåëüíî,
M ∩M g ñîäåðæèò ýëåìåíò x ïîðÿäêà 4. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ýòî íåâîçìîæíî.

Ïóñòü U1 ∈ A(1). Òîãäà 〈x, y〉 < CU1(z) � ãðóïïà äèýäðà (ïðåäëîæåíèå 1.4.3), íî 〈x, y〉
òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà
4: 〈x〉, 〈y〉.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U1 ' A7. Ïóñòü R � ÷åòâåðíàÿ ïîäãðóïïà èç U1. Ïî ëåììàì 7.2.9,
7.2.14 (ïóíêò 5), 7.2.16 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G \M âûïîëíåíî NU1(R) < M g. Òàê êàê äëÿ
ëþáîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû X ∈ NU1(R), NU1(X) < M g, òî U1 < M g. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèáî M ∩M g ñîäåðæèò ýëåìåíò x ïîðÿäêà 4, à êàê ïîêàçàíî âûøå, ýòî íåâîçìîæíî, ëèáî
M = M g, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U1 'M11.
Ïóñòü SM � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû U1, ñîäåðæàùàÿ x. Âîçüìåì v ∈ NSM

(〈x〉)\
〈x〉. Òîãäà 〈x〉 < M ∩M v, à òàê êàê ýëåìåíò x èìååò ïîðÿäîê 4, òî M v = M è v ∈ N().
Ïîâòîðÿÿ åùå ðàç ýòîò ïðèåì ïîëó÷àåì, ÷òî SM < M ∩ U1. Ïî ëåììå 7.2.14(ïóíêò 2)
è ïðåäëîæåíèþ 1.4.15(ïóíêòû 4.5) M ∩ U1 ñîäåðæèò ïîäãðóïïó HM ' A.62 òàêóþ, ÷òî
SM < HM .

Ïóñòü SMc � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû U1, ñîäåðæàùàÿ y. Âîçüìåì w ∈ NSMcw
(〈y〉)\

〈y〉. Òîãäà 〈y〉 < M ∩M v, à òàê êàê ýëåìåíò y èìååò ïîðÿäîê 4, òî M cw = M c è w ∈ M c.
Ïîâòîðÿÿ åùå ðàç ýòîò ïðèåì, ïîëó÷àåì, ÷òî SMc < M c ∩ U1. Ïî ëåììå 7.2.14(ïóíêò 2)
è ïðåäëîæåíèþ 1.4.15(ïóíêòû 4.5) M c ∩ U1 ñîäåðæèò ïîäãðóïïó HMc ' A.62 òàêóþ, ÷òî
SMc < HMc .

Òàê êàê ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M ∩M c èìååò ïîðÿäîê 2, òî èç ñðàâíåíèÿ ïîðÿäêîâ
ãðóïï U1, HM , HMc âûòåêàåò, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû HM ∩ HMc äåëèòñÿ íà 9 è 5. Ñëåäîâà-
òåëüíî, HM = HMc , M ∩M c ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ãðóïïó è M = M c. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî M 6= M c.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.19. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç M . Òîãäà S � íå ïîëóäèýäðàëü-
íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Â äàííîì ñëó÷àå âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû
ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ ïîëóäèýäðàëüíûìè ãðóïïàìè è ñîïðÿæåíû, ïîñêîëüêó êîíå÷íû, ïî-
ðÿäêà 2k+1(ëåììà 7.2.14 (ïóíêò 3)), ïðåäëîæåíèå 1.3.6). Ïî ëåììå 7.2.17 ñóùåñòâóåò òàêàÿ
èíâîëþöèÿ z ∈ M , ÷òî CG(z) 6< M . Ïóñòü c ∈ CG(z) \M , òîãäà z ∈ M c ∩M . Ïî ëåììå
7.2.14 (ïóíêò 5) M c 6= M . Ïî ëåììå 7.2.16 M c ∩M íå ìîæåò ñîäåðæàòü ÷åòâåðíûõ ïîä-
ãðóïï. Èç ìíîæåñòâà ãðóïï {M g|g ∈ G \M} âûáåðåì òàêóþ ãðóïïó M g, ÷òîáû ñèëîâñêàÿ
2-ïîäãðóïïà Sg èç M ∩M g ñîäåðæàëà ýëåìåíò b ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ïîðÿäêà. ßñíî,
÷òî Sg � ãðóïïà ñ åäèíñòâåííîé èíâîëþöèåé. Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ M c è êîíå÷íîñòè
ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû â M ìíîæåñòâî òàêèõ ãðóïï íåïóñòî.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Sg ñîäåðæèò ýëåìåíò b ïîðÿäêà 2k > 8 (ò. å. ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé ïîðÿäîê â óñëîâèÿõ äàííîé ëåììû). ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Sg = 〈b〉. Âûáåðåì
âM èíâîëþöèþ z1 ∈ NM(Sg)\Sg, à âM g âîçüìåì èíâîëþöèþ z2 ∈ NMg(Sg)\Sg . Ïî óñëîâèþ
íàñûùåííîñòè 〈Sg, z1, z2〉 < H ∈ M(1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ∈ B(1). Òîãäà H 6< M , è
H < Mh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ G \M (ëåììû 7.2.9, 7.2.14 (ïóíêò 5), 7.2.16). Ñëåäîâàòåëüíî,
M ∩Mh ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ ïîäãðóïïó 〈b2k−1〉 × 〈 z1〉, è M g ∩Mh ñîäåðæèò ÷åòâåðíóþ
ïîäãðóïïó 〈b2k−1〉 × 〈z2〉. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå M = Mh = M g. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå
ñ âûáîðîì M g. Òàêèì îáðàçîì,

H ∈̃ {L2(q), A7, M11},

ãäå q � íå÷åòíîå, q > 3. Ïîñêîëüêó CH(b2
k−1

) ñîäåðæèò ïîëóäèýäðàëüíóþ ïîäãðóïïó (íà-
ïðèìåð, 〈b〉 h 〈 z1〉), òî äëÿ H îñòàëàñü åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü H ' M11, íî è îíà
íåâîçìîæíà ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.15(ïóíêò 2).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Sg ñîäåðæèò ýëåìåíò b ïîðÿäêà 4, íî íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 8. Âûáåðåì âM ýëåìåíò z1 ∈ NM(Sg)\Sg, à âM g âîçüìåì ýëåìåíò z2 ∈ NMg(Sg)\Sg
òàêèå, ÷òî z21 ∈ 〈b〉, z22 ∈ 〈b〉. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, z1, z2〉 < H ∈M(1). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî H ∈ B(1). Òîãäà H ∩M ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó èç M , ñîäåðæàùóþ
ãðóïïó 〈b, z1〉 è ÿâëþùóþñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé. Ñëåäoâàòåëüíî, M ∩H ñîäåðæèò
÷åòâåðíóþ ãðóïïó, è ïî ëåììå 7.2.16 H < M . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
H < M g. Íî òîãäà M = M g, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì,
H ∈̃ {L2(q), A7, M11, },

ãäå q � íå÷åòíîå, q > 3. Ïîñêîëüêó CH(b2) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó 〈b, z1, z2〉 < H, êîòîðàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ íè ãðóïïîé äèýäðà, íè öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, òî äëÿ H îñòàëàñü åäèíñòâåíàÿ
âîçìîæíîñòü: H 'M11, íî è îíà íåâîçìîæíà ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.4.15(ïóíêò 2).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Sg ñîäåðæèò ýëåìåíò b ïîðÿäêà 2, íî íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 4. Âûáåðåì âM ýëåìåíò z1 ∈ NM(Sg)\Sg, à âM g âîçüìåì ýëåìåíò z2 ∈ NMg(Sg)\Sg
òàêèå, ÷òî z21 = z22 = b. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, z1, z2〉 < H ∈M(1). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî H ∈ B(1). Òîãäà H 6< M , è H < Mh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ G \ M (ëåììû 7.2.9,
7.2.14 (ïóíêò 5), 7.2.16). Òàê êàê ëèáî M ∩Mh 6= M , ëèáî M g ∩Mh 6= M g, òî ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ (ïîñêîëüêó â ïåðâîì ñëó÷àå M ∩Mh

ñîäåðæèò ýëåìåíò z1 ïîðÿäêà 4, à âî âòîðîì ñëó÷àå M ∩ Mhg−1
ñîäåðæèò ýëåìåíò zg

−1

2

ïîðÿäêà 4). Òàêèì îáðàçîì,
H ∈̃ {L2(q), A7, M11, },

ãäå q � íå÷åòíîå, q > 3. Ïîñêîëüêó CH(b2) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó 〈b, z1, z2〉 < H, êîòîðàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ íè ãðóïïîé äèýäðà, íè öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, òî äëÿ H îñòàëàñü åäèíñòâåíàÿ
âîçìîæíîñòü H 'M11. Â ýòîì ñëó÷àå 〈b, z1, z2〉 � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8, zz21 =
z−1, zz12 = z−12 (ïðåäëîæåíèe 1.4.15 (ïóíêò 2)). Òîãäà z1 ∈ M ∩M z2 , è ïîðÿäîê z1 ðàâåí 4.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû M . Èç

ëåììû 7.2.14 (ïóíêò 1) è ïðåäëîæåíèÿ 1.4.8 (ïóíêòû 6, 7) âûòåêàåò, ÷òî ëèáî S = (A×B)h
〈v〉, ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà íå ìåíåå 4, v � èíâîëþöèÿ, Av = B,
ëèáî S � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèÿìè ëåìì 7.2.18
è 7.2.19. Òåîðåìà äëÿ ðàçäåëà I äîêàçàíà.

II. Äëÿ ëþáîé ÷åòâåðíîé ïîäãðóïïû F ãðóïïû G CG(F) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.
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Ëåììà 7.2.20. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç G. Òîãäà CG(z) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé
÷àñòüþ T (CG(z)) è T (CG(z)) = D h 〈t〉, ãäå t � èíâîëþöèÿ, D � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà è äëÿ ëþáîãî d ∈ D, dt = d−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì C = CG(z). Åñëè C ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî ìíîæåñòâî M(1) ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñîäåðæèò êîíå÷íîå
÷èñëî ïîäãðóïï. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.4 G îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G), êîòîðàÿ
èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï ìíîæåñòâà M(1). Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì G. Òàêèì îáðàçîì,
C ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, è êàê ñëåäñòâèå, ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó (ïðåäëîæåíèå 1.3.4). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæå-
ñòâî A(1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï. Â ñèëó òåîðåìû Æèòìîäè
(ïðåäëîæåíèå 1.4.21) â C íàéäåòñÿ ýëåìåíò b ïðîñòîãî ïîðÿäêà p è p 6∈ {π(A7) ∩ π(M11)}.
Òàê êàê G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈b〉 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû C. Ïî óñëîâèþ íà-
ñûùåííîñòè 〈b, z〉 ≤ Y ∈ A(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.3 CY (z) � ãðóïïà äèýäðà. Âîçüìåì â
CY (z) èíâîëþöèþ v. ßñíî, ÷òî v ∈ CY (z) ≤ C. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé
ïîäãðóïïû K ≤ C ãðóïïà 〈z, b, v, g〉 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé äèýäðà. Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.3.8 ãðóïïà C îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ T (G) èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7.2.21. M(1) = A(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 7.2.20, äëÿ ëþáîé ãðóïïû X ∈M(1) è ëþáîé èíâîëþ-
öèè z ∈ X CX(z) � ãðóïïà äèýäðà. Ââèäó ïðåäëîæåíèé 1.4.8, 1.4.3, 1.4.15, 1.4.16, 1.4.17,
X ' L2(r). Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî X ∈ A(1).

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ðàçäåëà II. Òàê êàê M(1) � íàñûùàþùåå ìíî-
æåñòâî äëÿ ãðóïïû G, òî ïî ëåììå 7.2.21 A(1) � òàêæå íàñûùàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ
ãðóïïû G. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.17 T (G) ' L2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî
ïîëÿ Q íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì G.

Òåîðåìà äëÿ ðàçäåëà II äîêàçàíà.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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