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Введение

Актуальность темы и степень её разработанности. Разработка и

исследование моделей и алгоритмов анализа данных, обнаружения закономер-

ностей в данных в условиях неопределённости практически всегда предполагает

оценивание функции распределения либо плотности вероятности соответству-

ющих величин. В частности, задача оценивания плотности вероятности случай-

ного вектора возникает при разработке методов распознавания образов, филь-

трации, распознавания и синтеза изображений [61, 65].

Имеющиеся в настоящее время методы оценивания функции плотности

вероятности можно разделить на параметрические и непараметрические. Па-

раметрические методы используются в случае, когда известна структура зако-

на распределения с точностью до параметров, и задача сводится к построению

статистических оценок этих параметров, удовлетворяющих заданным условиям

(состоятельность, несмещённость и др.). К числу наиболее разработанных па-

раметрических методов относятся метод моментов, метод максимального прав-

доподобия, метод минимума 𝜒2 [46, 86]. Однако часто в практических задачах

возникают ситуации, когда структура закона распределения неизвестна, т.е. си-

туации непараметрической неопределённости [131]. При этом априорная ин-

формация о функции плотности вероятности 𝑓(𝑥) носит более общий характер,

например, 𝑓(𝑥) может предполагаться непрерывной на данном отрезке, имею-

щей 𝑛-ю производную, имеющей суммируемый квадрат и т.п. Использование

параметрических методов при фактическом несовпадении структуры закона

распределения приводит к неудовлетворительным результатам. В этом случае

используются методы, получившие название непараметрических.

Исторически первой непараметрической оценкой функции плотности ве-

роятности является гистограмма, исследованная К. Пирсоном в 1895 г. Во вто-

рой половине 20-го века интерес к непараметрическим методам значительно

возрос, о чём свидетельствует ряд работ, посвящённых следующим оценкам:

полиграмма [131], оценка 𝑘 ближайших соседей [124], оценка Розенблатта – Пар-

зена [25, 20], проекционная оценка [144].

При использовании непараметрических методов представляет интерес ис-
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следование сходимости получаемых оценок к истинной функции плотности ве-

роятности по заданной метрике, а также оценка скорости сходимости. В связи

с этим возникает задача оптимальной настройки оценок функции плотности

вероятности. Так, одной из первых формул для расчёта числа интервалов груп-

пирования одинаковой длины при построении гистограммы является формула

Стэрджеса [31]. В случае использования полиграммы или оценки 𝑘 ближай-

ших соседей подлежит настройке численный параметр, определяющий степень

сглаженности полученной оценки.

При использовании проекционной оценки плотности вероятности случай-

ного вектора x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘):

𝑓(x) =
𝑙∑︁

𝑗=0

𝑎𝑗𝜓𝑗(x)

настройке подлежат как численные параметры 𝑙, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙, так и ортого-

нальная система функций {𝜓𝑗}. При этом оптимального набора функций 𝜓𝑗

для всех плотностей не существует, так как очевидно, что для данной функ-

ции плотности вероятности 𝑓(x) оптимальным будет любая система, в которой

𝜓0(x) ≡ 1
‖𝑓‖𝑓(x). Тогда 𝑙 = 0 и 𝑎0 = ‖𝑓‖.

Аналогично, при использовании оценки Розенблатта – Парзена:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘∏︁
𝑗=1

1

ℎ𝑗
Φ𝑗

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖𝑗
ℎ𝑗

)︂
настройке подлежат как параметры ℎ1, . . . , ℎ𝑘, так и «ядерные» функции Φ1,

. . . , Φ𝑘. Как и в случае проекционной оценки, несложно подобрать оптимальные

параметры для данного закона распределения.

Задача настройки непараметрических оценок значительно усложняется

при отсутствии информации о законе распределения. В большинстве работ,

посвящённых этой проблеме, исследования преимущественно выполняются в

предположении, что объём выборки 𝑛 → ∞. Так, асимптотические свойства

проекционной оценки исследуются в работах [144, 118, 38]. Для оценки Розен-

блатта – Парзена в работе [75] для этого случая получено решение для формы

ядра Φ в классе усечённых функций, дифференцируемых в заданном интерва-

ле. Однако в анализе данных задачу оценивания плотности часто приходится
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решать при малых 𝑛, например, при обработке биомедицинских данных и дан-

ных, касающихся производства и эксплуатации дорогостоящих технических си-

стем. Исследования показали, что результаты, полученные при 𝑛 → ∞, могут

оказаться неоптимальными для малых 𝑛.

В этих условиях представляет интерес исследование проекционной оцен-

ки, так как, в отличие от других видов непараметрических оценок, например,

оценки Розенблатта – Парзена или оценки 𝑘 ближайших соседей, проекционная

оценка не содержит в себе всей выборки и допускает компактное аналитиче-

ское выражение. Это оказывается более удобным при теоретическом анализе,

в приложениях, а также повышает быстродействие алгоритмов классификации

и восстановления зависимостей.

Целью диссертационной работы является разработка эффективных ме-

тодов и алгоритмов настройки непараметрических оценок в условиях малых

выборок.

Поставленная цель достигается путём решения следующих задач:

а) провести сравнительный анализ известных методов настройки непара-

метрических оценок;

б) осуществить расширение области применимости проекционной оценки;

в) исследовать возможность применения метода моментов для настройки

проекционной оценки и выполнить его обобщение;

г) разработать алгоритмы настройки коэффициентов и длины ряда про-

екционной оценки функции плотности вероятности случайного вектора, ориен-

тированные на решение задач восстановления зависимостей, классификации и

оценивания количества информации;

д) сравнить разработанные методы и алгоритмы с известными алгорит-

мами настройки проекционной оценки на малых выборках.

Соответствие диссертации паспорту специальности. Диссертаци-

онная работа соответствует области исследований специальности 05.13.17 – Тео-

ретические основы информатики по п. 5 «Разработка и исследование моделей

и алгоритмов анализа данных, обнаружения закономерностей в данных и их

извлечениях, разработка и исследование методов и алгоритмов анализа текста,
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устной речи и изображений» и п. 7 «Разработка методов распознавания об-

разов, фильтрации, распознавания и синтеза изображений, решающих правил.

Моделирование формирования эмпирического знания».

Методы исследования. Основные результаты получены на основе ме-

тодов теории вероятностей, математической статистики, функционального ана-

лиза и теории меры, а также матричного анализа. При численных расчётах

функционалов качества получаемых оценок использован метод статистических

испытаний.

Научная новизна:

1. Впервые использовано весовое расширение пространства 𝐿2 при по-

строении проекционной оценки для любых функций плотности вероятности, в

том числе, с несуммируемым квадратом. Тем самым расширена область при-

менения проекционных оценок, в частности, при решении задач обнаружения

закономерностей в данных и распознавания образов.

2. Разработан новый метод настройки коэффициентов проекционной оцен-

ки функции плотности вероятности случайного вектора, являющийся обобще-

нием метода моментов. Метод позволяет повысить эффективность проекцион-

ной оценки в условиях малых выборок.

3. Предложен новый метод оценивания длины ряда проекционной оценки,

в которой коэффициенты настраиваются методом моментов или его обобщени-

ем.

4. Разработаны алгоритмы настройки коэффициентов и длины ряда про-

екционной оценки функции плотности вероятности случайного вектора, кото-

рые ориентированы на решение задач восстановления зависимостей, класси-

фикации и оценивания количества информации. Предложенные алгоритмы яв-

ляются более результативными для проекционной оценки в условиях малых

выборок, чем алгоритмы, реализующие традиционный подход.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа носит

теоретический характер. Результаты могут быть использованы при решении

задач восстановления зависимостей, классификации и оценивания количества

информации для построения проекционных оценок функции плотности вероят-
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ности.

Положения, выносимые на защиту диссертационной работы.

1. Доказательство сходимости проекционной оценки в весовом простран-

стве 𝐿2,𝑤(R𝑘) к функции плотности вероятности для любого закона распреде-

ления непрерывного случайного вектора при подходящей весовой функции 𝑤.

2. Метод настройки коэффициентов проекционной оценки функции плот-

ности вероятности случайного вектора, представляющий собой обобщение ме-

тода моментов.

3. Метод оценивания длины ряда проекционной оценки функции плотно-

сти вероятности случайного вектора.

4. Алгоритмы настройки коэффициентов и длины ряда проекционной

оценки функции плотности вероятности случайного вектора, предназначенные

для решения прикладных задач на малых выборках.

Достоверность результатов работы подтверждается математически-

ми доказательствами основных положений, а также численными эксперимен-

тами.

Апробация результатов работы. Результаты диссертационной рабо-

ты докладывались автором на следующих конференциях: Всероссийской кон-

ференции «Наука. Технологии. Инновации» (Новосибирск, 2007 г.); Всероссий-

ской конференции «Молодёжь и наука» (Красноярск, 2007, 2014 гг.); Всерос-

сийской конференции «Актуальные проблемы авиации и космонавтики» (Крас-

ноярск, 2014, 2015, 2017 гг.); Всероссийской конференции «Наука и АСУ – 2014»

(Москва, 2014 г.); Международной конференции «Решетнёвские чтения» (Крас-

ноярск, 2014, 2016 гг.).

Результаты работы обсуждались на научно-исследовательских семинарах

в Сибирском федеральном университете и Сибирском государственном универ-

ситете науки и технологий имени академика М. Ф. Решетнёва.

Публикации. По результатам диссертационного исследования опубли-

ковано 12 работ, из которых 4 изданы в журналах, рекомендованных ВАК, 7

в тезисах и трудах конференций и 1 свидетельство о регистрации программы,

зарегистрированное в Реестре программ для ЭВМ.
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Структура работы. Диссертационная работа состоит из введения, трёх

глав, заключения и списка литературы.

В главе 1 даётся обзор и сравнительный анализ основных методов оцени-

вания функции плотности вероятности (решается задача а) диссертационного

исследования). Приводятся необходимые сведения из теории меры и функци-

онального анализа. Определяется пространство 𝐿𝑝(Ω,Σ, 𝜇) 𝜇-интегрируемых в

𝑝-й степени функций, заданных на множестве Ω, где 𝜇 – мера, определённая

на системе подмножеств Σ множества Ω. Указываются достаточные условия на

𝜇 для того, чтобы пространство 𝐿2(Ω,Σ, 𝜇) было гильбертовым. Приводится

постановка задачи оптимизации оценки функции плотности вероятности.

Рассмотрим некоторый класс ℱ = {𝑓𝛼(x) | 𝛼 ∈ A} оценок функции плот-

ности вероятности 𝑓(x), где 𝛼 – набор параметров, A – некоторое множество.

Критерием близости оценки 𝑓𝛼(x) к истинной плотности является следующий

функционал:

𝑄𝑝{𝑓} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦𝑝
𝐿𝑘
𝑝

}︂
. (1.3)

Тогда 𝛼 выбирается, исходя из условия

𝑄𝑝{𝑓𝛼} → min
𝛼
.

Если 𝑝 = 2, то функционал (1.3) допускает следующее преобразование:

𝑄2{𝑓𝛼} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓𝛼

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓𝛼, 𝑓

)︁}︂
+ ‖𝑓‖2.

Слагаемое ‖𝑓‖2, независимое от 𝛼, при минимизации обычно опускается. Тогда

приходим к следующей задаче:

𝑊{𝑓𝛼} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓𝛼

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓𝛼, 𝑓

)︁}︂
→ min

𝛼
,

эквивалентной задаче минимизации функционала (1.3). В ряде работ [91, 118]

этот подход используется при настройке непараметрических оценок функции

плотности вероятности.

Проекционная оценка функции плотности вероятности случайной вели-

чины определяется следующим образом [144]:

𝑓(𝑥) =
𝑙∑︁

𝑗=0

𝑎𝑗𝜙𝑗(𝑥). (1)
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Указаны известные [144, 117] методы настройки длины ряда 𝑙, коэффи-

циентов 𝑎𝑗, а также основные используемые ортонормальные системы функций

𝜙𝑗(𝑥). Указаны случаи употребления той или иной системы.

Упоминается также рассматриваемое в ряде работ [38, 36] обобщение про-

екционной оценки в виде

𝑓(𝑥) =
𝑙∑︁

𝑗=0

𝜆𝑗𝑎𝑗𝜙𝑗(𝑥).

Оценка Розенблатта – Парзена определяется формулой [20, 25]:

𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

ℎ
Φ

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
.

Указаны распространённые методы [75, 48, 91, 88] настройки параметра

размытости ℎ, а также основные используемые типы ядерных функций Φ(𝑧).

Также приводятся некоторые обобщения [88] оценки Розенблатта – Пар-

зена: интегральная и регрессионная оценки функции плотности вероятности.

Кроме того, рассмотрены работы, посвящённые исследованию других

непараметрических оценок: гистограммы [31, 14, 128], оценки 𝑘 ближайших со-

седей [124], полиграммы 𝑘-го порядка [131].

Глава 2 посвящена исследованию проекционной оценки. В ней решают-

ся задачи б), в) диссертационного исследования. Основные результаты второй

главы опубликованы в работах [149, 150, 151, 152, 153, 159, 160].

Построение проекционной оценки является мощным непараметрическим

методом восстановления функции плотности вероятности [7]. В отличие от оцен-

ки Розенблатта – Парзена и других непараметрических оценок проекционная

оценка не содержит в себе всей исследуемой выборки и допускает лаконичное

математическое выражение. В § 2.1 решается проблема применимости проек-

ционной оценки для оценивания функций плотности вероятности с несуммиру-

емым квадратом за счёт введения весового пространства 𝐿2,𝑤(Ω). Оказалось,

что при выполнении следующих условий:

1) 𝑤(x) 𝜇-измерима;

2) 𝑤(x) положительная почти всюду на Ω;

9



3) ess sup
x∈Ω

𝑤(x) < +∞

данное пространство является гильбертовым. Следовательно в этом простран-

стве определена проекционная оценка. Показано, что для любой функции плот-

ности вероятности 𝑓(x) существует соответствующая весовая функция 𝑤(x),

при которой 𝑓 ∈ 𝐿2,𝑤(Ω), следовательно, проекционная оценка сходится к функ-

ции плотности вероятности в этом пространстве.

Рассматривается проблема выбора весовой функции 𝑤(x). Доказано необ-

ходимое и достаточное условие на весовые функции 𝑤1 и 𝑤2 для того, чтобы

пространство 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) было шире пространства 𝐿𝑝,𝑤2

(Ω).

Следствие 2.3.3. Пространство 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) является расширением пространства

𝐿𝑝,𝑤2
(Ω), т.е. 𝐿𝑘

𝑝,𝑤2
(Ω) ⊂ 𝐿𝑘

𝑝,𝑤1
(Ω), тогда и только тогда, когда выполняются

следующие два условия:

1) ess inf
x∈Ω

𝑤1(x)

𝑤2(x)
= 0;

2) ess sup
x∈Ω

𝑤1(x)

𝑤2(x)
< +∞.

Показано, что при определённых условиях пространство 𝐿2,𝑤(Ω) можно

расширить следующим образом:

𝑤0(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑤(x)
(︁∑︀𝑘

𝑗=1 |𝑥𝑗 − 𝑎𝑗|𝛼𝑗

)︁𝑝
, 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(a)

𝑤(x), 𝑥 ∈ Ω ∖ 𝑈𝛿(a)
,

где 𝛿 > 0, 𝑈𝛿(a) - 𝛿-окрестность точки a, а показатели 𝛼𝑗 удовлетворяют сле-

дующему неравенству:
1

𝛼1
+ ...+

1

𝛼𝑘
≤ 1.

Также рассмотрена возможность настройки коэффициентов проекцион-

ной оценки с помощью метода моментов и некоторого его обобщения. Пока-

зано, что частным случаем предлагаемого обобщения является традиционный

метод настройки коэффициентов. Сравнение эффективности рассматриваемых

подходов показало, что предлагаемый метод даёт преимущество перед традици-

онным, которое оказывается более выраженным при малых объёмах выборки.

10



Для настройки длины ряда была построена несмещённая оценка �̂�𝑙 функ-

ционала 𝑊{𝑓𝑙} от проекционной оценки 𝑓𝑙(x), в которой коэффициенты на-

страиваются обобщённым методом моментов. Данный подход сравнивается с

известным подходом, предложенным в работе [117]. Сравнение показало, что

проекционные оценки, основанные на методе моментов, показывают аналогич-

ные или лучшие результаты при различных восстанавливаемых распределениях

и используемых ортонормальных системах.

При настройке проекционной оценки в многомерном случае рассматрива-

ется вопрос о построении базиса в пространстве 𝐿2,𝑤(Ω), где Ω ⊆ R𝑘. Оказалось,

что если выполняется условие

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝑤1(𝑥1) . . . 𝑤𝑘(𝑥𝑘). (2.27),

причём 𝑤𝑖 : Ω𝑖 → R, Ω1 × · · · × Ω𝑘 ⊇ Ω, то мера 𝜇𝑤, индуцированная весовой

функцией 𝑤 является прямым произведением мер 𝜇𝑤𝑖
:

𝜇𝑤 = 𝜇𝑤1
⊗ · · · ⊗ 𝜇𝑤𝑘

, 𝜇𝑤𝑖
(𝑋) =

∫︁
𝑋

𝑤𝑖(𝑥)𝑑𝑥,

и, следовательно, базисом в пространстве 𝐿2,𝑤(Ω) является система функций

𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝜙1,𝑗1(𝑥1) · . . . · 𝜙𝑘,𝑗𝑘(𝑥𝑘), 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 0, 1, . . . ,

где {𝜙1,𝑗}∞𝑗=0, . . . , {𝜙𝑘,𝑗}∞𝑗=0 – базисы в пространствах 𝐿2,𝑤1
(Ω1), . . . , 𝐿2,𝑤𝑘

(Ω𝑘) со-

ответственно. Преимуществом данного подхода является упрощение выкладок

и уменьшение вычислительной сложности при построении проекционной оцен-

ки. Недостатком является ограничение множества восстанавливаемых функций

плотности вероятности. Так, доказана следующая теорема.

Теорема 2.6. При Ω ⊆ R𝑘, 𝑘 ≥ 2, существуют функции 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω), не при-

надлежащие никакому пространству 𝐿𝑝,𝑤(Ω), в котором весовая функция имеет

вид (2.27).

Примером такой функции плотности вероятности при 𝑘 = 2 является

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =
3

8
√︀
|𝑥1 − 𝑥2|

, 𝑥1, 𝑥2 ∈ [0; 1], 𝑥1 ̸= 𝑥2.

В § 2.2 исследуется проекционная оценка плотности вероятности, в кото-

рой параметры настраиваются методом моментов, а также предлагается неко-

торое обобщение последнего.
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Применение метода моментов для оценивания коэффициентов 𝑎𝑗 проек-

ционной оценки сводится к решению системы линейных уравнений, которая в

матричном виде записывается следующим образом:⎛⎜⎜⎝
(1, 𝜙0)𝑤 . . . (1, 𝜙𝑙)𝑤

... . . . ...

(𝑥𝑙, 𝜙0)𝑤 . . . (𝑥𝑙, 𝜙𝑙)𝑤

⎞⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎝
𝑎0
...

𝑎𝑙

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝜈0
...

𝜈𝑙

⎞⎟⎟⎠ , (2)

где (𝑥, 𝑦)𝑤 – скалярное произведение в весовом пространстве 𝐿2,𝑤,

𝜈𝑗 =
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥

𝑗
𝑖 – 𝑗-й выборочный начальный момент исследуемой случайной

величины, причём 𝜈0 ≡ 1. Если основная матрица системы (2) не вырождена,

то она имеет единственное решение, которое берётся в качестве искомых оценок

𝑎𝑗.

Основная идея обобщения метода моментов состоит в том, что для оце-

нивания того же количества параметров 𝑎𝑗 используется большее количество

выборочных начальных моментов 𝜈𝑗. Пусть требуется оценить (𝑙 + 1) коэффи-

циентов 𝑎0, . . . , 𝑎𝑙. Выберем произвольное натуральное 𝑙′ > 𝑙 и запишем для

него соответствующую систему (2):⎛⎜⎜⎝
(1, 𝜙0)𝑤 . . . (1, 𝜙𝑙′)𝑤

... . . . ...

(𝑥𝑙
′
, 𝜙0)𝑤 . . . (𝑥𝑙

′
, 𝜙𝑙′)𝑤

⎞⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎝
𝑎0
...

𝑎𝑙′

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝜈0
...

𝜈𝑙′

⎞⎟⎟⎠ . (3)

Если основная матрица системы (3) не вырождена, то имеется единственное

решение (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙′)
𝑇 , из которого выбирается подматрица (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙)

𝑇 ,

которая берётся в качестве набора искомых коэффициентов для оценки (1).

Данные значения обозначаются через 𝑎(𝑙
′)

𝑗 . Об оценках 𝑎(𝑙
′)

𝑗 в работе доказыва-

ются ряд свойств:

– при использовании ортонормированной системы Лежандра выполняется

равенство 𝑎(𝑙
′)

𝑗 = 𝑎
(𝑙)
𝑗 при любом 𝑙′ > 𝑙;

– в общем случае 𝑎(𝑙
′)

𝑗 ̸= 𝑎
(𝑙)
𝑗 , но при определённых условиях на базис при

неограниченном увеличении 𝑙′ и фиксированных 𝑛 и 𝑙 оценка 𝑎(𝑙
′)

𝑗 сходится

к традиционной оценке 𝑎𝑗 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜙𝑗(𝑥𝑖) почти наверное;

– в общем случае оценки 𝑎𝑗 не являются несмещёнными;
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– оценка плотности, в которой коэффициенты рассчитываются обобщённым

методом моментов при подходящем выборе параметра 𝑙′ , ближе в среднем

квадратичном к истинной плотности при любой длине ряда 𝑙.

В § 2.3 рассматривается задача оценивания параметров 𝑙 и 𝑙′. Идея метода

взята из работы [117]. Оптимальные значения 𝑙* и (𝑙′)* определяются из условия

𝑄
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
=𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓

⃦⃦⃦2}︂
→ min

𝑙,𝑙′
.

Вводится функционал

𝑊
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
=𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙 , 𝑓

)︁}︂
,

минимизация которого эквивалентна минимизации функционала 𝑄:

argmin
𝑙,𝑙′

𝑄
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
= argmin

𝑙,𝑙′
𝑊
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
.

В ходе исследования удалось построить несмещённую оценку �̂�𝑙,𝑙′ (2.24)

функционала 𝑊
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
:

𝑀
{︁
�̂�𝑙,𝑙′

}︁
= 𝑊

{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
.

Тогда оценки �̂� и �̂�′ находятся путём минимизации �̂�𝑙,𝑙′:(︁
�̂�, �̂�′
)︁
= argmin

𝑙,𝑙′
�̂�𝑙,𝑙′.

Было проведено сравнение предложенных методов настройки проекцион-

ной оценки с традиционными методами, которое показало, что независимо от

используемого базиса и восстанавливаемого распределения обобщённый метод

моментов даёт лучшие результаты.

В § 2.4 предложенный подход распространяется на многомерный случай.

Была получена несмещённая оценка функционала 𝑊 , путём минимизации ко-

торой находятся оценки �̂�1, . . . , �̂�𝑘. Сравнение с традиционным подходом на

тестовых распределениях показало, что предложенный подход даёт лучшие ре-

зультаты.

В главе 3 представлены алгоритмы настройки коэффициентов и длины

ряда проекционной оценки функции плотности вероятности случайного век-

тора, ориентированные на решение задач восстановления зависимостей, клас-

сификации и оценивания количества информации, и выполнен сравнительный
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анализ разработанных методов и алгоритмов с известными алгоритмами на-

стройки проекционной оценки на малых выборках (решаются задачи г) и д) дис-

сертационного исследования). Сравниваемые алгоритмы реализованы на языке

Wolfram Language [148].

В § 3.1 приводится постановка задачи восстановления функции (много-

мерной) регрессии. Для решения данной задачи разработано 3 алгоритма. Пер-

вый алгоритм основан на проекционной оценке функции плотности вероятно-

сти, в которой параметры настраиваются при помощи метода моментов; два

других – на оценке Розенблатта – Парзена, с разными способами настройки

параметра размытости. Сравнение разработанных алгоритмов на тестовых за-

дачах показало, что алгоритмы 1.2 и 1.3, основанные на оценке Розенблатта –

Парзена эффективнее чем, алгоритм 1.1, основанный на проекционной оценке,

причём способ настройки параметра размытости оказался несущественным.

В § 3.2 приводится постановка задачи классификации. Для решения дан-

ной задачи разработано 3 алгоритма. Сравнение разработанных алгоритмов на

тестовых задачах показало, что улучшение достигается при использовании ал-

горитма 2.2, основанного на оценке Розенблатта – Парзена.

В § 3.3 рассматривается задача оценивания количества информации. Для

решения данной задачи было разработано 4 алгоритма, для которых было вы-

полнено сравнение эффективности на тестовых задачах. Сравнительный анализ

показал, что наибольшая точность достигается при использовании алгоритма

3.4, основанного на оценке Розенблатта – Парзена.

В заключении сформулированы основные результаты и выводы диссер-

тационной работы.
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Глава 1. Обзор методов оценивания функции плотности

вероятности

В главе 1 приводится обзор известных методов оценивания функции плот-

ности вероятности: проекционной оценки, оценки Розенблатта – Парзена, гисто-

граммы, полиграммы, оценки 𝑘 ближайших соседей, метод стохастической ре-

гуляризации. Приводятся основные результаты, относящиеся к настройке рас-

смотренных методов. Сформулированы задачи, требующие дальнейшего иссле-

дования.

Также приводятся основные определения и обозначения, используемые в

настоящей работе.

§ 1.1. Основные определения и обозначения

В настоящей работе используются стандартные обозначения, применяе-

мые в математическом анализе, функциональном анализе и теории вероятно-

стей [74, 82, 83, 130, 134 и др.]. Иногда в формулировках утверждений и в

доказательствах используются логические обозначения.

Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶 – произвольные множества. Тогда обозначение 𝐴⊔𝐵 озна-

чает объединение непересекающихся множеств (дизъюнктное объединение):

𝐶 = 𝐴 ⊔𝐵 ⇔ 𝐶 = 𝐴 ∪𝐵 ∧ 𝐴 ∩𝐵 = ∅.

Рассмотрим меру 𝜇, заданную на 𝜎-алгебре Σ с единицей Ω.

Мера 𝜇 называется 𝜎-аддитивной, если

𝜇
∞⨆︁
𝑛=1

𝐴𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜇𝐴𝑛.

Мера 𝜇 называется конечной, если 𝜇(Ω) < +∞. Если множество Ω можно

представить в виде

Ω =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑛,

так что

∀𝑛 ∈ N 𝜇𝐴𝑛 < +∞,

то мера 𝜇 называется 𝜎-конечной.
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Мера 𝜇 называется полной если из 𝜇𝐵 = 0 и 𝐴 ⊂ 𝐵 следует 𝜇𝐴 = 0.

Последовательность {𝐴1, 𝐴2, ...} множеств из Σ называется счётным ба-

зисом меры 𝜇, если

∀𝑀 ∈ Σ ∀𝜀 > 0 ∃𝑛 ∈ N 𝜇(𝑀 △ 𝐴𝑛) < 𝜀.

Если 𝜇 – полная 𝜎-конечная мера, то упорядоченная тройка ⟨Ω,Σ, 𝜇⟩ на-

зывается пространством с мерой.

Пусть ⟨Ω,Σ, 𝜇⟩ – произвольное пространство с мерой. Через 𝐿𝑝(Ω,Σ, 𝜇),

где 𝑝 ≥ 1 обозначим множество 𝜇-измеримых функций 𝑓 : Ω → R, для которых∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝜇(𝑥) < +∞.

В пространстве 𝐿𝑝(Ω,Σ, 𝜇) вводится норма

‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω,Σ,𝜇) =

(︂∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝜇(𝑥)
)︂1/𝑝

.

Полезными являются следующие две известные теоремы [78].

Теорема 1.1. Если 𝜇 – 𝜎-конечная мера, то пространство 𝐿𝑝(Ω,Σ, 𝜇) бана-

хово.

Теорема 1.2. Если мера 𝜇 имеет счётный базис, то пространство 𝐿𝑝(Ω,Σ, 𝜇)

сепарабельно.

При 𝑝 = 2 пространство 𝐿𝑝(Ω,Σ, 𝜇) является евклидовым, в котором ска-

лярное произведение определяется следующим образом:

(𝑓, 𝑔) =

∫︁
Ω

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝜇(𝑥).

Сепарабельное бесконечномерное евклидово пространство, полное отно-

сительно своей нормы, называется гильбертовым пространством.

Таким образом, если мера 𝜇 𝜎-конечна и имеет счётный базис, то про-

странство 𝐿2(Ω,Σ, 𝜇) является гильбертовым.

Если 𝜇 – мера Лебега, то пространство 𝐿𝑝(Ω,Σ, 𝜇) будем обозначать ко-

роче: 𝐿𝑝(Ω). Если Ω = R𝑘, то 𝐿𝑝(Ω) будем обозначать как 𝐿𝑘
𝑝.

Пусть 𝑓 , 𝑓1, 𝑓2, . . . – последовательность функций в пространстве 𝐿𝑝(Ω).

Если имеет место сходимость но норме

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐿𝑝(Ω) = 0,
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то этот факт мы будем обозначать следующим образом:

𝑓𝑛
𝐿𝑝(Ω)−−−→
𝑛→∞

𝑓.

Если в пространстве с мерой ⟨Ω,Σ, 𝜇⟩ выполняется 𝜇(Ω) = 1, то мера 𝜇

называется вероятностью и обозначается 𝑃 . Пространство ⟨Ω,Σ, 𝑃 ⟩ при этом

называется вероятностным пространством, а элементы множества Σ называ-

ются случайными событиями. Вероятность случайного события 𝐴 будем обо-

значать как 𝑃{𝐴}.
Рассмотрим вероятностное пространство ⟨R,Σ, 𝑃 ⟩. Любое измеримое

отображение 𝜉 : Σ → R𝑘 называется случайным вектором. В случае 𝑘 = 1

случайный вектор будем называть случайной величиной.

Функция распределения случайного вектора 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑘) определяется

как

𝐹 (x) = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃{𝜉1 < 𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝜉𝑘 < 𝑥𝑘} =

= 𝑃{𝜔 ∈ Ω | 𝜉1(𝜔) < 𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑥𝑘(𝜔) < 𝑥𝑘.}

Математическое ожидание случайного вектора определяется как вектор

математических ожиданий соответствующих компонент:

𝑀{𝜉} = (𝑀{𝜉1}, . . . ,𝑀{𝜉𝑘}),

𝑀{𝜉𝑗} =

∫︁
R𝑘

𝑥𝑗 𝑑𝐹 (x), 𝑗 = 1, ..., 𝑘.

Случайный вектор 𝜉 называется непрерывным, если его функция распре-

деления 𝐹 (x) абсолютно непрерывна, т.е. может быть представлена в виде:

𝐹 (x) =

∫︁
𝐷(x)

𝑓(t)𝑑𝜇(t), (1.1)

где 𝜇 – мера Лебега,

𝐷(x) = {t ∈ R𝑘 | 𝑡1 < 𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑡𝑘 < 𝑥𝑘}.

При этом любая функция 𝑓(t), удовлетворяющая равенству (1.1), называется

функцией плотности вероятности случайного вектора 𝜉. Очевидно, функция

плотности вероятности определена с точностью до эквивалентности.
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Множество действительных функций 𝑘 переменных, являющихся функ-

циями плотности вероятности, будем обозначать символом 𝒟𝑘. Таким образом,

𝑓 ∈ 𝒟𝑘 тогда и только тогда, когда выполняются следующие два условия:

1) 𝑓(x) ≥ 0 почти всюду на R𝑘;

2)
∫︁
R𝑘

𝑓(x)𝑑𝜇(x) = 1.
(1.2)

Множества 𝐿𝑘
1 ∖ {0} и 𝒟𝑘 связаны очевидным сюръективным отображе-

нием 𝜙 : 𝐿𝑘
1 ∖ {0} → 𝒟𝑘:

𝜙 : 𝑓 ↦→ 1

‖𝑓‖𝐿𝑘
1

|𝑓 |.

Пусть 𝑎 – некоторая числовая характеристика случайного вектора 𝜉. Под

обозначением �̂� будем понимать статистическую оценку 𝑎. Если 𝑓(𝑥) – некото-

рая функциональная характеристика, например, функция плотности вероятно-

сти, то вводится аналогичное обозначение: 𝑓(𝑥).

Далее вводятся определения, характеризующие близость оценки 𝑓(x) к

оцениваемой функции плотности вероятности 𝑓(x).

Выражение

𝑀

{︂(︁
𝑓(x)− 𝑓(x)

)︁2}︂
называется усреднённой квадратичной ошибкой аппроксимации в точке x ∈ Ω

[75]. Аналогично, назовём усреднённой глобальной ошибкой аппроксимации сте-

пени 𝑝 ≥ 1 в точке x выражение

𝑀
{︁⃒⃒⃒
𝑓(x)− 𝑓(x)

⃒⃒⃒𝑝}︁
.

Усреднённой глобальной ошибкой аппроксимации (степени 𝑝) назовём

число

𝑄𝑝{𝑓} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦𝑝
𝐿𝑘
𝑝

}︂
. (1.3)

При этом

𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦𝑝
𝐿𝑘
2

}︂
=𝑀

{︂∫︁
R𝑘

⃒⃒⃒
𝑓(x)− 𝑓(x)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝜇(x)

}︂
=

=

∫︁
R𝑘

𝑀
{︁⃒⃒⃒
𝑓(x)− 𝑓(x)

⃒⃒⃒𝑝}︁
𝑑𝜇(x).
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Перестановка операторов интегрирования и математического ожидания

возможна в случае существования интеграла под математическим ожиданием

[83, с. 337].

Часто рассматривается случай, когда 𝑝 = 2:

𝑄2{𝑓} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦2
𝐿𝑘
2

}︂
=

∫︁
R𝑘

𝑀

{︂(︁
𝑓(x)− 𝑓(x)

)︁2}︂
𝑑𝜇(x). (1.4)

Кроме того, определяется относительная глобальная ошибка аппрокси-

мации [75]:

𝑢2 =
1

‖𝑓‖2
𝐿𝑘
2

∫︁
R𝑘

𝑀

{︂(︁
𝑓(x)− 𝑓(x)

)︁2}︂
𝑑𝜇(x) =

𝑄2{𝑓}
‖𝑓‖2

𝐿𝑘
2

.

Рассмотрим некоторый класс ℱ = {𝑓𝛼(x) | 𝛼 ∈ A} оценок функции плот-

ности вероятности 𝑓(x) и поставим задачу минимизации функционала 𝑄2 по

𝛼:

𝑄2{𝑓𝛼} → min
𝛼∈A

. (1.5)

Функционал 𝑄2 можно преобразовать следующим образом:

𝑄2{𝑓𝛼} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓𝛼

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓𝛼, 𝑓

)︁
+ ‖𝑓‖2

}︂
=𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓𝛼

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓𝛼, 𝑓

)︁}︂
+ ‖𝑓‖2.

Слагаемое ‖𝑓‖2 не зависит от 𝛼, по этому при минимизации оно может

быть отброшено. Тогда получим функционал

𝑊{𝑓𝛼} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓𝛼

⃦⃦⃦2
− 2

(︁
𝑓𝛼, 𝑓

)︁}︂
, (1.6)

минимизация которого эквивалентна минимизации функционала 𝑄2:

argmin
𝛼
𝑊{𝑓𝛼} = argmin

𝛼
𝑄2{𝑓𝛼}.

Таким образом, мы получаем задачу оптимизации

𝑊{𝑓𝛼} → min
𝛼∈A

,

эквивалентную задаче (1.5), которая обычно решается при настройке парамет-

ров оценки функции плотности вероятности в том или ином виде.

Далее рассматриваются некоторые распространённые методы оценивания

функции плотности вероятности.
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§ 1.2. Оценки проекционного типа

Пусть восстанавливаемая функция плотности вероятности 𝑓(𝑥) непрерыв-

ной случайной величины принадлежит некоторому гильбертову пространству

𝐻(Ω) функций, определённых на замкнутом множестве Ω ⊆ R, для которого∫︁
Ω

𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = 1, (1.7)

{𝜙𝑗}∞𝑗=0 – полная ортонормальная система функций (базис) пространства𝐻(Ω).

Проекционная оценка [144] функции 𝑓(𝑥) имеет вид:

𝑓(𝑥) =
𝑙∑︁

𝑗=0

𝑎𝑗𝜙𝑗(𝑥), (1.8)

где 𝑙, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑙 – параметры проекционной оценки, подлежащие оцениванию.

При фиксированной длине ряда 𝑙 оптимальными коэффициентами 𝑎0, . . . ,

𝑎𝑙 в смысле критерия (1.4), очевидно, являются коэффициенты Фурье:

𝛼𝑗 = (𝑓, 𝜙𝑗). (1.9)

Если в качестве коэффициентов 𝑎𝑗 используются коэффициенты Фурье,

то для проекционной оценки вводится следующее обозначение:

𝑓𝑙(𝑥) =
𝑙∑︁

𝑗=0

𝛼𝑗𝜙𝑗(𝑥). (1.10)

При неограниченном увеличении длины ряда 𝑙 имеет место сходимость по

норме пространства 𝐻(Ω):

lim
𝑙→∞

‖𝑓𝑙 − 𝑓‖𝐻(Ω) = 0.

Скорость сходимости оценки 𝑓𝑙(𝑥) к истинной плотности 𝑓(𝑥) зависит

от выбранного базиса {𝜙𝑗}. Однако очевидно, что оптимального базиса для

всех законов распределения не существует. Действительно, для данной функ-

ции 𝑓(𝑥) оптимальным в смысле скорости сходимости будет любой базис, в

котором 𝜙0(𝑥) ≡ 1
‖𝑓‖𝑓(𝑥). В этом случае уже при 𝑙 = 0 оценка (1.10) совпадает

с 𝑓(𝑥):

𝑓𝑙(𝑥) = 𝑓0(𝑥) = 𝛼0𝜙0(𝑥) = (𝑓, 𝜙0)𝜙0(𝑥) =
1

‖𝑓‖2
(𝑓, 𝑓)𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).
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Множество Ω оценивания функции плотности вероятности целесообраз-

но выбирать как можно более узким. В зависимости от имеющейся априорной

информации о законе распределения множество Ω может представлять собой

всю числовую прямую, луч или отрезок. При некоторых частных значениях Ω

широко распространены следующие виды ортонормальных систем:

1) система Лежандра, Ω = [−1; 1]:

𝜙𝑛(𝑥) =

√︂
2𝑛+ 1

2

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2 − 1)𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . ;

2) система Чебышёва, Ω = [−1; 1]:

√
𝜋𝜙𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

4
√
1− 𝑥2

, 𝑛 = 0

cos(𝑛 arccos𝑥)
4
√
1− 𝑥2

, 𝑛 > 0
;

3) тригонометрическая система, Ω = [−𝜋; 𝜋]:

𝜙𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1√
𝑥
, 𝑛 = 0

sin 𝑛+1
2 𝜋𝑥, 𝑛 = 1, 3, 5, . . .

cos 𝑛
2𝜋𝑥, 𝑛 = 2, 4, 6, . . .

4) система Хаара, Ω = [0; 1]:

𝜙0(𝑥) = 1,

𝜙𝑛,𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
2𝑛/2, 𝑥 ∈

(︂
𝑖− 1

2𝑛
;
𝑖− 1

2𝑛
+

1

2𝑛+1

)︂
−2𝑛/2, 𝑥 ∈

(︂
𝑖− 1

2𝑛
+

1

2𝑛+1
;
𝑖− 1

2𝑛

)︂
0, иначе

,

где 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛.

Эти же системы используются в случае, если Ω представляет собой произ-

вольный отрезок [𝑎; 𝑏]. Действительно, линейным преобразованием над 𝜉 можно

построить случайную величину 𝜉′, у которой носитель Ω′ не выходит за пределы

требуемого отрезка.

При Ω = [0;+∞) используется
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5) система Лагерра:

𝜙𝑛(𝑥) =
𝑒𝑥/2

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥𝑛𝑒−𝑥), 𝑛 = 0, 1, . . .

Эту же систему можно использовать в случаях, когда Ω представляет

собой произвольный луч [𝑎; +∞) или (−∞; 𝑏].

Наконец, если вовсе нет априорной информации об Ω, то принимается

Ω = R, и используется

6) система Эрмита:

𝜙𝑛(𝑥) = (−1)𝑛

√︃
𝑒𝑥2

√
𝜋2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑒−𝑥2

, 𝑛 = 0, 1, . . .

В [26] указано, что если 𝑓(𝑥) непрерывна, суммируема с квадратом и име-

ет ограниченное изменение, то при использовании базиса Эрмита оценка (1.10)

сходится к 𝑓 равномерно в любом интервале (𝑎; 𝑏).

Так как формула (1.9) для расчёта оптимальных коэффициентов 𝑎𝑗 проек-

ционной оценки использует вид истинной плотности вероятности 𝑓(𝑥), то она не

применима, если последняя неизвестна. В этом случае коэффициенты 𝑎𝑗 оцени-

ваются по имеющейся выборке 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. В [144] предложен метод оценивания

𝑎𝑗, получивший большое распространение:

𝑎𝑗 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜙𝑗(𝑥𝑖), 𝑗 = 0, . . . , 𝑙. (1.11)

Оценку (1.8), в которой коэффициенты 𝑎𝑗 рассчитаны по формуле (1.11),

будем называть оценкой Ченцова.

В работе [117] показано, что при фиксированном объёме выборки 𝑛 оценка

Ченцова с возрастанием 𝑙 не сходится к истинной плотности 𝑓(𝑥). Более того,

показано, что при любом конечном 𝑛

lim
𝑙→∞

𝑄2{𝑓𝑙} = +∞.

Отсюда следует, что для данного 𝑛 существует некоторое оптимальное

значение 𝑙* длины ряда (1.8), минимизирующее функционал 𝑄2. В этой же ра-
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боте приводится метод оценки значения 𝑙* по выборке. Строится оценка функ-

ционала (1.6) в виде

�̂�𝑙 =
𝑙∑︁

𝑗=0

(︃
𝑘 + 2

𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙2
𝑗(𝑥𝑖)−

𝑛+ 𝑘 + 1

𝑛− 1
𝑎2𝑗

)︃
, (1.12)

где

𝑘 =

∑︀𝑙
𝑗=1

(︁
𝑛+3
𝑛 𝑎2𝑗

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜙

2
𝑗(𝑥𝑖)− 2

𝑛2

(︀∑︀𝑛
𝑖=1 𝜙

2
𝑗(𝑥𝑖)

)︀2 − (𝑛+ 1)𝑎4𝑗

)︁
∑︀𝑙

𝑗=1

(︀
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜙

2
𝑗(𝑥𝑖)− 𝑎2𝑗

)︀2 .

Оценка �̂� длины ряда находится путём минимизации �̂�𝑙:

�̂� = argmin
𝑙
�̂�𝑙.

Ряд исследований посвящён обобщению оценки (1.8) в виде

𝑓(𝑥) =
𝑙∑︁

𝑗=0

𝜆𝑗𝑎𝑗𝜙𝑗(𝑥),

Так, в [38] приводятся оптимальные значения 𝜆𝑗, минимизирующие функ-

ционал (1.4):

𝜆𝑗 =
𝛼2
𝑗

𝛼2
𝑗 +

1
𝑛𝐷{𝜙𝑗(𝜉)}

, 𝑗 = 0, . . . , 𝑙.

Отсюда следует, что для каждого 𝑗

lim
𝑛→∞

𝜆𝑗 = 1.

Там же приводятся оценки значений 𝜆𝑗 при конечных 𝑛:

𝜆𝑗 =

⎧⎨⎩1, 0 ≤ 𝑗 ≤𝑀(𝑛)

0, 𝑗 > 𝑀(𝑛)
,

где 𝑀(𝑛) – некоторая функция объёма выборки.

В работе [36] рассматривается аппроксимация функции плотности веро-

ятности на отрезке [0; 1] тригонометрическим рядов в комплексной форме:

𝑓(𝑥) = 1 +

𝑙/2∑︁
𝑘=−𝑙/2,
𝑘 ̸=0

𝑏𝑘

𝑏𝑘 +
1
𝑛

𝑎𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥,
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где

𝑏𝑘 = 𝑏−𝑘 =
1

𝜆(2𝜋𝑘)𝑚
, 𝜆 ≥ 0, 𝑚 > 1.

Также в работах В. Н. Вапника проекционная оценка рассматривается как

частный случай оценки, получаемой с помощью метода стохастической регуля-

ризации. Известно [59], что функция плотности вероятности 𝑓(𝑥) и функция

распределения 𝐹 (𝑥) случайной величины 𝜉 связаны соотношением∫︁ +∞

−∞
𝜂(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑥), (1.13)

где 𝜂(𝑧) – функция Хевисайда [63]:

𝜂(𝑧) =

⎧⎨⎩0, 𝑧 < 0

1, 𝑧 ≥ 0
.

Данное уравнение представляет собой интегральное уравнение Фредголь-

ма 1-го рода относительно неизвестной плотности 𝑓(𝑥). Функция распределения

𝐹 (𝑥) неизвестна, однако по имеющейся выборке 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 исследуемой случай-

ной величины можно построить эмпирическую функцию распределения 𝐹𝑛(𝑥).

По теореме Гливенко [64] с увеличением 𝑛 эмпирическая функция распределе-

ния сходится к 𝐹 (𝑥) равномерно по 𝑥 с вероятностью 1:

𝑃

{︂
lim
𝑛→∞

sup
𝑥

|𝐹𝑛(𝑥)− 𝐹 (𝑥)| = 0

}︂
= 1.

Однако даже при достаточно больших 𝑛 точное решение уравнения (1.13)

возможно только в классе обобщённых функций и является суммой 𝛿-функций.

В монографии [58] развивается статистическая теория регуляризации, яв-

ляющаяся обобщением теории регуляризации [132] для случая статистических

зависимостей. В соответствии с методами этой теории вводится стабилизирую-

щий функционал Ω{𝑓} и решается задача минимизации∫︁ +∞

−∞

(︂∫︁ +∞

−∞
𝜂(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡− 𝐹𝑛(𝑥)

)︂2

𝑑𝑥+ 𝛾𝑛Ω{𝑓} → min
𝑓
, (1.14)

где 𝛾𝑛 −−−→
𝑛→∞

0.

В [48] показано, что если 𝑓 ∈ 𝐿2[−𝜋; 𝜋] и стабилизирующий функционал

взят в виде Ω{𝑓} = ‖𝑓‖2𝐿2
, то решение задачи (1.14) в классе тригонометриче-
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ских многочленов достигается при

𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥), (1.15)

где

𝑓1(𝑥) =
1

2𝜋
+

∞∑︁
𝑘=1

(︀
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 sin 𝑘𝑥𝑖

)︀
sin 𝑘𝑥+

(︀
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 cos 𝑘𝑥𝑖

)︀
cos 𝑘𝑥

𝜋(1 + 𝛾𝑛𝑘2)
,

𝑓2(𝑥) =
2
(︁

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖 −

∫︀ 𝜋

−𝜋 𝑥𝑓1(𝑥)𝑑𝑥
)︁

𝜋(1 + 2Γ(𝛾𝑛))

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
𝑘 sin 𝑘𝑥

1 + 𝛾𝑛𝑘2
,

Γ(𝛾𝑛) =
∞∑︁
𝑘=1

1

1 + 𝛾𝑛𝑘2
.

Константу регуляризации 𝛾𝑛 предлагается настраивать, используя стати-

стику 𝜔2 Колмогорова–Смирнова:

𝜔2
𝑛 = 𝑛

∫︁ +∞

−∞
(𝐹 (𝑥)− 𝐹𝑛(𝑥))

2𝑑𝐹 (𝑥).

Тогда 𝛾𝑛 для данного объёма выборки 𝑛 выбирается таким образом, чтобы∫︁ +∞

−∞
(𝐹 − 𝐹𝑛(𝑥))

2𝑑𝐹 (𝑥) =
𝜔2
𝑛

𝑛
,

где

𝐹 (𝑥) =

∫︁ +∞

−∞
𝜂(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑥

−∞
𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

и 𝑓(𝑥) есть оценка (1.15).

Также 𝛾𝑛 может быть настроена с использованием других статистик [48],

[60].

Отметим, что в большом количестве работ, посвящённых исследованию

проекционной оценки, предполагается, что оцениваемая функция плотности ве-

роятности 𝑓(𝑥) принадлежит пространству 𝐿2. В общем случае для функций

плотности вероятности, не принадлежащих 𝐿2, сходимость проекционной оцен-

ки не гарантируется. Подробнее этот вопрос обсуждается в главе 2.

25



§ 1.3. Ядерные оценки

Ядерная оценка функции плотности вероятности была впервые предло-

жена М. Розенблаттом [25], а затем обобщена Э. Парзеном [20]. Ядерная оценка

Розенблатта – Парзена имеет вид:

𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

ℎ
𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
, (1.16)

где ℎ > 0 – параметр размытости, а функция 𝐾(𝑥), называемая ядерной

функцией или ядром, удовлетворяет условиям:

a) измерима по Борелю;

б) sup
𝑥

|𝐾(𝑥)| < +∞;

в)
∫︁ +∞

−∞
|𝐾(𝑥)|𝑑𝑥 = 1;

г) lim
𝑥→±∞

|𝑥𝐾(𝑥)| = 0.

(1.17)

Распространённые примеры ядер приведены в табл. 1.1.

Таблица 1.1. Примеры ядерных функций

№ 𝐾(𝑥) Название

1

⎧⎨⎩1
2
, |𝑥| ≤ 1

0, иначе
прямоугольное

2

⎧⎨⎩1− |𝑥|, |𝑥| ≤ 1

0, иначе
треугольное

3

⎧⎨⎩3
4
(1− 𝑥2), |𝑥| ≤ 1

0, иначе
параболическое

4

⎧⎨⎩(1 + 2|𝑥|)(1− |𝑥|)2, |𝑥| ≤ 1

0, иначе
кубическое

5

⎧⎨⎩ 1
𝜋

√
1− 𝑥2, |𝑥| ≤ 1

0, иначе
эллиптическое

6
1√
2𝜋
𝑒−

1
2
𝑥2

гауссово
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№ 𝐾(𝑥) Название

7
1

2
𝑒−|𝑥| экспоненциальное

8
1

𝜋

1

1 + 𝑥2
Коши

9
1

2𝜋

(︂
sin𝑥/2

𝑥/2

)︂2

–

Заметим, что любое ядро можно преобразовать следующим образом:

�̄�(𝑥) =
1

𝑐
𝐾
(︁𝑥
𝑐

)︁
, 𝑐 > 0.

Данное преобразование представляет собой сжатие вдоль оси абсцисс и

растяжение вдоль оси ординат в 𝑐 раз. Изменение ядра 𝐾(𝑥) на �̄�(𝑥), очевид-

но, не изменяет вида оценки (1.16), так как это приводит лишь к умножению

параметра размытости на 𝑐. Использование ядра �̄�(𝑥) с определённым выбором

коэффициента 𝑐 иногда бывает удобным при теоретических исследованиях.

Например [75], можно выбрать 𝑐 таким образом, чтобы∫︁ +∞

−∞
𝑥2�̄�(𝑥)𝑑𝑥 = 1. (1.18)

Искомое значение 𝑐 равно

𝑐 =
1∫︀ +∞

−∞ 𝑥2𝐾(𝑥)𝑑𝑥
.

В работе [75] оценка (1.16) обобщена на многомерный случай:

𝑓(x) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘∏︁
𝑗=1

1

ℎ𝑗
𝐾𝑗

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑗𝑖
ℎ𝑗

)︂
, (1.19)

функции 𝐾𝑗(𝑥) подчинены более жёстким по сравнению с (1.17) условиям:

a) 0 ≤ 𝐾𝑗(𝑥) < 𝐶 < +∞;

б) 𝐾𝑗(𝑥) = 𝐾𝑗(−𝑥);

в)
∫︁ +∞

−∞
𝐾𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 1;

г)
∫︁ +∞

−∞
𝐾𝑗(𝑥)𝑥

2𝑑𝑥 = 1;

д)
∫︁ +∞

−∞
𝐾𝑗(𝑥)𝑥

𝑚𝑑𝑥 < +∞ при 𝑚 ∈ [0; +∞).

(1.20)
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При выполнении условий (1.20) на ядерные функции, а также условий

a) lim
𝑛→∞

ℎ𝑗(𝑛) = 0;

б) lim
𝑛→∞

𝑛
𝑘∏︁

𝑗=1

ℎ𝑗(𝑛) = +∞
(1.21)

на параметры размытости, оценка (1.19) состоятельна.

Также в работе [75] проводится оптимизация оценки (1.19) по форме ядра

в смысле критерия (1.4). Показано, что оптимальная ядерная функция при

достаточно большом объёме выборки 𝑛 не зависит от вида истинной плотности

𝑓(𝑥), размерности 𝑘 и является масштабированной параболической функцией

с коэффициентом масштабирования, рассчитанным по формуле (1.18):

𝐾*(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
3

4
√
5

(︁
1− 𝑦2

5

)︁
, |𝑦| <

√
5

0, иначе
.

Также приводится асимптотически оптимальное значение параметра раз-

мытости

ℎ𝑗(𝑛) = ℎ(𝑛) ∼
(︂
𝑘𝐿𝑘

𝑛𝑀

)︂ 1
𝑘+4

, (1.22)

где

𝐿 =

∫︁ +∞

−∞
𝐾2(𝑥)𝑑𝑥,

𝑀 =

∫︁ +∞

−∞
· · ·
∫︁ +∞

−∞

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜕2𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑘)

𝜕𝑥2𝑗

)︃2

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘.

Выражение (1.22) использует вторые частные производные истинной

плотности 𝑓(𝑥). Более грубая оценка параметра размытости, полученная в [75],

не зависящая от вида истинной плотности вероятности, имеет вид:

ℎ(𝑛) ∼
(︂

4

𝑛(𝑘 + 2)

)︂ 1
𝑘+4

.

В работе [48] оценка Розенблатта – Парзена рассматривается как частный

случай оценки, получаемой методом стохастической регуляризации. Получен-

ная в данной работе оценка имеет вид

𝑓(𝑥) =
1

2𝑛
√
𝛾𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒
− |𝑥−𝑥𝑛|√

𝛾𝑛 .
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Данная оценка является оценкой Розенблатта–Парзена с экспоненциальным яд-

ром, в которой параметр размытости является функцией от константы регуля-

ризации 𝛾𝑛.

Способ оценки параметра размытости в условиях ограниченного объёма

выборки 𝑛 предложен в работе [91]. Функционал (1.6) в случае оценки (1.16)

принимает вид:

𝑊{𝑓} =𝑀

{︃
1

ℎ2𝑛2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁
R
𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑗
ℎ

)︂
𝑑𝑥−

− 2

ℎ𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀

{︂
𝐾

(︂
𝜉 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂}︂}︃
.

В первом интеграле полученного выражения сделаем подстановку

𝑥 = 𝑧ℎ+ 𝑥𝑖.

Тогда
1

ℎ

∫︁
R
𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑗
ℎ

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁
R
𝐾(𝑧)𝐾

(︂
𝑧 +

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
𝑑𝑧.

Правая часть полученного равенства зависит только от вида ядра 𝐾(𝑧) и

значения 𝑥𝑖−𝑥𝑗

ℎ . Обозначим её через 𝜏
(︀𝑥𝑖−𝑥𝑗

ℎ

)︀
. Тогда∫︁

R
𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑗
ℎ

)︂
𝑑𝑥 = ℎ𝜏

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
;

𝑊{𝑓} =𝑀

{︃
1

ℎ𝑛2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜏

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
− 2

ℎ𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀

{︂
𝐾

(︂
𝜉 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂}︂}︃
.

Для построения несмещённой оценки функционала 𝑊 , очевидно, доста-

точно построить несмещённую оценку его второго слагаемого. Но

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀

{︂
𝐾

(︂
𝜉 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂}︂
=𝑀

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ,

откуда получаем

𝑊{𝑓} =𝑀

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

ℎ𝑛2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜏

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
− 2

ℎ𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
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Таким образом, в качестве несмещённой оценки �̂� функционала 𝑊 берётся

выражение

�̂� (ℎ) =
1

ℎ𝑛2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜏

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
− 2

ℎ𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂
.

В случае оценки (2.35) 𝑘-мерного случайного вектора аналогично получа-

ем

�̂� (ℎ1, . . . , ℎ𝑘) =
1

𝑛2ℎ1 . . . ℎ𝑘

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑛∑︁
𝑖2=1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏

(︂
𝑥𝑖1,𝑗 − 𝑥𝑖2,𝑗

ℎ𝑗

)︂
−

− 2

𝑛(𝑛− 1)ℎ1 . . . ℎ𝑘

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑛∑︁
𝑖2=1
𝑖2 ̸=𝑖1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐾

(︂
𝑥𝑖1,𝑗 − 𝑥𝑖2,𝑗

ℎ𝑗

)︂
. (1.23)

Оценки ℎ̂1, . . . , ℎ̂𝑘 параметров размытости находятся путём минимизации

оценки (1.23):

(ℎ̂1, . . . , ℎ̂𝑘) = arg min
ℎ1...ℎ𝑘

�̂� (ℎ1, . . . , ℎ𝑘). (1.24)

Другой способ оценивания параметра размытости основан на применении

метода максимального правдоподобия [88]. Вводится функция правдоподобия

в виде произведения значений оценки плотности вероятности, построенной по

всем точкам 𝑥𝑗, кроме данной:

𝐿(ℎ) =
𝑛∏︁

𝑖=1

1

(𝑛− 1)ℎ

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
.

Оценка параметра размытости получается максимизацией этой функции:

ℎ̂ = argmax
ℎ

𝐿(ℎ). (1.25)

На практике обычно максимизируют не саму функцию правдоподобия, а

её логарифм:

ℎ̂ = argmax
ℎ

ln𝐿(ℎ),

где

ln𝐿(ℎ) =
𝑛∑︁

𝑖=1

ln
𝑛∑︁

𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
− 𝑛 ln((𝑛− 1)ℎ).
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При этом иногда применяются методы оптимизации, основанные на ис-

пользовании 1-й производной:

𝑑

𝑑ℎ
ln𝐿(ℎ) = − 1

ℎ2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾 ′
(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
𝑛∑︁

𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂ − 𝑛

ℎ
.

В многомерном случае получаем:

ln𝐿(ℎ1, . . . , ℎ𝑘) =
𝑛∑︁

𝑖1=1

ln
𝑛∑︁

𝑖2=1
𝑖2 ̸=𝑖1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐾

(︂
𝑥𝑖1,𝑗 − 𝑥𝑖2,𝑗

ℎ

)︂
−𝑛 ln((𝑛−1)ℎ1 . . . ℎ𝑘); (1.26)

𝜕

𝜕ℎ𝑚
ln𝐿(ℎ1, . . . , ℎ𝑘) =

= − 1

ℎ2𝑚

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑛∑︁
𝑖2=1
𝑖2 ̸=𝑖1

𝑘∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑚

𝐾

(︂
𝑥𝑖1,𝑗 − 𝑥𝑖2,𝑗

ℎ𝑗

)︂
·𝐾 ′

(︂
𝑥𝑖1,𝑚 − 𝑥𝑖2,𝑚

ℎ𝑚

)︂
(𝑥𝑖1,𝑚 − 𝑥𝑖2,𝑚)

𝑛∑︁
𝑖2=1
𝑖2 ̸=𝑖1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐾

(︂
𝑥𝑖1,𝑗 − 𝑥𝑖2,𝑗

ℎ𝑗

)︂ − 𝑛

ℎ𝑚
,

𝑚 = 1, . . . , 𝑘.

Кроме того для оценивания параметра размытости примени́м метод 𝑘

ближайших соседей [88]. В этом случае параметр размытости ℎ настраивается

отдельно для каждого выборочного значения 𝑥𝑖 таким образом, чтобы интервал

(𝑥𝑖 − ℎ;𝑥𝑖 + ℎ) содержал ровно 𝑘 точек из выборки, где 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1. Тогда

оценка Розенблатта–Парзена принимает вид

𝑓(𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

ℎ𝑖(𝑘)
𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ𝑖(𝑘)

)︂
.

Параметр 𝑘 предлагается настраивать методом максимального правдопо-

добия.

В монографии [88] предложены некоторые модификации оценки Розен-

блатта – Парзена, которые мы также отнесём к типу ядерных оценок. Пусть
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𝐾(𝑥) – произвольная ядерная функция (см. табл. 1.1) и 𝛽 > 0. Тогда инте-

гральная оценка функции плотности вероятности имеет вид:

𝑓(𝑥) =
1

2𝛽ℎ𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁ 𝑥+𝛽

𝑥−𝛽

𝐾

(︂
𝑧 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝑑𝑧.

При 𝛽 → +0 интегральная оценка переходит в оценку Розенблатта–

Парзена:

lim
𝛽→+0

1

2𝛽ℎ𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁ 𝑥+𝛽

𝑥−𝛽

𝐾

(︂
𝑧 − 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝑑𝑧 =

1

𝑛ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
.

Настройка параметров ℎ и 𝛽 проводится аналогично случаю оценки

Розенблатта–Парзена.

Пусть теперь исследуемая случайная величина имеет ограниченный носи-

тель [𝑎; 𝑏]. Разобьём отрезок [𝑎; 𝑏] на 𝑁 промежутков одинаковой длины. Обо-

значим через 𝑧𝑗 середину 𝑗-го промежутка, а через 𝑛𝑗 – количество выборочных

значений, попавших в 𝑗-й промежуток. Тогда регрессионная оценка функции

плотности вероятности имеет вид:

𝑓(𝑥) =
1

ℎ

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗
𝑛
𝐾

(︂
𝑥− 𝑧𝑗
ℎ

)︂
.

В этом случае настройке подлежат параметры ℎ и 𝑁 .

§ 1.4. Другие виды оценок

Наиболее распространённым методом непараметрического оценивания за-

кона распределения случайной величины является эмпирическая плотность ве-

роятности или гистограмма [49]. Гистограмма может использоваться при иссле-

довании как непрерывных, так и дискретных случайных величин.

Гистограмму можно рассмотреть как кусочно постоянную функцию

𝐻𝑛(𝑥), определённую на некотором отрезке [𝑎; 𝑏]. Если задано разбиение (в об-

щем случае, неравномерное) этого отрезка точками

𝑎 = 𝑑0 < 𝑑1 < · · · < 𝑑𝑁 = 𝑏,

то 𝐻𝑛(𝑥) можно определить следующим образом:

𝐻𝑛(𝑥) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗
𝑛(𝑑𝑗 − 𝑑𝑗−1)

,
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где 𝑛 – объём выборки, 𝑛𝑗 – число значений случайной величины, попавших в

интервал (𝑑𝑗−1; 𝑑𝑗).

Часто встречается случай, когда задано разбиение отрезка [𝑎; 𝑏] на интер-

валы равной длины. При этом

𝐻𝑛(𝑥) =
𝑁

𝑏− 𝑎

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗
𝑛
.

Для оценивания подходящего значения 𝑁 имеется несколько подходов.

Приведём наиболее известные:

1) формула Стерджеса [31]:

𝑁 = 1 + log2 𝑛;

2) формула Манна–Вальда [14]:

𝑁 = 4

(︂
3

4
(𝑛− 1)2

)︂1/5

;

3) формула Брукса–Каррузера [147]:

𝑁 = 5 lg 𝑛;

4) формула, предложенная в работе [52]:

𝑁 =
4

κ
lg
𝑛

10
,

где κ = 1√
𝜇4/𝜎4

– коэффициент контрэксцесса;

5) формула, предложенная в работе [146]:

𝑁 =

(︂
𝑛max |𝑓 ′′(𝑥)|
4max 𝑓(𝑥)

)︂1/5

;

6) формула Скотта [27]:

𝑁 =

(︂
𝑛

6

∫︁ +∞

−∞
(𝑓 ′(𝑥))2𝑑𝑥

)︂1/3

. (1.27)

В работе [89] предлагается длину интервала выбирать равной удвоенно-

му значению оптимального параметра размытости для оценки Розенблатта–

Парзена:

ℎ* =

(︃ ∫︀ +∞
−∞ 𝐾2(𝑥)𝑑𝑥

𝑛
∫︀ +∞
−∞ (𝑓 ′′(𝑥))2𝑑𝑥

)︃1/5

,
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где 𝐾(𝑥) – параболическое ядро, откуда

𝑁 =
𝑏− 𝑎

2ℎ*
.

В работе [48] оценка плотности вероятности в виде гистограммы получена

методом стохастической регуляризации путём минимизации функционала

𝑅(𝑓, 𝐹𝑛) =

∫︁ 𝑏

𝑎

(𝐹 (𝑥)− 𝐹𝑛(𝑥))
2(𝑑+ |𝑓 ′(𝑥)|)𝑑𝑥+ 𝛾𝑛

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥,

где 𝐹 (𝑥) и 𝐹𝑛(𝑥) – соответственно теоретическая и эмпирическая функции рас-

пределения, 𝑑 и 𝛾𝑛 – параметры. Показано, что если истинная плотность абсо-

лютно непрерывна, то её оценка, полученная данным способом сходится к ней

в метрике пространства 𝐿2[𝑎; 𝑏].

В работе [128] дана оценка скорости сходимости гистограммы с увеличе-

нием объёма выборки:

𝑄2{𝑓𝑛} ∼ 𝑛−1/3.

Если оцениваемая плотность дважды дифференцируема, то, как показано

в [27],

𝑄2{𝑓𝑛} =
1

𝑛ℎ
+

1

12
ℎ2‖𝑓 ′‖2 +𝑂

(︂
1

𝑛
+ ℎ2

)︂
.

Отсюда, с учётом (1.27), получаем

𝑄2{𝑓𝑛} ∼ 𝑛−2/3.

В монографии [124] описывается оценка 𝑘 ближайших соседей в виде

𝑓(𝑥) =
𝑘 − 1

2𝑛𝜌(𝑥)
,

где 𝑛 – объём выборки, 𝜌(𝑥) – наименьший радиус интервала с центром в точке

𝑥, охватывающего 𝑘 выборочных значений («ближайших соседей»).

Для многомерного случая оценка имеет вид:

𝑓(x) =
𝑘 − 1

𝑛𝑉 (x)
,

где x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), 𝑉 (x) – объём наименьшего шара с центром в точке x,

охватывающего 𝑘 выборочных значений.
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Параметр 𝑘 = 𝑘𝑛 выбирается в зависимости от объёма выборки 𝑛. Если

выполнены условия

lim
𝑛→∞

𝑘𝑛 = +∞, lim
𝑛→∞

𝑘𝑛
𝑛

= 0, (1.28)

то оценка является асимптотически несмещённой и состоятельной в каждой

точке непрерывности оцениваемой плотности 𝑓(x).

Оценка плотности вероятности в виде

𝑓(𝑥) =
𝑘

(𝑛− 1)(𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖(𝑘−1))
, 𝑥 ∈ (𝑥𝑖(𝑘−1);𝑥𝑖𝑘),

где 𝑘 ∈
{︀
1, 2, . . . , 𝑛2

}︀
– настраиваемый параметр, называется полиграммой 𝑘-

го порядка [131]. Как и в случае оценки 𝑘 ближайших соседей, при выполне-

нии условий (1.28) полиграмма является асимптотически несмещённой и состо-

ятельной оценкой в каждой точке непрерывности плотности вероятности 𝑓(𝑥).

Выводы

В данной главе были рассмотрены основные типы непараметрических оце-

нок функции плотности вероятности, а также известные методы их настрой-

ки. Сформулированы вопросы, требующие дополнительного исследования. В

частности, проблема применимости проекционных оценок при восстановлении

плотностей с немуммируемым квадратом, а также проблема сравнения эффек-

тивности различных непараметрических оценок при восстановлении плотности

вероятности и при решении других практических задач.
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Глава 2. Оптимизация проекционной оценки плотности

вероятности

В данной главе рассматривается вопрос о применимости проекционной

оценки при восстановлении функций плотности вероятности с несуммируемым

квадратом. Предлагается положительное решение данного вопроса путём вве-

дения весовых функциональных пространств 𝐿2,𝑤(Ω). Также исследуется при-

менение метода моментов при настройке коэффициентов проекционной оцен-

ки. В ходе исследования было получено некоторое обобщение метода моментов.

Предлагается новый метод настройки длины ряда для проекционной оценки,

в которой коэффициенты настраиваются обобщённым методом моментов. Про-

изводится сравнение предложенных методов с известными методами настройки

проекционной оценки. В § 2.4 даётся обобщение разработанных методов на мно-

гомерный случай.

§ 2.1. Обоснование применимости проекционной оценки

Как уже упоминалось, необходимым условием применимости проекцион-

ной оценки плотности вероятности является требование, чтобы оцениваемая

плотность 𝑓(𝑥) принадлежала пространству 𝐿2. Однако данное требование не

выполняется уже для некоторых модельных законов распределения. Рассмот-

рим несколько примеров.

1. Распределение Вейбулла:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑘
𝜆

(︀
𝑥
𝜆

)︀𝑘−1
𝑒−(

𝑥
𝜆)

𝑘

, 𝑥 ≥ 0

0, иначе
,

где параметры 𝑘, 𝜆 > 0.

Найдём интеграл квадрата функции плотности:∫︁ +∞

−∞
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑘2

𝜆2𝑘

∫︁ +∞

0

𝑥2(𝑘−1)𝑒−2(𝑥
𝜆)

𝑘

𝑑𝑥 ≥ 𝑘2

𝜆2𝑘

∫︁ 𝐴

0

𝑥2(𝑘−1)𝑒−2(𝑥
𝜆)

𝑘

𝑑𝑥,

где 0 < 𝐴 < +∞. При 𝑘 < 1 последний интеграл является несобственным, так

как

lim
𝑥→+0

𝑥2(𝑘−1)𝑒−2(𝑥
𝜆)

𝑘

= +∞.
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При этом подынтегральная функция является бесконечно большой порядка

(2− 2𝑘). Если теперь

2− 2𝑘 ≥ 1,

то интеграл расходится. Окончательно получаем, что при 0 < 𝑘 ≤ 1
2∫︁ +∞

−∞
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 𝑘2

𝜆2𝑘

∫︁ 𝐴

0

𝑥2(𝑘−1)𝑒−2(𝑥
𝜆)

𝑘

𝑑𝑥 = +∞,

т.е. плотность распределения Вейбулла 𝑓 /∈ 𝐿2.

2. Гамма-распределение:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑥𝑘−1

𝜆𝑘Γ(𝑘)
𝑒−

𝑥
𝜆 , 𝑥 ≥ 0

0, иначе
,

где параметры 𝑘, 𝜆 > 0.

Аналогично распределению Вейбулла получаем:∫︁ +∞

−∞
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 =

1

𝜆2𝑘Γ2(𝑘)

∫︁ +∞

0

𝑥2𝑘−2𝑒−
2𝑥
𝜆 𝑑𝑥 ≥ 1

𝜆2𝑘Γ2(𝑘)

∫︁ 𝐴

0

𝑥2𝑘−2𝑒−
2𝑥
𝜆 𝑑𝑥.

Отсюда при 0 < 𝑘 ≤ 1
2 получаем 𝑓 /∈ 𝐿2.

В частности, плотность распределения 𝜒2 с числом степеней свободы

𝑘 = 1 (т.е. гамма-распределения с параметрами 𝑘 = 1
2 , 𝜆 = 2):

𝑓(𝑥) =
1

21/2Γ
(︀
1
2

)︀𝑥− 1
2𝑒−

𝑥
2 , 𝑥 ≥ 0

не принадлежит 𝐿2.

3. Бета-распределение:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

B(𝛼,𝛽)𝑥
𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1, 𝑥 ∈ [0; 1]

0, иначе
,

где параметры 𝛼, 𝛽 > 0, B – бета-функция:

B(𝛼, 𝛽) =

∫︁ 1

0

𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1𝑑𝑥 =
Γ(𝛼)Γ(𝛽)

Γ(𝛼 + 𝛽)
.

При 𝛼 ∈
(︀
0; 12
]︀

или 𝛽 ∈
(︀
0; 12
]︀

плотность бета-распределения 𝑓(𝑥) не при-

надлежит 𝐿2. Действительно,∫︁ +∞

−∞
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 =

1

B2(𝛼, 𝛽)

∫︁ 1

0

1

𝑥2(1−𝛼)

1

(1− 𝑥)2(1−𝛽)
𝑑𝑥.
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Теперь при 𝛼 ∈
(︀
0; 12
]︀

последний интеграл расходится в окрестности точки

𝑥 = 0, а при 𝛽 ∈
(︀
0; 12
]︀

– в окрестности точки 𝑥 = 1.

В частности, распределение арксинуса имеет плотность

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
1
𝜋𝑥

1/2(1− 𝑥)1/2, 𝑥 ∈ [0; 1]

0, иначе
,

не принадлежащую 𝐿2.

4. Распределение Фишера:

𝑓(𝑥) =
1

B
(︀
𝑘1
2 ,

𝑘2
2

)︀ (︂𝑘1
𝑘2

)︂𝑘1
2 𝑥

𝑘1
2 −1(︁

1 + 𝑘1
𝑘2
𝑥
)︁𝑘1+𝑘2

2

,

где параметры 𝑘1, 𝑘2 ∈ N.

При 𝑘1 = 1 (и любых 𝑘2) плотность распределения Фишера 𝑓(𝑥) не при-

надлежит 𝐿2. Действительно,∫︁ +∞

−∞
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 =

1

𝑘2B2
(︀
1
2 ,

𝑘2
2

)︀ ∫︁ +∞

0

1

𝑥
(︁
1 + 𝑥

𝑘2

)︁𝑘2 𝑑𝑥.
Последний интеграл расходится в окрестности точки 𝑥 = 0.

В частности, плотность распределения отношения двух независимых слу-

чайных величин, подчинённых закону распределения 𝜒2, не принадлежит 𝐿2.

Список примеров функций плотности с несуммируемым квадратом легко

можно продолжить. Например, возьмём

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

2
√
𝑥
, 𝑥 ∈ [0; 1]

0, иначе
.

Тогда ∫︁ +∞

−∞
𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 =

1

4

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

𝑥
= +∞.

Приведённые примеры показывают, что требование принадлежности оце-

ниваемой плотности 𝑓(𝑥) пространству 𝐿2 является существенным ограничени-

ем.

Данное ограничение частично удаётся снять, если рассматривать их схо-

димость в пространствах 𝐿𝑝(Ω), где 𝑝 принимает некоторое известное значение
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из промежутка [1; 2). Как показано ниже, в этом случае пространство 𝐿𝑝(Ω) со-

держит более широкое множество функций плотности вероятности, чем 𝐿2(Ω).

Предложение 2.1. Пусть 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2. Тогда

𝐿𝑝2(Ω) ∩ 𝐿1(Ω) ⊆ 𝐿𝑝1(Ω) ∩ 𝐿1(Ω).

Доказательство. Возьмём произвольную функцию 𝑓 ∈ 𝐿𝑝2(Ω) ∩ 𝐿1(Ω). Тогда

для неё выполняется система неравенств⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 < +∞∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥 < +∞
.

Разобьём множество Ω на два непересекающихся подмножества

Ω1 = {𝑥 ∈ Ω | |𝑓(𝑥)| < 1},

Ω2 = Ω ∖ Ω1 = {𝑥 ∈ Ω | |𝑓(𝑥)| ≥ 1}.

Оценим интеграл∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥 =

∫︁
Ω1

|𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥+
∫︁
Ω2

|𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥.

Первое слагаемое конечно:∫︁
Ω1

|𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥 ≤
∫︁
Ω1

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 ≤
∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 < +∞.

Второе слагаемое также конечно:∫︁
Ω2

|𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥 ≤
∫︁
Ω2

|𝑓(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥 ≤
∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝2𝑑𝑥 < +∞.

Тогда конечна и вся сумма:∫︁
Ω1

|𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥+
∫︁
Ω2

|𝑓(𝑥)|𝑝1𝑑𝑥 < +∞.

Получаем, что для функции 𝑓(𝑥) выполняется система неравенств{︃ ∫︀
Ω |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 < +∞∫︀
Ω |𝑓(𝑥)|

𝑝1𝑑𝑥 < +∞
,

из чего следует 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1(Ω) ∩ 𝐿1(Ω).
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Из предложения 2.1 следует, что если 𝑝 ∈ [1; 2), то

𝐿2 ∩ 𝐿1 ⊆ 𝐿𝑝 ∩ 𝐿1.

Таким образом, множество функций плотности вероятности с интегрируе-

мой 𝑝-степенью (𝑝 ∈ [1; 2)) является более широким по сравнению с множе-

ством плотностей с интегрируемым квадратом.

Ниже приводятся несколько известных теорем о сходимости рядов Фурье

в пространствах 𝐿𝑝(Ω), также следствия из них, используемые в построении

проекционных оценок.

Теорема 2.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0; 2𝜋], где 𝑝 ∈ (1;+∞), 𝑆𝑛 – частичная сумма

тригонометрического ряда Фурье:

𝑆𝑛 =
𝑎0
2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥),

𝑎𝑘 =

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥, 𝑏𝑘 =

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥.

Тогда

lim
𝑛→∞

‖𝑓 − 𝑆𝑛‖𝐿𝑝
= 0.

Доказательство этой теоремы приводится, например, в [55, с. 594].

Следствие 2.1.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝒟 ∩ 𝐿𝑝[0; 2𝜋], где 𝑝 ∈ (1;+∞). Тогда проекцион-

ная оценка 𝑓𝑙(𝑥) с оптимальными коэффициентами, построенная по триго-

нометрической системе, сходится к 𝑓 в пространстве 𝐿𝑝[0; 2𝜋]:

lim
𝑙→∞

‖𝑓 − 𝑓𝑙‖𝐿𝑝[0;2𝜋] = 0.

Теорема 2.2. Система Хаара является базисом в пространстве 𝐿𝑝[0; 1] при

𝑝 ∈ [1; +∞).

Доказательство приводится в [79, с. 75].

Следствие 2.2.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝒟 ∩ 𝐿1[0; 1]. Тогда проекционная оценка 𝑓𝑙 с

оптимальными коэффициентами, сходится к 𝑓 в пространстве 𝐿1[0; 1].

Таким образом, с помощью базиса Хаара можно строить сходящиеся про-

екционные оценки для плотностей вероятности любых непрерывных случайных

величин с ограниченными носителями.
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Далее приводятся результаты численных экспериментов, подтверждаю-

щих полученные теоретические результаты, а также в ситуациях, когда ответ

на вопрос о сходимости неизвестен.

Пример 1. Функция

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

2
√
𝑥
, 𝑥 ∈ [0; 1]

0, иначе
,

рассмотренная выше, не принадлежит пространству 𝐿2[0; 1]. Однако эта функ-

ция принадлежит пространству 𝐿𝑝[0; 1], например, при 𝑝 = 3
2 :∫︁ +∞

−∞
|𝑓(𝑥)|3/2𝑑𝑥 =

√
2 < +∞.

В соответствии с теоремами 2.1 и 2.2, ортогональные ряды для этой функ-

ции, построенные с использованием тригонометрической системы и системы

Хаара, сходятся к 𝑓(𝑥) в пространстве 𝐿3/2(Ω).

Найдём коэффициенты разложения функции 𝑓(𝑥) по тригонометрической

системе:

𝛼0 =

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑓(𝑥)𝜙0(𝑥)𝑑𝑥 =
1√
2𝜋
,

𝛼2𝑘−1 =

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑓(𝑥)𝜙2𝑘−1(𝑥)𝑑𝑥 =
1√
𝜋𝑘

S(
√
𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . .

𝛼2𝑘 =

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑓(𝑥)𝜙2𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
1√
𝜋𝑘

C(
√
𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . .

где S(𝑥) и C(𝑥) – интегралы Френеля [44]:

S(𝑥) =

√︂
2

𝜋

∫︁ 𝑥

0

sin 𝑡2𝑑𝑡, C(𝑥) =

√︂
2

𝜋

∫︁ 𝑥

0

cos 𝑡2𝑑𝑡.

В табл. 2.1 приведены значения расстояния оценки 𝑓𝑙(𝑥) от истинной плот-

ности 𝑓(𝑥) в пространстве 𝐿1[−𝜋; 𝜋] при различных значениях длины ряда 𝑙.

Таблица 2.1. Сходимость проекционной оценки с тригонометрическим базисом

𝑙 10 20 30 40 50

‖𝑓 − 𝑓𝑙‖𝐿1 0.801 0.674 0.611 0.564 0.509

Найдём коэффициенты разложения функции 𝑓(𝑥) по системе Хаара:

𝛼0 =

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝜙0(𝑥)𝑑𝑥 = 1,
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𝛼𝑛,𝑘 =

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝜙𝑛,𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
√
4𝑘 − 2−

√
𝑘 −

√
𝑘 − 1.

В табл. 2.2 приведены значения расстояния оценки 𝑓𝑙(𝑥) от истинной плот-

ности 𝑓(𝑥) в пространстве 𝐿1[0; 1] при различных значениях длины ряда 𝑙. В

силу специфики системы Хаара длина ряда является степенью числа 2.

Таблица 2.2. Сходимость проекционной оценки с базисом Хаара

𝑙 8 16 32 64 128

‖𝑓 − 𝑓𝑙‖𝐿1 0.205 0.148 0.106 0.076 0.054

Далее приводятся результаты разложения функции исследуемой функции

плотности вероятности по системе Лежандра. Сходимость ортогонального ряда

в этом случае не гарантируется. Коэффициенты разложения имеют вид:

𝛼𝑘 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√︂

2

2𝑘 + 1
, 𝑘 = 0, 1, 4, 5, . . .

−
√︂

2

2𝑘 + 1
, 𝑘 = 2, 3, 6, 7, . . .

В табл. 2.3 приведены значения расстояния оценки 𝑓𝑙(𝑥) от истинной плот-

ности 𝑓(𝑥) в пространстве 𝐿1[−1; 1] при различных значениях длины ряда 𝑙.

Таблица 2.3. Сходимость проекционной оценки с базисом Лежандра

𝑙 10 20 30 40 50

‖𝑓 − 𝑓𝑙‖𝐿1 0.525 0.430 0.378 0.345 0.320

Как показали численные расчёты, в этом случае система Лежандра пока-

зывает удовлетворительные результаты.

Пример 2. Рассмотренная выше функция плотности вероятности распре-

деления 𝜒2 с одной степенью свободы имеет несуммируемый квадрат, однако,

она принадлежит пространству 𝐿3/2[0; +∞):∫︁ +∞

0

|𝑓(𝑥)|3/2𝑑𝑥 =
Γ
(︀
1
4

)︀
− Γ

(︀
1
4 ,

3
4

)︀
4
√
6𝜋3

< +∞,

где Γ(𝛼, 𝑥) – неполная гамма-функция [129]:

Γ(𝛼, 𝑥) =

∫︁ +∞

𝑥

𝑒−𝑡𝑡𝛼−1𝑑𝑡.

Коэффициенты разложения функции 𝑓(𝑥) по системе Лагерра имеют вид:

𝛼𝑗 =

∫︁ +∞

0

𝑓(𝑥)𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥 =
(2𝑗 − 1)!!

2𝑗+
1
2𝑗!

.
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В табл. 2.4 приведены значения расстояния оценки 𝑓𝑙(𝑥) от истинной плот-

ности 𝑓(𝑥) в пространстве 𝐿1[0; +∞) при различных значениях длины ряда 𝑙.

Таблица 2.4. Сходимость проекционной оценки с базисом Лагерра

𝑙 10 20 30 40 50

‖𝑓 − 𝑓𝑙‖𝐿1 19.22 132.45 677.76 2852.27 10443.46

Как показали численные расчёты, в этом случае система Лагерра пока-

зывает неудовлетворительные результаты.

Таким образом, при построении проекционной оценки функции плотно-

сти вероятности в пространствах 𝐿𝑝(Ω) сходимость не гарантируется в случае

неограниченных множеств Ω. В работах [150] определяются весовые функцио-

нальные пространства вида 𝐿𝑝,𝑤(Ω). Показано, что для любой функции плот-

ности вероятности имеется хотя бы одно такое пространство, которому она при-

надлежит.

Пусть 𝑘 ∈ N, 𝜇 – мера Лебега в R𝑘, Ω – 𝜇-измеримое подмножество в R𝑘,

𝑝 ≥ 1, 𝑤 : Ω → R, причём

1) 𝑤(x) 𝜇-измерима;

2) 𝑤(x) положительная почти всюду на Ω;

3) ess sup
x∈Ω

𝑤(x) < +∞.

Определение 2.1. Весовое функциональное пространство 𝐿𝑝,𝑤(Ω) опре-

делим как множество 𝜇-измеримых функций 𝑓 : Ω → R, удовлетворяющих

неравенству (︂∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇
)︂1/𝑝

< +∞.

Функцию 𝑤(x) при этом будем называть весовой функцией.

Левая часть неравенства в определении 2.1 представляет собой норму

функции 𝑓(x) в пространстве 𝐿𝑝,𝑤(Ω), которую мы обозначим как ‖𝑓‖𝑝,𝑤.

Отметим важнейшие свойства пространства 𝐿𝑝,𝑤(Ω).

Предложение 2.2. Всякое пространство 𝐿𝑝,𝑤(Ω) является полным по норме

‖ · ‖𝑝,𝑤.
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Доказательство. Весовая функция 𝑤(x) индуцирует меру на Ω:

𝜇𝑤𝑋 =

∫︁
𝑋

𝑤(x) 𝑑𝜇.

При этом множество 𝑋 является 𝜇𝑤-измеримым тогда и только тогда,

когда оно 𝜇-измеримо, т.е. область определения для 𝜇𝑤 есть система измеримых

по Лебегу подмножеств множества Ω. Из определения весовой функции 𝑤(x)

непосредственно следует, что полученная мера 𝜇𝑤 является 𝜎-конечной, откуда

следует полнота пространства 𝐿𝑝,𝑤(Ω).

Предложение 2.3. Всякое пространство 𝐿𝑝,𝑤(Ω) является сепарабельным.

Доказательство. Покажем, что мера 𝜇𝑤, индуцированная весовой функцией

𝑤(x), имеет счётный базис. Так как мера Лебега 𝜇 на R𝑘 имеет счётный базис,

то ограничение этой меры на измеримое подмножество Ω ⊆ R также имеет

счётный базис. Обозначим его через {𝐴𝑛}. В силу вышесказанного, каждое 𝐴𝑛

является 𝜇𝑤-измеримым. Покажем, что множество {𝐴𝑛} является базисом для

𝜇𝑤.

Возьмём произвольное 𝜇𝑤-измеримое множество 𝑋 ⊆ Ω и произвольное

𝜀 > 0. В силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега существует такое

𝛿 > 0, что для любого множества 𝑌 из 𝜇𝑌 < 𝛿 следует∫︁
𝑌

𝑤(𝑥)𝑑𝜇 < 𝜀.

Возьмём теперь такое 𝐴𝑛, чтобы выполнялось 𝜇(𝐴𝑛 △𝑋) < 𝛿. Тогда∫︁
𝐴𝑛△𝑋

𝑤(𝑥)𝑑𝜇 < 𝜀,

что означает

𝜇𝑤(𝐴𝑛 △𝑋) < 𝜀.

Отсюда заключаем, что система множеств {𝐴𝑛} является счётным базисом ме-

ры 𝜇𝑤.

При 𝑝 = 2 пространство 𝐿𝑝,𝑤(Ω) является евклидовым, так как в этом

случае для любых 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2,𝑤(Ω) определено скалярное произведение:

(𝑓, 𝑔)𝑤 =

∫︁
Ω

𝑓(x)𝑔(x)𝑤(x)𝑑𝜇.
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Таким образом, пространство 𝐿2,𝑤(Ω) является (сепарабельным) гильбер-

товым пространством. Если 𝑓 ∈ 𝐿2,𝑤(Ω) и выполняется условие (1.7), то для

неё определена проекционная оценка (1.8).

Покажем, что пространств вида 𝐿2,𝑤(Ω) достаточно для построения про-

екционной оценки любой функции плотности вероятности. Сформулируем бо-

лее общее предложение для всех пространств вида 𝐿𝑝,𝑤(Ω).

Предложение 2.4. Пусть 𝜉 – непрерывный случайный вектор, 𝑓(x) – его

функция плотности вероятности, множество Ω ⊆ R𝑘 удовлетворяет усло-

вию (1.7), 𝑝 ≥ 1. Тогда существует такая весовая функция 𝑤(x), что

𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑤(Ω).

Доказательство. Определим функцию 𝑤(x) на Ω следующим образом:

𝑤(x) =

⎧⎨⎩1, 𝑓(x) ≤ 1

𝑓 1−𝑝(x), 𝑓(x) > 1

Тогда 𝑤(x) является измеримой, положительной на Ω, и

ess sup
x∈Ω

𝑤(x) = 1.

Таким образом, 𝑤(x) является весовой функцией, и пространство 𝐿𝑝,𝑤(Ω) опре-

делено.

Покажем, что 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑤(Ω). Оценим интеграл∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇. (2.1)

Разобьём множество Ω на два подмножества

Ω1 = {x ∈ Ω | 𝑓(x) ≤ 1}, Ω2 = {x ∈ Ω | 𝑓(x) > 1}.

Очевидно, что Ω = Ω1 ⊔ Ω2 (здесь символ ⊔ обозначает дизъюнктное объеди-

нение множеств [74, с. 8]). Тогда∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 =

∫︁
Ω1

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇+

∫︁
Ω2

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇.

Оценим каждый из полученных интегралов, используя то, что функция 𝑓(x)

неотрицательна почти всюду и суммируема на Ω:∫︁
Ω1

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 =

∫︁
Ω1

𝑓 𝑝(x)𝑑𝜇 ≤
∫︁
Ω1

𝑓(x)𝑑𝜇 ≤
∫︁
Ω

𝑓(x)𝑑𝜇 = 1;
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∫︁
Ω2

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 =

∫︁
Ω2

𝑓 𝑝(x)𝑓 1−𝑝(x)𝑑𝜇 =

∫︁
Ω2

𝑓(x)𝑑𝜇 ≤
∫︁
Ω

𝑓(x)𝑑𝜇 = 1.

Из конечности обоих интегралов следует конечность интеграла (2.1).

В частности, для любой функции плотности вероятности случайного век-

тора, существует соответствующее гильбертово пространство 𝐿2,𝑤(Ω).

В одномерном случае, т.е. при 𝑘 = 1, при построении пространства 𝐿2,𝑤(Ω)

весовая функция 𝑤(𝑥) может удовлетворять более слабым условиям [150].

В доказательстве предложения 2.4 при нахождении соответствующей ве-

совой функции используется вид истинной плотности 𝑓(x). Важным вопросом

построения проекционных оценок является выбор весовой функции без исполь-

зования вида оцениваемой плотности. Прежде всего выясним, при каких весо-

вых функциях 𝑤1(x) и 𝑤2(x) пространства 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) и 𝐿𝑝,𝑤2

(Ω) являются тож-

дественными.

Теорема 2.3. Пусть 𝑤(x) – измерима и положительна почти всюду на Ω.

Тогда измеримая функция 𝑔(x), удовлетворяющая условиям

1)
∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 = +∞;

2)
∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑤(x)𝑑𝜇 < +∞

существует тогда и только тогда, когда

ess inf
x∈Ω

𝑤(x) = 0. (2.2)

Доказательство. Необходимость. Пусть, напротив, равенство (2.2) не выпол-

няется:

ess inf
x∈Ω

𝑤(x) = 𝑚 > 0.

Тогда почти для всех x ∈ Ω

𝑤(x) ≥ 𝑚.

Если 𝑚 = +∞, то почти всюду на Ω получаем 𝑤(x) = +∞. Из условия

2) получаем, что 𝑔(𝑥) = 0 почти всюду на Ω, и условие 1) нарушается.

Пусть теперь 0 < 𝑚 < +∞. Тогда∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑤(x)𝑑𝜇 ≥ 𝑚

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 = +∞,
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и условия 1) и 2) несовместны.

Достаточность. Пусть равенство (2.2) выполнено. Тогда

∀𝜀 > 0 𝜇{x ∈ Ω | 𝑤(x) < 𝜀} > 0.

Выберем последовательность 𝜀𝑛 ↓ 0, например, 𝜀𝑛 = 1
𝑛 , и обозначим

Ω𝑛 = {x ∈ Ω | 𝑤(x) < 𝜀𝑛}, Ω0 = Ω.

Тогда, очевидно,

Ω0 ⊇ Ω1 ⊇ · · · ⊇ Ω𝑛 · · · ;

𝜇Ω0 ≥ 𝜇Ω1 ≥ . . . ≥ 𝜇Ω𝑛 . . .

В силу непрерывности меры Лебега получаем

lim
𝑛→∞

𝜇Ω𝑛 = 𝜇

∞⋂︁
𝑛=1

Ω𝑛 = 𝜇{x ∈ Ω | 𝑤(x) = 0} = 0.

Разобьём множество Ω на попарно не пересекающиеся подмножества сле-

дующим образом:

Ω = (Ω0 ∖ Ω1) ⊔ (Ω1 ∖ Ω2) ⊔ . . . ⊔ (Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) ⊔ . . .

При этом

lim
𝑛→∞

𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) ≤ lim
𝑛→∞

𝜇Ω𝑛−1 = 0.

Кроме того, последовательность 𝜇(Ω𝑛−1∖Ω𝑛) содержит бесконечное количество

положительных членов.

Перенумеруем последовательность 𝜇(Ω𝑛−1∖Ω𝑛), отбросив все нулевые чле-

ны (сходимость последовательности 𝜀𝑛 при этом не изменится), и будем искать

функцию 𝑔(x) в виде:

𝑔(x) = 𝑔𝑛 ≥ 0, x ∈ Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛, 𝑛 ∈ N.

Тогда интегралы в условиях 1) и 2) преобразуются следующим образом:∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛);

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑤(x)𝑑𝜇 ≤
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝜀𝑛−1𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛).
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При этом полагаем

𝜀0 = ess sup
x∈Ω

𝑤(x).

Подберём теперь последовательность 𝑔𝑛 так, чтобы выполнялись условия
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) = +∞,
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝜀𝑛−1𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) < +∞.

Для этого возьмём

𝑔𝑛 =
1

𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛)

(︂
1− 𝜀𝑛

𝜀𝑛−1

)︂
Тогда

∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝜀𝑛−1𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) =
∞∑︁
𝑛=1

(𝜀𝑛−1 − 𝜀𝑛) = 𝜀0 < +∞;

∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) =
∞∑︁
𝑛=1

(︂
1− 𝜀𝑛

𝜀𝑛−1

)︂
=

∞∑︁
𝑛=1

(︂
1− 1/𝜀𝑛−1

1/𝜀𝑛

)︂
.

Так как последовательность 1
𝜀𝑛

монотонно возрастает и не ограничена, то по

признаку Сапогова [134, с. 319], последний ряд расходится. Таким образом, ис-

комая функция 𝑔(x) определена почти всюду на Ω, а именно за исключени-

ем отброшенных элементов последовательности Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛, имеющих меру 0. В

случае необходимости функцию 𝑔(x) можно доопределить в остальных точках

произвольным образом.

Следствие 2.3.1. Для того, чтобы 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) ∖ 𝐿𝑝,𝑤2

(Ω) ̸= ∅, необходимо и

достаточно, чтобы

ess inf
x∈Ω

𝑤1(x)

𝑤2(x)
= 0. (2.3)

Доказательство. Действительно, функция 𝑤1(x)
𝑤2(x)

удовлетворяет условию теоре-

мы 2.3. Тогда условие (2.3) эквивалентно существованию такой функция 𝑔(x),

что одновременно ∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 = +∞

и ∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑤1(x)

𝑤2(x)
𝑑𝜇 < +∞.

Определим функцию 𝑓(x) следующим образом:

𝑓(x) =

(︂
𝑔(x)

𝑤2(x)

)︂1/𝑝

.
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Тогда ∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑤2(x)𝑑𝜇 =

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 = +∞;∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑤1(x)𝑑𝜇 =

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑤1(x)

𝑤2(x)
𝑑𝜇 < +∞.

Следствие 2.3.2. Если существуют такие положительные константы 𝑚 и

𝑀 , что почти всюду на Ω выполняется

0 < 𝑚 ≤ 𝑤1(x)

𝑤2(x)
≤𝑀 < +∞,

то пространства 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) и 𝐿𝑝,𝑤2

(Ω) совпадают:

𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) = 𝐿𝑝,𝑤2

(Ω).

Для построения пространства, включающего оцениваемую функцию

плотности вероятности предлагается расширить «основное» пространство

𝐿2(Ω), т.е. построить весовое пространство 𝐿2,𝑤(Ω), содержащее данную функ-

цию плотности и пространство 𝐿2(Ω) как собственное подмножество. Теорема

2.3 позволяет сформулировать критерий, при котором одно пространство явля-

ется расширением другого.

Следствие 2.3.3. Пространство 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) является расширением простран-

ства 𝐿𝑝,𝑤2
(Ω), т.е. 𝐿𝑝,𝑤2

(Ω) ⊂ 𝐿𝑝,𝑤1
(Ω), тогда и только тогда, когда выполня-

ются следующие два условия:

1) ess inf
x∈Ω

𝑤1(x)

𝑤2(x)
= 0;

2) ess sup
x∈Ω

𝑤1(x)

𝑤2(x)
< +∞.

Таким образом, чтобы построить весовое расширение 𝐿2,𝑤 пространства

𝐿2, необходимо и достаточно взять весовую функцию, удовлетворяющую усло-

виям:

1) ess inf
x∈Ω

𝑤(x) = 0;

2) ess sup
x∈Ω

𝑤(x) < +∞.
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Рассмотрение условий на весовые функции, при которых одно весовое

функциональное пространство является расширением другого, представляет

теоретический интерес. Более прикладной задачей, однако, является получение

условий, при которых одно весовое функциональное пространство содержит в

себе более обширное множество функций плотности вероятности, чем другое.

С этой целью доказывается следующая теорема.

Теорема 2.4. Пусть весовая функция 𝑤(x) удовлетворяет равенству (2.2),

𝑝 > 1. Тогда найдётся измеримая на Ω функция 𝑔(x), принадлежащая мно-

жеству (𝐿𝑝,𝑤(Ω) ∖ 𝐿𝑝(Ω)) ∩ 𝐿1(Ω).

Доказательству теоремы 2.4 предпошлём следующую лемму.

Лемма 2.1. Пусть числовые последовательности 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 удовлетворяют

условиям:

1) 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ≥ 0;

2)
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 = +∞,
∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛 = +∞;

3) lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 < +∞;

4) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 0.

Тогда существует такая последовательность номеров 𝑛𝑘, что
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑛𝑘
< +∞,

∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑛𝑘
= +∞.

Доказательство. Обозначим верхний предел последовательности 𝑏𝑛 через 𝑏.

Не умаляя общности, можно считать, что 𝑏𝑛 < 𝑏 + 1. В противном случае в

рядах
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 и
∞∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛 можно отбросить конечное число первых членов. Теперь в

силу условия 4) получаем, что для любого натурального 𝑚 существует такой

номер 𝑁 ′, что из 𝑛 > 𝑁 ′ следует неравенство

𝑎𝑛
𝑏𝑛

<
1

2(𝑏+ 1)𝑚2
,

т.е.

𝑎𝑛 <
1

2(𝑏+ 1)𝑚2
𝑏𝑛.
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Пусть значению 𝑚 = 1 соответствует 𝑁 ′
1. Возьмём 𝑁1 = 𝑁 ′

1 и подберём

𝑀1 ≥ 2 таким образом, чтобы
𝑁1+𝑀1∑︁
𝑛=𝑁1+1

𝑏𝑛 > 𝑏+ 1 и
𝑁1+𝑀1−1∑︁
𝑛=𝑁1+1

𝑏𝑛 ≤ 𝑏+ 1.

Это можно сделать в силу расходимости любого остатка расходящегося ряда.

Тогда
𝑁1+𝑀1∑︁
𝑛=𝑁1+1

𝑏𝑛 =

𝑁1+𝑀1−1∑︁
𝑛=𝑁1+1

𝑏𝑛 + 𝑏𝑁1+𝑀1
≤ 2(𝑏+ 1);

𝑁1+𝑀1∑︁
𝑛=𝑁1+1

𝑎𝑛 <
1

2(𝑏+ 1)𝑚2

𝑁1+𝑀1∑︁
𝑛=𝑁1+1

𝑏𝑛 ≤ 1

𝑚2
.

Пусть теперь значению 𝑚 = 2 соответствует 𝑁 ′
2. Возьмём 𝑁2 =

max{𝑁 ′
2, 𝑁1 +𝑀1}. Для него аналогично найдём значение 𝑀2. И т.д. Получим

последовательность пар (𝑁𝑚,𝑀𝑚), где 𝑚 ∈ N, каждой из которых соответству-

ет конечный ряд номеров {𝑁𝑚 + 1, ..., 𝑁𝑚 + 𝑀𝑚}. Тогда искомое множество

номеров 𝑛𝑘 возьмём в виде

{𝑛𝑘} =
∞⋃︁

𝑚=1

{𝑁𝑚 + 1, ..., 𝑁𝑚 +𝑀𝑚}.

Действительно,
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑛𝑘
=

∞∑︁
𝑚=1

(𝑎𝑁𝑚+1 + · · ·+ 𝑎𝑁𝑚+𝑀𝑚
) ≤

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚2
< +∞;

∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑛𝑘
=

∞∑︁
𝑚=1

(𝑏𝑁𝑚+1 + · · ·+ 𝑏𝑁𝑚+𝑀𝑚
) ≥

∞∑︁
𝑚=1

(𝑏+ 1) = +∞.

Доказательство теоремы 2.4. Другими словами, требуется доказать суще-

ствование функции 𝑔(x), удовлетворяющей условиям:

1)
∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 < +∞;

2)
∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑝𝑑𝜇 = +∞;

3)
∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 < +∞.
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Из равенства (2.2) по теореме 2.3 получаем, что существует такая функция 𝑔(x),

удовлетворяющая условиям 1) и 2). Если при этом 𝑔(x) удовлетворяет условию

3), то можно взять 𝑔(x) = 𝑔(x).

Пусть 𝑔(x) не удовлетворяет условию 3):∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 = +∞. (2.4)

По построению функции 𝑔(x) получаем, что

𝑔𝑝(x) = 𝑔𝑝𝑛 =
1

𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛)

(︂
1− 𝜀𝑛

𝜀𝑛−1

)︂
, x ∈ Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛,

где 𝜀𝑛 – некоторая подпоследовательность исходной монотонно убывающей по-

следовательности, сходящейся к 0. Пусть в качестве исходной взята последова-

тельность 1
2𝑛 . Покажем, что в этом случае

lim
𝑛→∞

𝑔𝑝𝑛 = +∞. (2.5)

Действительно, пусть 1
2𝑛𝑘 – произвольная подпоследовательность после-

довательности 1
2𝑛 . Тогда

𝑛𝑘 − 𝑛𝑘−1 ≥ 1;

𝜀𝑛𝑘

𝜀𝑛𝑘−1

=
1

2𝑛𝑘−𝑛𝑘−1
≤ 1

2
;

lim
𝑘→∞

𝑔𝑝𝑛𝑘
= lim

𝑘→∞

1

𝜇(Ω𝑛𝑘−1
∖ Ω𝑛𝑘

)

(︂
1− 𝜀𝑛𝑘

𝜀𝑛𝑘−1

)︂
≥ lim

𝑘→∞

1

𝜇(Ω𝑛𝑘−1
∖ Ω𝑛𝑘

)
· 1
2
= +∞.

Таким образом, равенство (2.5) доказано.

Проверим выполнение условий леммы 2.1 для последовательностей

𝑎𝑛 = 𝑔𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) и 𝑏𝑛 = 𝑔𝑝𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛).

Выполнение условия 1) очевидно. По определению функции 𝑔(x) имеем:∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = +∞;

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑝𝑑𝜇 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑝𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 = +∞.

Далее,

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑔𝑝𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) = lim
𝑛→∞

(︂
1− 𝜀𝑛

𝜀𝑛−1

)︂
≤ 1 < +∞.
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Наконец, из (2.5) следует, что

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑔𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛)

𝑔𝑝𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛)
= lim

𝑛→∞

1

𝑔𝑝−1
𝑛

= 0.

Таким образом, получаем, что последовательности

𝑔𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛) и 𝑔𝑝𝑛𝜇(Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛)

удовлетворяют условиям леммы 2.1. Следовательно, имеется последователь-

ность номеров 𝑛𝑘, такая что
∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑛𝑘
𝜇(Ω𝑛𝑘−1 ∖ Ω𝑛𝑘

) < +∞,
∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑝𝑛𝑘
𝜇(Ω𝑛𝑘−1 ∖ Ω𝑛𝑘

) = +∞.

Тогда искомую функцию 𝑔(x) строим следующим образом. Полагаем

𝑔(x) = 𝑔𝑛𝑘
, x ∈ Ω𝑛𝑘−1 ∖ Ω𝑛𝑘

, 𝑘 ∈ N,

и 𝑔(x) = 0 на всех остальных множествах Ω𝑛−1 ∖ Ω𝑛. Так как 0 ≤ 𝑔(x) ≤ 𝑔(x),

то условие 1) не нарушается:∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 ≤
∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 < +∞.

Выполнение условий 2) и 3) проверяется непосредственно:∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑝𝑑𝜇 =
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
Ω𝑛−1∖Ω𝑛

|𝑔(x)|𝑝𝑑𝜇 =
∞∑︁
𝑘=1

∫︁
Ω𝑛𝑘−1∖Ω𝑛𝑘

𝑔𝑝𝑛𝑘
𝑑𝜇 =

=
∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑝𝑛𝑘
𝜇(Ω𝑛𝑘−1 ∖ Ω𝑛𝑘

) = +∞;

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 =
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
Ω𝑛−1∖Ω𝑛

|𝑔(x)|𝑑𝜇 =
∞∑︁
𝑘=1

∫︁
Ω𝑛𝑘−1∖Ω𝑛𝑘

𝑔𝑛𝑘
𝑑𝜇 =

=
∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑛𝑘
𝜇(Ω𝑛𝑘−1 ∖ Ω𝑛𝑘

) < +∞.

Следствие 2.4.1. Пусть весовая функция 𝑤(x) удовлетворяет условию (2.2)

и 𝑝 > 1. Тогда существует функция плотности вероятности 𝑓(x), принад-

лежащая множеству 𝐿𝑝,𝑤(Ω) ∖ 𝐿𝑝(Ω).
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Доказательство. Действительно, по доказанной теореме существует функция

𝑔 ∈ (𝐿𝑝,𝑤(Ω) ∖ 𝐿𝑝(Ω)) ∩ 𝐿1(Ω).

Тогда искомую функцию определим следующим образом:

𝑓(x) =
|𝑔(x)|
‖𝑔(x)‖𝐿1

.

Тогда 𝑓(x) является функцией плотности вероятности:

𝑓(x) ≥ 0;∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑑𝜇 =
1

‖𝑔(x)‖1

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑑𝜇 = 1.

И, кроме того,∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 =
1

‖𝑔(x)‖𝑝1

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 < +∞;∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑑𝜇 =
1

‖𝑔(x)‖𝑝1

∫︁
Ω

|𝑔(x)|𝑝𝑑𝜇 = +∞.

Более удобный способ построения весового расширения функционального

пространства вытекает из теоремы 2.4 с использованием понятия существенного

предела измеримой функции.

Следствие 2.4.2. Пусть 𝑤1(x) и 𝑤2(x) – весовые функции, удовлетворяющие

условию

ess lim
x→x0

𝑤1(x)

𝑤2(x)
= 0, (2.6)

где x0 ∈ Ω. Тогда

𝐿𝑝,𝑤1
(Ω) ∖ 𝐿𝑝,𝑤2

(Ω) ̸= ∅.

Доказательство. Так как из условия (2.6) следует равенство (2.3), то заклю-

чение данного предложения сразу следует из следствия 2.4.1.

Таким образом, для построения расширения 𝐿𝑘
2,𝑤 пространства 𝐿𝑘

2 доста-

точно взять весовую функцию 𝑤(x), для которой

1) ∃ a ∈ Ω ess lim
x→a

𝑤(x) = 0;

54



2) ess sup
x∈Ω

𝑤(x) < +∞.

При этом за a следует выбирать точку, для которой

∀𝛿 > 0

∫︁
𝑈𝛿(a)

𝑓 𝑝(x)𝑤(x) = +∞, (2.7)

где 𝑈𝛿(a) – 𝛿-окрестность точки a.

Предположим, что в области определения Ω точка a, обладающая свой-

ством (2.7) единственна, а также восстанавливаемая функция плотности веро-

ятности 𝑓(x) такова, что существует конечный существенный предел

ess lim
x→a

𝑓(x)
𝑘∑︁

𝑗=1

|𝑥𝑗 − 𝑎𝑗|𝛼𝑗 ∈ (0;+∞), (2.8)

где 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 > 0 – известные числа. Тогда при любом 𝛿 > 0 интеграл (2.7)

расходится если и только если∫︁
𝑈𝛿(a)

𝑑𝜇∑︀𝑘
𝑗=1 |𝑥𝑗 − 𝑎𝑗|𝛼𝑗

= +∞.

При этом последнее равенство эквивалентно условию

1

𝛼1
+ ...+

1

𝛼𝑘
≤ 1.

В этом случае можно, выбрав некоторую окрестность 𝑈𝛿(a) точки a, по-

строить расширение 𝐿𝑝,𝑤0
(Ω) пространства 𝐿𝑝,𝑤(Ω) следующим образом:

𝑤0(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑤(x)
(︁∑︀𝑘

𝑗=1 |𝑥𝑗 − 𝑎𝑗|𝛼𝑗

)︁𝑝
, 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(a)

𝑤(x), 𝑥 ∈ Ω ∖ 𝑈𝛿(a)
, 𝛿 > 0. (2.9)

Действительно, так как

ess lim
x→a

𝑤0(x)

𝑤(x)
= ess lim

x→a

(︃
𝑘∑︁

𝑗=1

|𝑥𝑗 − 𝑎𝑗|𝛼𝑗

)︃𝑝
= 0

и

ess sup
𝑤0(x)

𝑤(x)
< +∞,
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то пространство 𝐿𝑝,𝑤0
(Ω) является расширением пространства 𝐿𝑝,𝑤(Ω). Кроме

того, оно содержит 𝑓(x):∫︁
Ω

|𝑓(x)|𝑝𝑤0(x)𝑑𝜇 =

=

∫︁
𝑈𝛿(a)

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)

(︃
𝑘∑︁

𝑗=1

|𝑥𝑗 − 𝑎𝑗|𝛼𝑗

)︃𝑝

𝑑𝜇+

∫︁
Ω∖𝑈𝛿(a)

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 =

=

∫︁
𝑈𝛿(a)

𝑤(x)𝑑𝜇+

∫︁
Ω∖𝑈𝛿(a)

|𝑓(x)|𝑝𝑤(x)𝑑𝜇 < +∞.

Если восстанавливаемая плотность 𝑓(x) имеет конечное число особых то-

чек a1, ..., a𝑁 , каждая из которых удовлетворяет условию (2.8), то весовая функ-

ция строится в виде

𝑤0(x) = 𝑤(x)𝜏 𝑝𝛿1(x, a1)...𝜏
𝑝
𝛿𝑁
(x, a𝑁),

где

𝜏𝛿(x, a) =

⎧⎨⎩
∑︀𝑘

𝑗=1 |𝑥𝑗 − 𝑎𝑗|𝛼𝑗(a), 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(a)

1, 𝑥 ∈ Ω ∖ 𝑈𝛿(a)
,

𝛼1(a), ..., 𝛼𝑁(a) – показатели, соответствующие данной точке a.

Случай, когда множество особых точек представляет собой линию, по-

верхность или гиперповерхность в R𝑘, может быть рассмотрен в том же порядке

идей.

Предложенный способ выборка весовой функции 𝑤(x) не использует вид

истинной плотности вероятности 𝑓(x). Требуемая информация о точках a ∈ Ω,

в которых выполняется условие (2.7), и о показателях 𝛼𝑗 из (2.8) может быть

получена из выборки, а также из априорных соображений.

§ 2.2. Методы настройки коэффициентов

При настройке коэффициентов проекционной оценки предполагается, что

длина ряда уже рассчитана. Проекционную оценку, в которой длина ряда равна

𝑙, будем обозначать через 𝑓𝑙(𝑥). Методы оценивания длины ряда рассматрива-

ются в следующем параграфе.
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Как уже отмечалось (см. § 1.2), большинство работ, посвящённых про-

екционной оценке плотности вероятности, используют для настройки коэффи-

циентов 𝑎𝑗 формулу (1.11), которая в случае весового пространства 𝐿2,𝑤(Ω)

принимает вид:

𝑎𝑗 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜂𝑗(𝑥𝑖), 𝑗 = 0, . . . , 𝑙, (2.10)

где

𝜂𝑗(𝑥) = 𝜙𝑗(𝑥)𝑤(𝑥).

В этом случае оценки 𝑎𝑗 также являются несмещёнными оценками опти-

мальных коэффициентов, т.е. коэффициентов Фурье 𝛼𝑗 разложения функции

𝑓(𝑥) по базису {𝜙𝑗}∞𝑗=0 в пространстве 𝐿2,𝑤(Ω):

𝑀{𝑎𝑗} =𝑀{𝜙𝑗(𝜉)𝑤(𝜉)} =

∫︁
Ω

𝑓(𝑥)𝜙𝑗(𝑥)𝑤(𝑥) = 𝛼𝑗.

Помимо формул (1.11) и (2.10) для настройки коэффициентов 𝑎𝑗 можно

использовать другие статистические методы.

Для построения выборочных оценок параметров распределения существу-

ет ряд общих методов (см., например, [46, гл. 8]). Однако методы, основанные

на функции правдоподобия (в том числе, метод максимального правдоподобия,

байесовский подход [46, с. 294] и др.) в данном случае оказываются непримени-

мыми, так как для построения функции правдоподобия

𝐿(𝑎0, . . . , 𝑎𝑙) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑓𝑙(𝑥𝑖)

необходимо, чтобы при каждом значении параметров 𝑎0, . . . , 𝑎𝑙 функция 𝑓𝑙(𝑥)

являлась функцией плотности вероятности, т.е. чтобы выполнялись условия

(1.2), что приводит к неоправданному усложнению области допустимых зна-

чений аргументов 𝑎0, . . . , 𝑎𝑙. С другой стороны, даже при невыполнении для

некоторых 𝑥 условий (1.2) возможно существование оценок 𝑓𝑙, близких к истин-

ной плотности 𝑓 в смысле интегрального критерия (1.3).

В настоящей работе для получения выборочных оценок 𝑎𝑖 параметров 𝛼𝑖

рассматривается метод моментов, а также предлагается его обобщение, част-

ным случаем которого является метод (2.10).

57



Пусть оцениваемая функция 𝑓(𝑥) плотности вероятности непрерывной

случайной величины 𝜉 принадлежит некоторому пространству 𝐿2,𝑤(Ω) ⊇ 𝐿2(Ω).

Тогда для любой такой функции определены числа

𝜈𝑗 = (𝑥𝑗, 𝑓)𝑤 =

∫︁
Ω

𝑥𝑗𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥, 𝑗 = 0, . . . , 𝑙,

которые мы будем называть взвешенными начальными моментами случайной

величины 𝜉 порядка 𝑗 относительно веса 𝑤(𝑥). При 𝑤(𝑥) ≡ 1 понятие взвешен-

ного начального момента совпадает с понятием начального момента в обычном

смысле.

Определим также выборочные взвешенные начальные моменты 𝜈𝑗 следу-

ющим образом:

𝜈𝑗 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑗𝑖𝑤(𝑥𝑖), 𝑗 = 0, . . . , 𝑙.

Очевидно, выборочный взвешенный начальный момент 𝜈𝑗 является несме-

щённой, а при условии конечности дисперсии случайной величины 𝜉 также и

состоятельной, оценкой соответствующего теоретического взвешенного началь-

ного момента 𝜈𝑗.

Согласно методу моментов, приравняем выборочные взвешенные момен-

ты к соответствующим теоретическим, найденным с использованием оценки 𝑓𝑙
в качестве плотности вероятности:

(𝑥𝑗, 𝑓𝑙)𝑤 = 𝜈𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 𝑙.

Используя дистрибутивность скалярного произведения, получаем систему

линейных уравнений относительно параметров 𝑎0, . . . , 𝑎𝑙:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎0(1, 𝜙0)𝑤 + · · ·+ 𝑎𝑙(1, 𝜙𝑙)𝑤 = 1

𝑎0(𝑥, 𝜙0)𝑤 + · · ·+ 𝑎𝑙(𝑥, 𝜙𝑙)𝑤 = 𝜈1
...

𝑎0(𝑥
𝑙, 𝜙0)𝑤 + · · ·+ 𝑎𝑙(𝑥

𝑙, 𝜙𝑙)𝑤 = 𝜈𝑙

.

Введя матричные обозначения:

B =

⎛⎜⎜⎝
(1, 𝜙0)𝑤 . . . (1, 𝜙𝑙)𝑤

... . . . ...

(𝑥𝑙, 𝜙0)𝑤 . . . (𝑥𝑙, 𝜙𝑙)𝑤

⎞⎟⎟⎠ , a =

⎛⎜⎜⎝
𝑎0
...

𝑎𝑙

⎞⎟⎟⎠ , 𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
𝜈0
...

𝜈𝑙

⎞⎟⎟⎠ ,
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получим

Ba = 𝜈.

Если определитель |B| ≠ 0, то существует единственное решение

a = B−1𝜈. (2.11)

Нетрудно показать, что если в пространстве 𝐿2[−1; 1] в качестве базиса

взята система Лежандра, то |B| ≠ 0 при любом 𝑙.

Предложение 2.5. Пусть {𝜙}∞𝑖=0 – ортонормированная система Лежандра.

Тогда ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ (1, 𝜙0) . . . (1, 𝜙𝑙)

... . . . ...

(𝑥𝑙, 𝜙0) . . . (𝑥𝑙, 𝜙𝑙)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ̸= 0 (2.12)

при любом 𝑙 ≥ 0.

Доказательство. Заметим, что матрица

B =

⎛⎜⎜⎝
(1, 𝜙0) . . . (1, 𝜙𝑙)

... . . . ...

(𝑥𝑙, 𝜙0) . . . (𝑥𝑙, 𝜙𝑙)

⎞⎟⎟⎠ ̸= 0

является нижнетреугольной, т.е. при 𝑗 > 𝑖

(𝑥𝑖, 𝜙𝑗) = 0.

Действительно, по построению ортонормированной системы Лежандра,

𝑥𝑖 = 𝑐0𝜙0(𝑥) + · · ·+ 𝑐𝑖𝜙𝑖(𝑥),

где 𝑐𝑘 = (𝑥𝑖, 𝜙𝑘), 𝑘 = 0, . . . , 𝑖. Тогда при 𝑗 > 𝑖

(𝑥𝑖, 𝜙𝑗) = (𝑐0𝜙0 + · · ·+ 𝑐𝑖𝜙𝑖, 𝜙𝑗) = 𝑐0(𝜙0, 𝜙𝑗) + · · ·+ 𝑐𝑖(𝜙𝑖, 𝜙𝑗) = 0.

Поэтому определитель (2.12) равен произведению элементов главной диа-

гонали: ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ (1, 𝜙0) . . . (1, 𝜙𝑙)

... . . . ...

(𝑥𝑙, 𝜙0) . . . (𝑥𝑙, 𝜙𝑙)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = (1, 𝜙0) · · · · · (𝑥𝑙, 𝜙𝑙).
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Докажем, что каждый из множителей в правой части последнего равен-

ства отличен от 0. Пусть, напротив, существует 𝑘 ∈ 0, . . . , 𝑙, для которого

(𝑥𝑘, 𝜙𝑘) = 0. Разложение функции 𝑥𝑘 имеет вид:

𝑥𝑘 = 𝑐0𝜙0(𝑥) + · · ·+ 𝑐𝑘𝜙𝑘(𝑥).

Но, по предположению, 𝑐𝑘 = (𝑥𝑘, 𝜙𝑘) = 0, поэтому

𝑥𝑘 = 𝑐0𝜙0(𝑥) + · · ·+ 𝑐𝑘−1𝜙𝑘−1(𝑥).

Теперь слева от равенства стоит многочлен степени 𝑘, а справа – много-

член степени 𝑘 − 1. Полученное противоречие доказывает предложение.

Данный подход к оцениванию коэффициентов 𝑎𝑗 допускает следующее

обобщение. Возьмём произвольное 𝑙′ ≥ 𝑙 и рассчитаем матрицу

B𝑙′ =
{︀
(𝑥𝑖, 𝜙𝑗)𝑤

}︀𝑙′
𝑖,𝑗=0

=

⎛⎜⎜⎝
(1, 𝜙0)𝑤 . . . (1, 𝜙𝑙′)𝑤

... . . . ...

(𝑥𝑙
′
, 𝜙0)𝑤 . . . (𝑥𝑙

′
, 𝜙𝑙′)𝑤

⎞⎟⎟⎠
размерности (𝑙′ + 1)× (𝑙′ + 1). Обратную к ней матрицу обозначим через B−1

𝑙′ .

Выделив в ней подматрицу B−1
𝑙,𝑙′ , содержащую первые (𝑙 + 1) её строк, и умно-

жив её на вектор из (𝑙′ + 1) выборочных взвешенных начальных моментов 𝜈𝑙′,

получим вектор

a(𝑙
′) = B−1

𝑙,𝑙′𝜈𝑙′, (2.13)

значения которого наряду со значениями (2.10) и (2.11) могут использоваться в

качестве оценок коэффициентов 𝛼𝑗 для (1.8). Соответствующую проекционную

оценку функции плотности вероятности обозначим следующим образом:

𝑓
(𝑙′)
𝑙 = 𝑎

(𝑙′)
0 𝜙0(𝑥) + · · ·+ 𝑎

(𝑙′)
𝑙 𝜙𝑙(𝑥). (2.14)

Очевидно, что формула (2.11) является частным случаем формулы (2.13)

при 𝑙′ = 𝑙. Следовательно, оценка плотности вероятности, построенная с помо-

щью коэффициентов (2.11) является частным случаем оценки (2.14). С другой

стороны, справедлива следующая теорема.

Теорема 2.5. Пусть 𝜉 – непрерывная случайная величина, 𝑓(𝑥) – её функция

плотности вероятности, 𝑓 ∈ 𝐿2,𝑤(Ω), где supp 𝜉 ⊆ Ω, {𝜙𝑗}∞𝑗=0 – базис про-
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странства 𝐿2,𝑤(Ω), удовлетворяющий для любых 𝑥 ∈ Ω следующему условию:

lim
𝑙→∞

(︃
‖B−1

𝑙 ‖∞ max
0≤𝑘≤𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘 −

𝑙∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0, (2.15)

где ‖ · ‖∞ – матричная норма, индуцированная векторной 𝑙∞-нормой [141]:

‖𝐴‖∞ = max
𝑖

∑︁
𝑗

|𝑎𝑖𝑗|.

Тогда при неограниченном увеличении 𝑙′ и фиксированном 𝑙 оценка (2.14) схо-

дится к оценке Ченцова по норме пространства 𝐿2,𝑤(Ω) почти наверное:

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓𝑙

⃦⃦⃦
𝑤
= 0
}︁
= 1.

Для доказательства этой теоремы докажем следующую лемму.

Лемма 2.2. Из условия теоремы 2.5 следует, что последовательность слу-

чайных величин

‖B−1
𝑙 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞, ‖B−1

𝑙+1𝜈 − 𝜈𝜂‖∞, . . .

где

𝜈𝜂 =

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜂0(𝑥𝑖) . . .
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜂𝑙(𝑥𝑖)

)︃𝑇

,

сходится к 0 почти наверное:

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

‖B−1
𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞ = 0

}︁
= 1.

Доказательство. Заметим, что⃦⃦
B−1

𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂
⃦⃦
∞ =

⃦⃦
B−1

𝑙′ (𝜈 −B𝑙′𝜈𝜂)
⃦⃦
∞ ≤

⃦⃦
B−1

𝑙′

⃦⃦
∞ ‖𝜈 −B𝑙′𝜈𝜂‖∞ .

В свою очередь,

𝜈 −B𝑙′𝜈𝜂 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥0𝑖

...
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑙
′

𝑖

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎝
(1, 𝜙0)𝑤 . . . (1, 𝜙𝑙′)𝑤

... . . . ...

(𝑥𝑙
′
, 𝜙0)𝑤 . . . (𝑥𝑙

′
, 𝜙𝑙′)𝑤

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙0(𝑥𝑖)𝑤(𝑥𝑖)

...
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑙′(𝑥𝑖)𝑤(𝑥𝑖)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑥𝑖)

(︃
1−

𝑙′∑︁
𝑗=0

(1, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑥𝑖)

(︃
𝑥𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃
...

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑥𝑖)

(︃
𝑥𝑙

′

𝑖 −
𝑙′∑︁

𝑗=0

(𝑥𝑙
′
, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

‖𝜈 −B𝑙′𝜈𝜂‖∞ = max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒1𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑥𝑖)

(︃
𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(︃
|𝑤(𝑥𝑖)| max

0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

≤

≤ max
1≤𝑖≤𝑛

(︃
|𝑤(𝑥𝑖)| max

0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

≤

≤ max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑤(𝑥𝑖)| · max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Тогда

‖B−1
𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞ ≤ ‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑤(𝑥𝑖)| · max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Переходя к пределу при 𝑙′ → ∞, получим

lim
𝑙′→∞

‖B−1
𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞ ≤

≤ max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑤(𝑥𝑖)| lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃
.

Таким образом, равенство

max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑤(𝑥𝑖)| lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0 (2.16)

влечёт равенство

lim
𝑙′→∞

‖B−1
𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞ = 0,
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откуда

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

‖B−1
𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞ = 0

}︁
≥

≥ 𝑃

{︃
max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑤(𝑥𝑖)| lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

}︃
Определим случайные события 𝐴 и 𝐵 следующим образом:

𝐴⇔ max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑤(𝑥𝑖)| = 0;

𝐵 ⇔ lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0.

Тогда случайное событие (2.16) представляет собой сумму случайных событий

𝐴 и 𝐵. Так как весовая функция 𝑤(𝑥) по определению положительна почти

всюду, то 𝑃{𝐴} = 0 и

𝑃{𝐴+𝐵} = 𝑃{𝐴}+ 𝑃{𝐵} − 𝑃{𝐴𝐵} = 𝑃{𝐵}.

Тогда

𝑃

{︃
max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑤(𝑥𝑖)| lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

}︃
=

= 𝑃

{︃
lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

}︃
.

Так как для любых 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} выполняются неравенства

0 ≤ max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ max

1≤𝑖≤𝑛
max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

то из

lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

следует

∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0.
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Тогда

𝑃

{︃
lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
1≤𝑖≤𝑛

max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

}︃
≥

≥ 𝑃

{︃
𝑛⋀︁

𝑖=1

lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

}︃
Так как 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 – независимая выборка случайной величины 𝜉, то слу-

чайные события под знаком вероятности в правой части полученного неравен-

ства также независимы, и

𝑃

{︃
𝑛⋀︁

𝑖=1

lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘𝑖 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

}︃
=

= 𝑃 𝑛

{︃
lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜉𝑘 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

}︃
.

Тогда получаем, что

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

‖B−1
𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞ = 0

}︁
≥

≥ 𝑃 𝑛

{︃
lim
𝑙′→∞

(︃
‖B−1

𝑙′ ‖∞ max
0≤𝑘≤𝑙′

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜉𝑘 −

𝑙′∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝑤𝜙𝑗(𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

= 0

}︃
.

Из условия (2.15) следует, что вероятность в правой части полученного

неравенства равна 1. Отсюда получаем окончательно

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

‖B−1
𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞ = 0

}︁
≥ 1,

т.е.

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

‖B−1
𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂‖∞ = 0

}︁
= 1.

Доказательство теоремы 2.5. Оценим величину
⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓𝑙

⃦⃦⃦
𝑤
:

⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓𝑙

⃦⃦⃦
𝑤
=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑗=0

(︁
𝑎
(𝑙′)
𝑗 − 𝑎𝑗

)︁
𝜙𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑤

≤
𝑙∑︁

𝑗=0

⃒⃒⃒
𝑎
(𝑙′)
𝑗 − 𝑎𝑗

⃒⃒⃒
≤ (𝑙 + 1)

⃦⃦⃦
𝑎(𝑙

′) − 𝑎
⃦⃦⃦
∞
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и перейдём к пределу:

lim
𝑙′→∞

⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓𝑙

⃦⃦⃦
𝑤
≤ (𝑙 + 1) lim

𝑙′→∞

⃦⃦⃦
𝑎(𝑙

′) − 𝑎
⃦⃦⃦
∞
.

Тогда

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓𝑙

⃦⃦⃦
𝑤
= 0
}︁
≥ 𝑃

{︁
lim
𝑙′→∞

⃦⃦⃦
𝑎(𝑙

′) − 𝑎
⃦⃦⃦
∞

= 0
}︁
.

Так как 𝑎(𝑙′) и 𝑎 – столбцы, содержащие 𝑙 первых элементов столбцов B−1
𝑙′ 𝜈

и 𝜈𝜂 соответственно, то ⃦⃦⃦
𝑎(𝑙

′) − 𝑎
⃦⃦⃦
∞

≤
⃦⃦
B−1

𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂
⃦⃦
∞ ;

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓𝑙

⃦⃦⃦
𝑤
= 0
}︁
≥ 𝑃

{︀⃦⃦
B−1

𝑙′ 𝜈 − 𝜈𝜂
⃦⃦
∞ = 0.

}︀
По лемме 2.2 получаем

𝑃
{︁
lim
𝑙′→∞

⃦⃦⃦
𝑓
(𝑙′)
𝑙 − 𝑓𝑙

⃦⃦⃦
𝑤
= 0
}︁
= 1.

Из доказанного следует, что при выполнении условия (2.15) оценка Чен-

цова является частным случаем оценки (2.14) при 𝑙′ → ∞. В связи с этим для

оценки Ченцова вводится следующее обозначение: 𝑓 (∞)
𝑙 (𝑥). Оценка, получен-

ная с помощью классического метода моментов, является другим предельным

частным случаем оценки (2.14) при 𝑙′ = 𝑙. Ниже (§ 2.3) будет показано, что

обобщённый метод моментов при 𝑙 < 𝑙′ < ∞ иногда оказывается эффективнее

обоих указанных предельных случаев.

Можно показать, что для систем Лежандра, Чебышёва и тригонометри-

ческой условие (2.15) выполняется для всех 𝑥 ∈ (−1; 1). Причём для системы

Лежандра выражение под пределом равно 0 при любом 𝑙 ≥ 0.

Действительно, если {𝜙𝑗}∞𝑗=0 – ортонормальная система Лежандра, то

функция 𝜙𝑗(𝑥) является многочленом степени 𝑗, и

𝑥𝑘 =
𝑘∑︁

𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝜙𝑗(𝑥), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ;
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‖B−1
𝑙 ‖∞ max

0≤𝑘≤𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘 −

𝑙∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝜙𝑗(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= ‖B−1
𝑙 ‖∞ max

0≤𝑘≤𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥𝑘 −

𝑘∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑘, 𝜙𝑗)𝜙𝑗(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = ‖B−1

𝑙 ‖∞ max
0≤𝑘≤𝑙

⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑥𝑘

⃒⃒
= 0.

Более того, так как для системы Лежандра матрица B𝑙′ является верхне-

треугольной, то её можно представить в виде

B𝑙′ =

(︃
B𝑙 0

G H

)︃
.

Тогда

B−1
𝑙′ =

(︃
B−1

𝑙 0

−H−1GB−1
𝑙 H−1

)︃
.

Действительно,(︃
B−1

𝑙 0

−H−1GB−1
𝑙 H−1

)︃(︃
B𝑙 0

G H

)︃
=

(︃
E 0

0 E

)︃
= E.

Отсюда следует, что

B𝑙,𝑙′ =
(︁
B−1

𝑙 0
)︁
;

a(𝑙
′) = B−1

𝑙,𝑙′𝜈𝑙′ = B−1
𝑙 𝜈𝑙 = a(𝑙).

С другой стороны, из доказательства предложения 2.5 следует, что

B𝑙a
(∞) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑥0, 𝜙0) 0 . . . 0

(𝑥1, 𝜙0) (𝑥1, 𝜙1) . . . 0
... ... . . . ...

(𝑥𝑙, 𝜙0) (𝑥𝑙, 𝜙1) . . . (𝑥𝑙, 𝜙𝑙)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙0(𝑥𝑖)

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙1(𝑥𝑖)

...
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑙(𝑥𝑖)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥0, 𝜙0)𝜙0(𝑥𝑖)

1∑︁
𝑗=0

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥1, 𝜙𝑗)𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃
...

𝑙∑︁
𝑗=0

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑙, 𝜙𝑗)𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥0, 𝜙0)𝜙0(𝑥𝑖)

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1∑︁
𝑗=0

(𝑥1, 𝜙𝑗)𝜙𝑗(𝑥𝑖)

...

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑙, 𝜙𝑗)𝜙𝑗(𝑥𝑖)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥0𝑖

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥1𝑖

...
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑙𝑖

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝜈𝑙.

Тогда

a(∞) = B−1
𝑙 𝜈𝑙 = a(𝑙) = a(𝑙

′). (2.17)

Таким образом, при использовании системы Лежандра для данной длины ря-

да 𝑙 оценка Ченцова и оценка, полученная обобщённым методом моментов,

тождественны:

𝑓
(𝑙)
𝑙 (𝑥) ≡ 𝑓

(𝑙′)
𝑙 (𝑥) ≡ 𝑓

(∞)
𝑙 (𝑥).

Рассмотрим некоторые свойства оценок (2.13). Найдём математические

ожидания:

𝑀
{︁
a(𝑙

′)
}︁
=𝑀

{︁
B−1

𝑙,𝑙′𝜈
}︁
= B−1

𝑙,𝑙′𝑀 {𝜈} ,

причём

𝑀 {𝜈} =

⎛⎜⎜⎝
𝑀 {𝜈0}

...

𝑀 {𝜈𝑙′}

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑀

{︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥0𝑖𝑤(𝑥𝑖)

}︃
...

𝑀

{︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑙
′

𝑖 𝑤(𝑥𝑖)

}︃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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=

⎛⎜⎜⎝
𝑀
{︀
𝜉0𝑤(𝜉)

}︀
...

𝑀
{︀
𝜉𝑙

′
𝑤(𝜉)

}︀
⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝜈0
...

𝜈𝑙

⎞⎟⎟⎠ = 𝜈

Тогда

𝑀
{︁
𝑎(𝑙

′)
}︁
= B−1

𝑙,𝑙′𝜈, 𝑙′ <∞. (2.18)

При 𝑙′ = ∞, оценки, как известно, не смещены:

𝑀
{︁
𝑎
(∞)
𝑗

}︁
=𝑀

{︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗(𝑥𝑖)𝑤(𝑥𝑖)

}︃
= (𝜙𝑗, 𝑓)𝑤 = 𝛼𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 𝑙.

В общем случае оценка (2.13) смещена, что легко показать следующим

примером. Пусть 𝜉 равномерно распределена на отрезке [0; 1]:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩1, 𝑥 ∈ [0; 1]

0, иначе
.

Тогда уже при 𝑙′ = 𝑙 = 2 для ортонормальной системы Чебышёва:

𝛼 ≈

⎛⎜⎜⎝
0.676

0.532

−0.191

⎞⎟⎟⎠ , B ≈

⎛⎜⎜⎝
1.352 0 −0.382

0 0.765 0

0.541 0 0.255

⎞⎟⎟⎠ ;

для тригонометрической системы:

𝛼 ≈

⎛⎜⎜⎝
0.399

0.259

0.474

⎞⎟⎟⎠ , B ≈

⎛⎜⎜⎝
2.507 0 0

0 3.545 0

8.246 0 −7.09

⎞⎟⎟⎠ .

В обоих случаях равенство

𝑀{a} = 𝛼

не выполняется:

𝑀{aЧеб} ≈

⎛⎜⎜⎝
1.352 0 −0.382

0 0.765 0

0.541 0 0.255

⎞⎟⎟⎠
−1⎛⎜⎜⎝

1

1/2

1/3

⎞⎟⎟⎠ ≈

⎛⎜⎜⎝
0.693

0.654

−0.163

⎞⎟⎟⎠
и

𝑀{aтриг} ≈

⎛⎜⎜⎝
2.507 0 0

0 3.545 0

8.246 0 −7.09

⎞⎟⎟⎠
−1⎛⎜⎜⎝

1

1/2

1/3

⎞⎟⎟⎠ ≈

⎛⎜⎜⎝
0.399

0.141

0.417

⎞⎟⎟⎠
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соответственно.

Рассчитаем ковариационную матрицу

Σ
{︁
a(𝑙

′)
}︁
=

⎛⎜⎜⎜⎝
cov

{︁
𝑎
(𝑙′)
0 , 𝑎

(𝑙′)
0

}︁
. . . cov

{︁
𝑎
(𝑙′)
0 , 𝑎

(𝑙′)
𝑙

}︁
... . . . ...

cov
{︁
𝑎
(𝑙′)
𝑙 , 𝑎

(𝑙′)
0

}︁
. . . cov

{︁
𝑎
(𝑙′)
𝑙 , 𝑎

(𝑙′)
𝑙

}︁
⎞⎟⎟⎟⎠

оценок (2.13):

Σ
{︁
a(𝑙

′)
}︁
=𝑀

{︂
a ·
(︁
a(𝑙

′)
)︁𝑇}︂

−𝑀{a}𝑀
{︂(︁

a(𝑙
′)
)︁𝑇}︂

=

=𝑀

{︂
B−1

𝑙,𝑙′𝜈𝜈
𝑇
(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇}︂
−𝑀

{︁
B−1

𝑙,𝑙′𝜈
}︁
𝑀

{︂
𝜈𝑇
(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇}︂
=

= B−1
𝑙,𝑙′𝑀

{︀
𝜈𝜈𝑇

}︀(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇
−B−1

𝑙,𝑙′𝑀 {𝜈}𝑀
{︀
𝜈𝑇
}︀(︁

B−1
𝑙,𝑙′

)︁𝑇
=

= B−1
𝑙,𝑙′

(︀
𝑀
{︀
𝜈𝜈𝑇

}︀
−𝑀 {𝜈}𝑀

{︀
𝜈𝑇
}︀)︀(︁

B−1
𝑙,𝑙′

)︁𝑇
= B−1

𝑙,𝑙′Σ {𝜈}
(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇
.

При этом

Σ {𝜈} =

⎛⎜⎜⎝
cov {𝜈0, 𝜈0} . . . cov {𝜈0, 𝜈𝑙′}

... . . . ...

cov {𝜈𝑙′, 𝜈0} . . . cov {𝜈𝑙′, 𝜈𝑙′}

⎞⎟⎟⎠ ;

cov {𝜈𝑙′, 𝜈𝑙′} =
1

𝑛
cov

{︀
𝜉𝑗1𝑤(𝜉), 𝜉𝑗2𝑤(𝜉)

}︀
, 𝑗1, 𝑗2 = 0, . . . , 𝑙′.

Теперь, введя обозначение

Ξ =
(︁
𝜉0𝑤(𝜉) 𝜉1𝑤(𝜉) . . . 𝜉𝑙

′
𝑤(𝜉)

)︁𝑇
,

получим

Σ {𝜈} =
1

𝑛
Σ{Ξ};

Σ
{︁
a(𝑙

′)
}︁
=

1

𝑛
B−1

𝑙,𝑙′Σ{Ξ}
(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇
. (2.19)

В случае оценки Ченцова получаем:

Σ
{︁
a(∞)

}︁
=

1

𝑛
Σ{H},

где

H =
(︁
𝜂0(𝜉) 𝜂1(𝜉) . . . 𝜂𝑙(𝜉)

)︁𝑇
.
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Отсюда видно, что если случайная величина 𝜉 имеет ограниченные на-

чальные моменты всех порядков до 2𝑙′ включительно, то при неограниченном

увеличении объёма выборки 𝑛 дисперсии оценок (2.13) стремятся к 0.

Сравнение метода Ченцова и обобщённого метода моментов показало, что

в некоторых случаях проекционная оценка, в которой коэффициенты рассчи-

тываются по формуле (2.13), оказывается ближе к истинной плотности 𝑓(𝑥),

чем оценка Ченцова.

Для сравнения была взята мера близости в виде функционала

𝑄2
2{𝑓} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦2
2,𝑤

}︂
. (2.20)

Для удобства вычислений преобразуем функционал (2.20) следующим об-

разом:

𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦2
2,𝑤

}︂
=

𝑙∑︁
𝑗=0

𝑀
{︀
𝑎2𝑗
}︀
− 2

𝑙∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑀 {𝑎𝑗}+ ‖𝑓‖22,𝑤.

Если 𝑓𝑙(𝑥) ≡ 𝑓
(∞)
𝑙 (𝑥) – оценка Ченцова, то

𝑀
{︁
𝑎
(∞)
𝑗

}︁
= 𝛼𝑗, 𝑀

{︂(︁
𝑎
(∞)
𝑗

)︁2}︂
=

1

𝑛
𝑀
{︀
𝜂2𝑗 (𝜉)

}︀
+
𝑛− 1

𝑛
𝛼2
𝑗 ,

и

𝑄
{︁
𝑓
(∞)
𝑙

}︁
=

1

𝑛

𝑙∑︁
𝑗=0

𝑀
{︀
𝜂2𝑗 (𝜉)

}︀
− 𝑛+ 1

𝑛

𝑙∑︁
𝑗=0

𝛼2
𝑗 + ‖𝑓‖22,𝑤.

Если 𝑓𝑙(𝑥) ≡ 𝑓
(𝑙′)
𝑙 (𝑥) – оценка, построенная по обобщённому методу мо-

ментов, то из формул (2.18) и (2.19) получаем:

𝑙∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑀
{︁
𝑎
(𝑙′)
𝑗

}︁
= 𝛼𝑇B−1

𝑙,𝑙′𝜈,

𝑙∑︁
𝑗=0

𝑀

{︂(︁
𝑎
(𝑙′)
𝑗

)︁2}︂
= tr𝑀

{︂
a(𝑙

′)
(︁
a(𝑙

′)
)︁𝑇}︂

=

= trB−1
𝑙,𝑙′

(︂
1

𝑛
𝑀{ΞΞ𝑇}+ 𝑛− 1

𝑛
𝜈𝜈𝑇

)︂
(B−1

𝑙,𝑙′ )
𝑇 ,

70



и

𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓 − 𝑓

⃦⃦⃦2
2,𝑤

}︂
=

= trB−1
𝑙,𝑙′

(︂
1

𝑛
𝑀{ΞΞ𝑇}+ 𝑛− 1

𝑛
𝜈𝜈𝑇

)︂
(B−1

𝑙,𝑙′ )
𝑇 − 2𝛼𝑇B−1

𝑙,𝑙′𝜈 + ‖𝑓‖22,𝑤.

Рассмотрим пример. Пусть случайная величина 𝜉 распределена равномер-

но на отрезке [0; 1]:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩1, 𝑥 ∈ [0; 1]

0, иначе
.

Построим проекционную оценку функции плотности вероятности этой случай-

ной величины в пространстве 𝐿2[0;𝜋], используя в качестве базиса систему

𝜙𝑗(𝑥) =

√︂
2

𝜋
sin 𝑗𝑥, 𝑗 = 1, 2, . . .

В этом случае для оценки Ченцова функционал (2.20) имеет вид:

𝑄
{︁
𝑓
(∞)
𝑙

}︁
=

1

𝜋𝑛

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑗 − sin 𝑗 cos 𝑗

𝑗
− 𝑛+ 1

𝑛
· 2
𝜋

𝑙∑︁
𝑘=1

(︂
1− cos 𝑗

𝑗

)︂2

+ 1.

Значения функционала (2.20) для оценки Ченцова 𝑓 (∞)
𝑙 и наилучшей из

оценок 𝑓 (𝑙
′)

𝑙 (𝑥), полученных по обобщённому моменту моментов при объёме вы-

борки 𝑛 = 10 и параметрах 𝑙 = 1, . . . , 10, 𝑙′ = 𝑙, . . . , 40, занесены в табл. 2.5.

Таблица 2.5. Сравнение методов настройки коэффициентов

𝑙 1 2 3 4 5

𝑄2
2

{︁
𝑓
(∞)
𝑙

}︁
0.8694 0.5561 0.2813 0.1895 0.2087

min
𝑙≤𝑙′≤40

𝑄2
2

{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
0.8693 0.5553 0.2813 0.1869 0.2087

𝑙 6 7 8 9 10

𝑄2
2

{︁
𝑓
(∞)
𝑙

}︁
0.2419 0.2706 0.2887 0.2903 0.2970

min
𝑙≤𝑙′≤40

𝑄2
2

{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
0.2419 0.2706 0.2887 0.2902 0.2970

Как показали расчёты, оценка плотности вероятности, в которой коэф-

фициенты рассчитаны по формуле (2.13) оказывается близкой по качеству или

лучшей, чем оценка Ченцова.
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§ 2.3. Методы настройки длины ряда

Как показывают исследования, значения 𝑙 и 𝑙′ существенно влияют на ка-

чество восстановления функции плотности вероятности. Для определения опти-

мальных значений 𝑙* и (𝑙′)* приходится производить перебор значений𝑄
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
,

для чего необходимо знать вид истинной плотности 𝑓(𝑥). Важным вопросом яв-

ляется оценивание параметров 𝑙 и 𝑙′ по выборке.

Для построения оценок �̂� и �̂�′ будем максимизировать оценку функционала

(1.6). В случае проекционной оценки (1.8) в пространстве 𝐿2,𝑤(Ω) функционал

(1.6) преобразуется следующим образом:

𝑊{𝑓𝑙} =𝑀

{︂⃦⃦⃦
𝑓𝑙

⃦⃦⃦2
2,𝑤

− 2
(︁
𝑓𝑙, 𝑓

)︁
𝑤

}︂
=

𝑙∑︁
𝑗=0

(︀
𝑀{𝑎2𝑗} − 2𝛼𝑗𝑀{𝑎𝑗}

)︀
,

где

𝛼𝑗 = (𝑓, 𝜙𝑗)𝑤 =

∫︁
Ω

𝑓(𝑥)𝜙𝑗(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥 =𝑀{𝜙𝑗(𝜉)𝑤(𝜉)} =𝑀{𝜂𝑗(𝜉)}.

Для оценки Ченцова получаем:

𝑀{𝑎𝑗} = 𝛼𝑗;

𝑊{𝑓𝑙} =
𝑙∑︁

𝑗=0

(︀
𝑀{𝑎2𝑗} − 2𝑀 2{𝑎𝑗}

)︀
=

𝑙∑︁
𝑗=0

(︀
𝑀{𝑎2𝑗} − 2

(︀
𝑀{𝑎2𝑗} −𝐷{𝑎𝑗}

)︀)︀
=

=
𝑙∑︁

𝑗=0

(︀
2𝐷{𝑎𝑗} −𝑀{𝑎2𝑗}

)︀
=

𝑙∑︁
𝑗=0

(︂
2

𝑛
𝐷{𝜂𝑗(𝜉)} −𝑀{𝑎2𝑗}

)︂
=

=𝑀

{︃
𝑙∑︁

𝑗=0

(︂
2

𝑛
𝑠2𝜂𝑗 − 𝑎2𝑗

)︂}︃
=𝑀

{︃
𝑙∑︁

𝑗=0

(︂
2

𝑛
𝑠2𝜂𝑗 −𝑚2

𝜂𝑗

)︂}︃
,

где 𝑚 и 𝑠 обозначают выборочное среднее и исправленную выборочную диспер-

сию соответственно:

𝑚𝜉 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖, 𝑠𝜉 =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 −𝑚𝜉)2.

Следовательно, значение

�̂�𝑙 =
𝑙∑︁

𝑗=0

(︂
2

𝑛
𝑠2𝜂𝑗 −𝑚2

𝜂𝑗

)︂
(2.21)
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является несмещённой оценкой функционала 𝑊{𝑓𝑙}. Тогда оценку �̂� можно по-

лучить минимизацией величины �̂�𝑙:

�̂� = argmin
𝑙
�̂�𝑙. (2.22)

Этот метод наряду с методом оценивания путём максимизации значения

(1.12) может быть использован при построении проекционной оценки плотности

вероятности. Причём, как показано в [159], метод, основанный на максимизации

значения (2.21), часто оказывается близким или лучшим метода (1.12).

Данный подход можно применить также и при настройке параметров 𝑙 и

𝑙′ для проекционной оценки, в которой коэффициенты оцениваются обобщён-

ными методом моментов. В этом случае функционал (1.6) с использованием

матричных обозначений преобразуется следующим образом:

𝑊
{︁
𝑓
(𝑙′)
𝑙

}︁
=

𝑙∑︁
𝑗=0

(︂
𝑀

{︂(︁
𝑎
(𝑙′)
𝑗

)︁2}︂
− 2𝛼𝑗𝑀

{︁
𝑎
(𝑙′)
𝑗

}︁)︂
=

=𝑀

{︂(︁
a(𝑙

′)
)︁𝑇

a(𝑙
′)

}︂
− 2𝛼𝑇𝑀

{︁
a(𝑙

′)
}︁
=

= tr𝑀

{︂
a(𝑙

′)
(︁
a(𝑙

′)
)︁𝑇}︂

− 2 tr
(︁
𝑀
{︁
a(𝑙

′)
}︁
𝛼𝑇
)︁
=

= tr𝑀

{︂
B−1

𝑙,𝑙′𝜈𝜈
𝑇
(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇}︂
− 2 tr

(︁
𝑀
{︁
B−1

𝑙,𝑙′𝜈
}︁
𝛼𝑇
)︁
=

= tr𝑀

{︂
B−1

𝑙,𝑙′𝜈𝜈
𝑇
(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇}︂
− 2 tr

(︁
B−1

𝑙,𝑙′𝜈𝛼
𝑇
)︁
. (2.23)

Для построения несмещённой оценки функционала (2.23) построим несме-

щённые оценки элементов матрицы

G = 𝜈𝛼𝑇 =

⎛⎜⎜⎝
𝜈0𝛼0 . . . 𝜈0𝛼𝑙

... . . . ...

𝜈𝑙′𝛼0 . . . 𝜈𝑙′𝛼𝑙

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑀{𝜉0}𝑀{𝜂0(𝜉)} . . . 𝑀{𝜉0}𝑀{𝜂𝑙(𝜉)}

... . . . ...

𝑀{𝜉𝑙′}𝑀{𝜂0(𝜉)} . . . 𝑀{𝜉𝑙′}𝑀{𝜂𝑙(𝜉)}

⎞⎟⎟⎠ ,

для чего воспользуемся несмещённой выборочной оценкой ковариационного мо-

мента:

cov{𝑋, 𝑌 } =𝑀

{︃
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 −
1

𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖

}︃
,
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откуда

𝑀{𝑋}𝑀{𝑌 } =𝑀{𝑋𝑌 } − cov{𝑋, 𝑌 } =

=𝑀

{︃
1

𝑛(𝑛− 1)

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖

)︃}︃
.

Получаем

𝑀{𝜉𝑗1}𝑀{𝜂𝑗2(𝜉)} =𝑀

{︃
1

𝑛(𝑛− 1)

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑗1𝑖

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜂𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑗1𝑖 𝜂𝑗2(𝑥𝑖)

)︃}︃
,

где 𝑗1 = 0, . . . , 𝑙′, 𝑗2 = 0, . . . , 𝑙.

Тогда несмещённой оценкой матрицы G является матрица

Ĝ = ‖𝑔𝑗1,𝑗2‖𝑗1=0,...,𝑙′

𝑗2=0,...,𝑙

,

в которой

𝑔𝑗1,𝑗2 =
1

𝑛(𝑛− 1)

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑗1𝑖

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜂𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑗1𝑖 𝜂𝑗2(𝑥𝑖)

)︃
,

а для несмещённой оценки функционала (2.23) получаем выражение:

�̂�𝑙,𝑙′ = trB−1
𝑙,𝑙′𝜈𝜈

𝑇
(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇
− 2 trB−1

𝑙,𝑙′Ĝ

или

�̂�𝑙,𝑙′ = trB−1
𝑙,𝑙′

(︂
𝜈𝜈𝑇

(︁
B−1

𝑙,𝑙′

)︁𝑇
− 2Ĝ

)︂
. (2.24)

Теперь оценки �̂� и �̂�′ находятся минимизацией значения �̂�𝑙,𝑙′:(︁
�̂�, �̂�′
)︁
= argmin

𝑙,𝑙′
�̂�𝑙,𝑙′. (2.25)

При этом если используется классический метод моментов, то оценивается

только один параметр 𝑙:

�̂� = argmin
𝑙
�̂�𝑙,𝑙. (2.26)

Введём следующие обозначения для рассматриваемых оценок функции

плотности вероятности: см. табл. 2.6.

Таблица 2.6. Обозначения оценок плотности вероятности

Обозначение Метод оценивания 𝑎𝑗 Метод оценивания 𝑙 и 𝑙′

𝑓1(𝑥) максимизация оценки (1.12)

𝑓2(𝑥)
𝑎𝑗 = 𝑎

(∞)
𝑗 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜂𝑗(𝑥𝑖)
максимизация оценки (2.21)

𝑓3(𝑥) a = a(𝑙) = B−1
𝑙 𝜈𝑙 формула (2.26)

𝑓4(𝑥) a = a(𝑙′) = B−1
𝑙,𝑙′𝜈𝑙′ формула (2.25)
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В оценках 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) для настройки параметров используется метод

Ченцова (2.10). В оценках 𝑓3(𝑥) и 𝑓4(𝑥) используется подход, предлагаемый в

[151], основанный на применении метода моментов (формулы (2.11) и (2.13)

соответственно). Оценки 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥) различаются между собой способом оце-

нивания длины ряда 𝑙: в первом случае применяется оценка (1.12) функционала

качества 𝑊{𝑓}, во втором случае – несмещённая оценка (2.21) этого функцио-

нала.

При этом если функция плотности вероятности восстанавливается в про-

странстве 𝐿2[−1; 1] и в качестве базиса используется система Лежандра, то мож-

но показать, что оценки 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥) и 𝑓4(𝑥) тождественны.

В самом деле, в §1.3 было показано, что при данной длине ряда 𝑙 коэффи-

циенты данных оценок совпадают (2.17). Также нетрудно показать, что в этом

случае для любых 𝑙 ∈ N и 𝑙′ ≥ 𝑙 выполняется тождество

�̂�𝑙,𝑙′ = �̂�𝑙,𝑙.

Отсюда следует, что оценки 𝑓3(𝑥) и 𝑓4(𝑥) тождественны.

Покажем теперь, что тождественны оценки 𝑓2(𝑥) и 𝑓3(𝑥). Для этого до-

статочно показать, что совпадают оценки (2.21) и (2.24) функционала (1.6), по

которым оценивается длина ряда 𝑙, т.е. что равенство

trB−1
𝑙,𝑙 𝜈𝜈

𝑇
(︁
B−1

𝑙,𝑙

)︁𝑇
− 2 trB−1

𝑙,𝑙 Ĝ =
𝑙∑︁

𝑗=0

(︂
2

𝑛
𝑠2𝜙𝑗

−𝑚2
𝜙𝑗

)︂
выполняется при любых значениях 𝑙 и 𝑛, а также 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

Действительно, так как B−1
𝑙,𝑙 𝜈 = a(∞), то

trB−1
𝑙,𝑙 𝜈𝜈

𝑇
(︁
B−1

𝑙,𝑙

)︁𝑇
= tr a(∞)

(︁
a(∞)

)︁𝑇
=

𝑙∑︁
𝑗=0

𝑚2
𝜙𝑗
.

Преобразуем теперь слагаемое trB𝑙,𝑙Ĝ. Так как

B𝑙 ·

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗1(𝑥𝑖)
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑗1(𝑥𝑖)𝜙𝑗2(𝑥𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑗1=0,...,𝑙
𝑗2=0,...,𝑙

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑙∑︁
𝑘=0

(𝑥𝑗1, 𝜙𝑘)

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑘(𝑥𝑖)
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑘(𝑥𝑖)𝜙𝑗2(𝑥𝑖)

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦𝑗1=0,...,𝑙
𝑗2=0,...,𝑙

=
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=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙∑︁
𝑘=0

(𝑥𝑗1, 𝜙𝑘)𝜙𝑘(𝑥𝑖) ·
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑗1, 𝜙𝑘)𝜙𝑘(𝑥𝑖)𝜙𝑗2(𝑥𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑗1=0,...,𝑙
𝑗2=0,...,𝑙

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑗1𝑖

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑙∑︁
𝑗=0

𝑥𝑗1𝑖 𝜙𝑗2(𝑥𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑗1=0,...,𝑙
𝑗2=0,...,𝑙

,

то

B𝑙 ·
1

𝑛(𝑛− 1)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗1(𝑥𝑖)
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑗1(𝑥𝑖)𝜙𝑗2(𝑥𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑗1=0,...,𝑙
𝑗2=0,...,𝑙

= Ĝ;

B−1
𝑙 Ĝ =

1

𝑛(𝑛− 1)

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗1(𝑥𝑖)
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑗2(𝑥𝑖)−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙𝑗1(𝑥𝑖)𝜙𝑗2(𝑥𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑗1=0,...,𝑙
𝑗2=0,...,𝑙

;

trB−1
𝑙 Ĝ =

1

𝑛(𝑛− 1)

𝑙∑︁
𝑗=0

⎛⎝(︃ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃2

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙2
𝑗(𝑥𝑖)

⎞⎠ .

Окончательно получаем:

trB−1
𝑙,𝑙 𝜈𝜈

𝑇
(︁
B−1

𝑙,𝑙

)︁𝑇
− 2 trB−1

𝑙,𝑙 Ĝ =

=
𝑙∑︁

𝑗=0

𝑚2
𝜙𝑗

− 2

𝑛(𝑛− 1)

𝑙∑︁
𝑗=0

⎛⎝(︃ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃2

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜙2
𝑗(𝑥𝑖)

⎞⎠ =

=
𝑙∑︁

𝑗=0

(︂
2

𝑛

𝑛

𝑛− 1

(︁
𝑚𝜙2

𝑗
−𝑚2

𝜙𝑗

)︁
−𝑚2

𝜙𝑗

)︂
=

𝑙∑︁
𝑗=0

(︂
2

𝑛
𝑠2𝜙𝑗

−𝑚2
𝜙𝑗

)︂
.

Всё вышесказанное сформулируем в виде следующего предложения.

Предложение 2.6. Пусть восстанавливаемая функция плотности вероят-

ности 𝑓(𝑥) принадлежит пространству 𝐿2[−1; 1], 𝜙𝑗 – базис Лежандра в

этом пространстве. Тогда оценки 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥) и 𝑓4(𝑥) из табл. 2.6 тожде-

ственны:

𝑓2(𝑥) ≡ 𝑓3(𝑥) ≡ 𝑓4(𝑥).

При использовании других ортонормальных систем все оценки 𝑓1(𝑥),

𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥) и 𝑓4(𝑥) различаются. В работе было проведено сравнение качества

указанных оценок для следующих распределений:
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1) равномерное распределение на отрезке
[︀
0; 12
]︀
:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩2, 𝑥 ∈
[︀
0; 12
]︀

0, иначе
;

2) кубическое распределение на отрезке
[︀
−1

2 ;
1
2

]︀
:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩2(1 + 4|𝑥|)(1− 2|𝑥|)2, 𝑥 ∈
[︀
−1

2 ;
1
2

]︀
0, иначе

;

3) показательное распределение с параметром 𝜆 = 1:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑒−𝑥, 𝑥 ∈ [0; +∞)

0, иначе
;

4) нормальное распределение с параметрами 𝜇 = 1, 𝜎 = 1:

𝑓(𝑥) =
1√
2𝜋
𝑒−

(𝑥−1)2

2 .

Соответствие между восстанавливаемым распределением, пространством,

в котором строится оценка 𝑓(𝑥), и используемым базисом приведена в табл. 2.7.

Таблица 2.7. Характеристика восстанавливаемых распределений

№ Распределение Пространство Базис

1 равномерное 𝐿2[−1; 1] Лежандра

2 кубическое 𝐿2[−1; 1] Лежандра

3 показательное 𝐿2[0; +∞) Лагерра

4 нормальное 𝐿2(−∞; +∞) Эрмита

В качестве меры близости оценки 𝑓(𝑥) к истинной плотности 𝑓(𝑥) взят

функционал (2.20). Однако так как теоретический расчёт значений (2.20) для

рассматриваемых оценок затруднён, то его значения находятся приближённо

методом статистических испытаний.

Метод состоит в следующем. Пусть требуется оценить неизвестное значе-

ние 𝑧, представляющее собой математическое ожидание случайной величины 𝑍,

причём закон распределения случайной величины 𝑍 неизвестен. При помощи
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датчиков псевдослучайных чисел генерируется независимая выборка 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛
значений случайной величины 𝑍. Тогда оценку величины 𝑧 можно взять в виде

𝑧 ≈ 𝑍 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖.

Погрешность данного значения рассчитывается по правилу «трёх сигм»:

𝑧 ≈ 𝑍 ± 3𝜎𝑍 ,

где 𝜎𝑍 – среднеквадратичное отклонение выборочного среднего 𝑍, которое, как

известно, связано со среднеквадратичным отклонением случайной величины 𝑍

следующим образом:

𝜎𝑍 =
1√
𝑛
𝜎𝑍 .

Тогда

𝑧 ≈ 𝑍 ± 3√
𝑛
𝜎𝑍 .

Значение 𝜎𝑍 , в свою очередь, также оценивается по выборке случайной вели-

чины 𝑍:

𝜎𝑍 ≈

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑧𝑖 − 𝑍)2.

Если теперь взять 𝑛 = 900, то получаем простую формулу:

𝑀{𝑍} ≈ 𝑍 ± 0.1𝜎𝑍 .

Результаты расчётов значений функционала (2.20) занесены в табл. 2.8.

Таблица 2.8. Сравнение качества оценок

Распределение 𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥) 𝑓3(𝑥) 𝑓4(𝑥)

равномерное 0.466± 0.033 0.433± 0.030 0.433± 0.030 0.433± 0.030

кубическое 0.225± 0.032 0.198± 0.028 0.198± 0.028 0.198± 0.028

показательное 0.078± 0.013 0.071± 0.010 0.049± 0.008 0.047± 0.008

нормальное 0.051± 0.006 0.047± 0.005 0.050± 0.005 0.048± 0.005

Как видно из таблицы, на базисах, отличных от базиса Лежандра, при

имеющейся погрешности оценка 𝑓4(𝑥) не даёт существенного преимущества по

сравнению с оценкой 𝑓3(𝑥). Это объясняется как незначительной разницей зна-

чений функционала качества (2.20) при различных значениях длины ряда 𝑙,
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так и ухудшением качества оценивания из-за увеличения количества настраи-

ваемых параметров оценки 𝑓 (𝑙
′)

𝑙 (𝑥) по сравнению с оценкой 𝑓 (𝑙)𝑙 (𝑥).

В целом, проекционные оценки, основанные на методе моментов, пока-

зывают аналогичные или лучшие результаты при различных восстанавливае-

мых распределениях и используемых ортонормальных системах по сравнению

с оценками 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥).

§ 2.4. Многомерный случай

В настоящем разделе рассматриваются особенности применения рассмот-

ренных подходов к оцениванию коэффициентов и длины ряда проекцион-

ной оценки функции плотности вероятности многомерной случайной величины

(случайного вектора). Как уже было показано (предложение 2.4), для любого

непрерывного случайного вектора 𝜉 существует пространство 𝐿2,𝑤(Ω), содер-

жащее его функцию плотности вероятности. Важный класс пространств этого

вида образуют пространства, в которых

Ω = Ω1 × · · · × Ω𝑘, Ω𝑖 ⊆ R,

а мера 𝜇𝑤 является прямым произведением линейных (1-мерных) мер [83,

с. 332]:

𝜇𝑤 = 𝜇𝑤1
⊗ · · · ⊗ 𝜇𝑤𝑘

, 𝜇𝑤𝑖
(𝑋) =

∫︁
𝑋

𝑤𝑖(𝑥)𝑑𝑥,

где все 𝑤𝑖(𝑥) удовлетворяют условиям 1) – 3) в определении 2.1. В этом случае

𝜇𝑤(𝑋1 × · · · ×𝑋𝑘) =

∫︁
𝑋1

· · ·
∫︁
𝑋𝑘

𝑤1(𝑥1) . . . 𝑤𝑘(𝑥𝑘)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘,

откуда

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝑤1(𝑥1) . . . 𝑤𝑘(𝑥𝑘). (2.27)

Очевидно обратное: если весовая функция 𝑤(𝑥1, . . . 𝑥𝑘) может быть пред-

ставлена в виде (2.27), то мера

𝜇𝑤(𝑥) =

∫︁
· · ·
∫︁

𝑋

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘

является прямым произведением мер 𝜇𝑤1
, . . . , 𝜇𝑤𝑘

, где

𝜇𝑤𝑖
(𝑋𝑖) =

∫︁
𝑋𝑖

𝑤𝑖(𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

79



𝑋1 × · · · ×𝑋𝑘 ⊇ 𝑋.

В случае (2.27) легко построить базис пространства 𝐿2,𝑤(Ω). Действи-

тельно, если системы функций {𝜙1,𝑗}∞𝑗=0, . . . , {𝜙𝑘,𝑗}∞𝑗=0 являются базисами в

пространствах 𝐿2,𝑤1
(Ω1), . . . , 𝐿2,𝑤𝑘

(Ω𝑘) соответственно, то система функций

𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝜙1,𝑗1(𝑥1) · . . . · 𝜙𝑘,𝑗𝑘(𝑥𝑘), 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 0, 1, . . .

является базисом в пространстве 𝐿2,𝑤(Ω1 × . . . ,×Ω𝑘).

Недостатком данного подхода является ограничение множества восста-

навливаемых функций плотности вероятности. Другими словами, имеет место

следующая теорема.

Теорема 2.6. При 𝑘 ≥ 2 существуют функции 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω), не принадлежа-

щие никакому пространству 𝐿𝑝,𝑤(Ω), в котором весовая функция имеет вид

(2.27).

Обозначим через 𝑈𝛿(a) 𝛿-окрестность точки a ∈ Ω ⊆ R𝑘:

𝑈𝛿(a) =

{︃
x ∈ Ω

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑗 − 𝑎𝑗)
2 < 𝛿2

}︃
.

В формулировке следующей леммы используется понятие существенного

предела измеримой функции.

Лемма 2.3. Пусть весовая функция 𝑤(x) такова, что для некоторой точки

a ∈ Ω выполняется

∀𝛿 > 0 𝐿𝑘
𝑝,𝑤(𝑈𝛿(a)) ∖ 𝐿𝑘

𝑝(𝑈𝛿(a)) ̸= ∅. (2.28)

Тогда

ess lim
x→a

𝑤(x) = 0.

Доказательство. Пусть, напротив,

ess lim
x→a

𝑤(x) = 𝐴 > 0.

Тогда для любых 𝜀 > 0 найдётся такая окрестность 𝑈𝛿(a) точки a, что почти

для всех 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(a) выполняется неравенство

𝐴− 𝜀 < 𝑤(x) < 𝐴+ 𝜀.
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В частности при 𝜀 = 𝐴
2 получаем, что почти для всех 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(a) выполняется

𝑤(x) >
𝐴

2
.

Отсюда следует

ess inf
𝑥∈𝑈𝛿(a)

𝑤(x) ≥ 𝐴

2
> 0.

По следствию 2.3.1 получаем

𝐿𝑘
𝑝,𝑤(𝑈𝛿(a)) ∖ 𝐿𝑘

𝑝(𝑈𝛿(a)) = ∅,

что противоречит условию (2.28).

Лемма 2.4. Пусть Σ – некоторая 𝜎-алгебра множеств с единицей

Ω, 𝜇 : Σ → [0; +∞) – полная 𝜎-аддитивная мера со счётным базисом,

𝑓 : Ω → [0; +∞) – измеримая функция,

𝐴 = {𝑥 ∈ Ω | 𝑓(𝑥) = 0},

𝐵 = {𝑎 ∈ Ω | ess lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0}.

Тогда

𝜇(𝐴△𝐵) = 0.

Доказательство. Так как

𝐴△𝐵 = (𝐴 ∖𝐵) ⊔ (𝐵 ∖ 𝐴),

то

𝜇(𝐴△𝐵) = 𝜇(𝐴 ∖𝐵) + 𝜇(𝐵 ∖ 𝐴). (2.29)

Найдём 𝜇(𝐴 ∖𝐵). Для этого заметим, что

𝐴 ∖𝐵 = 𝐴 ∩ (Ω ∖𝐵).

Введём обозначения:

𝐵* = Ω ∖𝐵 = {𝑎 ∈ Ω | ess lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) > 0};

𝐵*
𝑛 =

{︂
𝑎 ∈ Ω

⃒⃒⃒⃒
ess lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) >

1

𝑛

}︂
.
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Тогда

𝐵*
1 ⊆ 𝐵*

2 ⊆ ... ⊆ 𝐵*
𝑛 ⊆ ...;

𝐵* =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐵*
𝑛;

𝐴 ∩ (Ω ∖𝐵) = 𝐴 ∩
∞⋃︁
𝑛=1

𝐵*
𝑛 =

∞⋃︁
𝑛=1

(𝐴 ∩𝐵*
𝑛);

𝜇(𝐴 ∖𝐵) = lim
𝑛→∞

𝜇(𝐴 ∩𝐵*
𝑛). (2.30)

Условие

ess lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) >
1

𝑛

означает, что существует такая окрестность 𝑈𝑛(𝑎) точки 𝑎, что почти для всех

𝑥 ∈ 𝑈𝑛(𝑎) выполняется неравенство

𝑓(𝑥) >
1

2𝑛
. (2.31)

При этом можно считать, что окрестности 𝑈𝑛(𝑎) выбираются из счётного базиса

меры 𝜇.

Окружим каждую точку 𝑎 ∈ 𝐵*
𝑛 соответствующей окрестностью 𝑈𝑛(𝑎).

Очевидно, что

𝐵*
𝑛 ⊆

⋃︁
𝑎∈𝐵*

𝑛

𝑈𝑛(𝑎).

Так как все 𝑈𝑛(𝑎) выбираются из счётного базиса меры 𝜇, последнее объедине-

ние фактически состоит из не более чем счётного множества таких окрестно-

стей. Занумеруем их: ⋃︁
𝑎∈𝐵*

𝑛

𝑈𝑛(𝑎) =
⋃︁
𝑚

𝑈𝑛,𝑚.

Тогда

𝐴 ∩𝐵*
𝑛 ⊆ 𝐴 ∩

⋃︁
𝑚

𝑈𝑛,𝑚 =
⋃︁
𝑚

(𝐴 ∩ 𝑈𝑛,𝑚);

𝜇(𝐴 ∩𝐵*
𝑛) ≤ 𝜇

(︃⋃︁
𝑚

(𝐴 ∩ 𝑈𝑛,𝑚)

)︃
≤
∑︁
𝑚

𝜇(𝐴 ∩ 𝑈𝑛,𝑚).

Так как почти для всех 𝑥 ∈ 𝑈𝑛,𝑚 выполняется неравенство (2.31), то при любых

𝑛 и 𝑚

𝜇(𝐴 ∩ 𝑈𝑛,𝑚) = 0.
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Тогда

𝜇(𝐴 ∩𝐵*
𝑛) ≤

∑︁
𝑚

𝜇(𝐴 ∩ 𝑈𝑛,𝑚) ≤ 0,

и из равенства (2.30) получаем

𝜇(𝐴 ∖𝐵) = 0.

Применим аналогичные рассуждения при нахождении 𝜇(𝐵 ∖ 𝐴):

𝐵 ∖ 𝐴 = 𝐵 ∩ (Ω ∖ 𝐴).

Введём обозначения:

𝐴* = Ω ∖ 𝐴 = {𝑎 ∈ Ω | 𝑓(𝑥) > 0};

𝐴*
𝑛 =

{︂
𝑎 ∈ Ω

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑎) >

1

𝑛

}︂
.

Тогда

𝐴*
1 ⊆ 𝐴*

2 ⊆ ... ⊆ 𝐴*
𝑛 ⊆ ...;

𝐴* =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐴*
𝑛;

𝐵 ∩ (Ω ∖ 𝐴) =
∞⋃︁
𝑛=1

(𝐵 ∩ 𝐴*
𝑛);

𝜇(𝐵 ∖ 𝐴) = lim
𝑛→∞

(𝐵 ∩ 𝐴*
𝑛). (2.32)

Условие

ess lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0

означает что для любых натуральных 𝑘 существует такая окрестность 𝑈𝑘(𝑎)

точки 𝑎, что почти для всех 𝑥 ∈ 𝑈𝑘(𝑎) выполняется неравенство

𝑓(𝑥) <
1

𝑘
.

Тогда множество 𝐵 можно представить в виде

𝐵 =
∞⋂︁
𝑘=1

𝐵𝑘,

где

𝐵𝑘 =

{︂
𝑎 ∈ Ω

⃒⃒⃒⃒
∃𝑈𝑘(𝑎) 𝜇

{︂
𝑥 ∈ 𝑈𝑘(𝑎)

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥) ≥ 1

𝑘

}︂
= 0

}︂
.
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При этом также считаем, что окрестности 𝑈𝑘(𝑎) выбраны из счётного базиса

меры 𝜇.

Выберем произвольную точку 𝑎 ∈ 𝐵𝑘 и окружим её соответствующей

окрестностью 𝑈𝑘(𝑎). Очевидно, что

𝐵𝑘 ⊆
⋃︁
𝑎∈𝐵𝑘

𝑈𝑘(𝑎), 𝑘 = 1, 2, ...

В частности, если взять 𝑘 = 𝑛, то получим

𝐵 ⊆ 𝐵𝑛 ⊆
⋃︁
𝑚

𝑈𝑛,𝑚;

𝐵 ∩ 𝐴*
𝑛 ⊆

⋃︁
𝑚

𝑈𝑛,𝑚 ∩ 𝐴*
𝑛 =

⋃︁
𝑚

(𝑈𝑛,𝑚 ∩ 𝐴*
𝑛)

𝜇 (𝐵 ∩ 𝐴*
𝑛) ≤

∑︁
𝑚

𝜇 (𝑈𝑛,𝑚 ∩ 𝐴*
𝑛) .

Так как почти для всех 𝑎 ∈ 𝑈𝑛,𝑚 выполняется неравенство 𝑓(𝑎) < 1
𝑛 , то

для любых 𝑚,𝑛 ∈ N
𝜇 (𝑈𝑛,𝑚 ∩ 𝐴*

𝑛) = 0;

𝜇 (𝐵 ∩ 𝐴*
𝑛) = 0.

Наконец, из равенства (2.32) получаем

𝜇(𝐵 ∖ 𝐴) = 0.

Теперь из (2.29) получим окончательно:

𝜇(𝐴△𝐵) = 0.

Доказательство теоремы 2.6. Теперь достаточно взять функцию 𝑓(x), у ко-

торой множество точек a, удовлетворяющих условию (2.28), таково, что её про-

екции на координатные оси 𝑂𝑥1, ..., 𝑂𝑥𝑘 имеют положительные меры:

𝜇𝑗 𝜋𝑗
{︀
a ∈ Ω | ∀𝛿 > 0 𝑓 ∈ 𝐿𝑘

𝑝,𝑤(𝑈𝛿(a)) ∖ 𝐿𝑘
𝑝(𝑈𝛿(a))

}︀
> 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑘,

где 𝜇𝑗 – мера Лебега на оси 𝑂𝑥𝑗.

Например, если Ω1 = ... = Ω𝑘 = [0; 1], то таким множеством является, в

частности, отрезок, соединяющий точки (0, ..., 0) и (1, ..., 1).
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Действительно, если ввести обозначения

𝑋𝑗 = {𝑎 ∈ Ω𝑗 | ess lim
𝑥→𝑎

𝑤𝑗(𝑥) = 0}, 𝑗 = 1, ..., 𝑘,

то, согласно лемме 2.3,

𝜋𝑗
{︀
a ∈ Ω

⃒⃒
∀𝛿 > 0 𝑓 ∈ 𝐿𝑘

𝑝,𝑤(𝑈𝛿(a)) ∖ 𝐿𝑘
𝑝(𝑈𝛿(a))

}︀
⊆ 𝑋𝑗,

откуда

𝜇𝑗𝑋𝑗 > 0.

Рассмотрим множество

𝐷 = {a ∈ Ω | ess lim
x→a

𝑤(x) = 0}.

Так как из

ess lim
𝑥𝑗→𝑎𝑗

𝑤𝑗(𝑥𝑗) = 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑘,

следует

ess lim
x→a

𝑤(x) = 0,

то

𝑋1 × ...×𝑋𝑘 = {(𝑎1, ..., 𝑎𝑘) ∈ Ω | 𝑎1 ∈ 𝑋1 ∧ ... ∧ 𝑎𝑘 ∈ 𝑋𝑘} ⊆ 𝐷,

откуда

𝜇𝐷 ≥ 𝜇1𝑋1 · . . . · 𝜇𝑘𝑋𝑘 > 0.

Наконец, воспользовавшись леммой 2.4, заключаем, что

𝜇{a ∈ Ω | 𝑤(a) = 0} = 𝜇{a ∈ Ω | ess lim
x→a

𝑤(x) = 0} > 0,

что противоречит определению весовой функции как функции, положительной

почти всюду.

Примером такой функции плотности вероятности для размерности 𝑘 = 2

является функция

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =
3

8
√︀
|𝑥1 − 𝑥2|

, 𝑥1, 𝑥2 ∈ [0; 1], 𝑥1 ̸= 𝑥2.

Отметим, что ограниченная почти всюду функция плотности вероятности

всегда принадлежит пространству 𝐿𝑘
2. Действительно, пусть почти для всех

x ∈ R𝑘 выполняется неравенство 𝑓(x) ≤𝑀 < +∞ и∫︁
R𝑘

𝑓(x)𝑑𝜇 = 1.
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Тогда ∫︁
R𝑘

𝑓 2(x)𝑑𝜇 ≤𝑀

∫︁
R𝑘

𝑓(x)𝑑𝜇 =𝑀 < +∞.

Следовательно, вводить весовое пространство 𝐿𝑘
2,𝑤 имеет смысл в случаях, ко-

гда не гарантируется ограниченность восстанавливаемой функции плотности

вероятности.

В общем случае проекционная оценка плотности вероятности случайного

вектора имеет вид:

𝑓𝑙1,...,𝑙𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

𝑙1∑︁
𝑗1=0

· · ·
𝑙𝑘∑︁

𝑗𝑘=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘),

где 𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘 , 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘 – параметры проекционной оценки, подлежащие настройке.

Для настройки коэффициентов 𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘 по выборке

x𝑖 = (𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

значений исследуемого случайного вектора 𝜉 могут быть применены методы,

рассмотренные в § 2.2. Введём следующие обозначения:

– столбец базисных функций:

𝜓 = (𝜓0,...,0, . . . , 𝜓𝑙1,...,𝑙𝑘)
𝑇 ,

причём

𝜂𝑗1,...,𝑗𝑘(x) = 𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘(x)𝑤(x),

𝜂 = (𝜂0,...,0, . . . , 𝜂𝑙1,...,𝑙𝑘)
𝑇 ;

– столбец коэффициентов Фурье:

𝛼 = (𝛼0,...,0, . . . , 𝛼𝑙1,...,𝑙𝑘)
𝑇 ;

– столбец параметров:

a = (𝑎0,...,0, . . . , 𝑎𝑙1,...,𝑙𝑘)
𝑇 ;

– столбец произведения степеней компонент случайного вектора 𝜉 и весовой

функции:

Ξ =
(︁
𝜉01 . . . 𝜉

0
𝑘𝑤(𝜉1, . . . , 𝜉𝑘), . . . , 𝜉𝑙11 . . . 𝜉

𝑙𝑘
𝑘 𝑤(𝜉1, . . . , 𝜉𝑘)

)︁𝑇
;
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– столбец смешанных взвешенных начальных моментов компонент случай-

ного вектора 𝜉:

𝜈 =𝑀{Ξ} =
⃦⃦⃦
(𝑥𝑗11 . . . 𝑥

𝑗𝑘
𝑘 , 𝑓)𝑤

⃦⃦⃦𝑇
𝑙1,...,𝑙𝑘

;

– столбец выборочных смешанных взвешенных начальных моментов ком-

понент случайного вектора 𝜉:

𝜈 = (𝜈0,...,0, . . . , 𝜈𝑙1,...,𝑙𝑘)
𝑇 ,

где

𝜈𝑗1,...,𝑗𝑘 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑗1𝑖1 . . . 𝑥
𝑗𝑘
𝑖𝑘𝑤(x𝑖);

– матрица скалярных произведений мономов 𝑥𝑗11 . . . 𝑥
𝑗𝑘
𝑘 на базисные функции:

B =

⎛⎜⎜⎝
(𝑥01 . . . 𝑥

0
𝑘, 𝜓0,...,0)𝑤 . . . (𝑥01 . . . 𝑥

0
𝑘, 𝜓𝑙1,...,𝑙𝑘)𝑤

... . . . ...

(𝑥𝑙11 . . . 𝑥
𝑙𝑘
𝑘 , 𝜓0,...,0)𝑤 . . . (𝑥𝑙11 . . . 𝑥

𝑙𝑘
𝑘 , 𝜓𝑙1,...,𝑙𝑘)𝑤

⎞⎟⎟⎠ .

Таким образом, распространяя формулу (2.10) на многомерный случай,

используя введённые обозначения, получим:

a =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜓(x𝑖)𝑤(x𝑖) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜂(x𝑖). (2.33)

Формула (2.11) сохраняет свой вид:

a = B−1𝜈. (2.34)

Столбец коэффициентов a, рассчитанный с помощью формулы (2.33) бу-

дем по аналогии с обозначением в § 2.2 обозначать через a(∞), а рассчитанный

с помощью (2.34) – через a(𝑙1,...,𝑙𝑘). Получаемые оценки плотности вероятности

обозначим через 𝑓 (∞)
𝑙1,...,𝑙𝑘

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) и 𝑓 (𝑙1,...,𝑙𝑘)𝑙1,...,𝑙𝑘
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) соответственно.

На многомерный случай также можно распространить подход к оценива-

нию коэффициентов 𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘 с помощью обобщения метода моментов, рассмот-

ренного в § 2.2, однако из-за громоздкости последнего и незначительного раз-

личия качества восстановления плотности вероятности по сравнению с класси-

ческим методом моментов это не представляется целесообразным.
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Для настройки параметров 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘 построим оценку функционала (1.6),

который в многомерном случае имеет вид:

𝑊
{︁
𝑓𝑙1,...,𝑙𝑘

}︁
=𝑀{a𝑇a} − 2𝛼𝑇𝑀{a}. (2.35)

Если a = a(∞), то

𝑊
{︁
𝑓𝑙1,...,𝑙𝑘

}︁
= 𝑊

{︁
𝑓
(∞)
𝑙1,...,𝑙𝑘

}︁
=

1

𝑛
𝑀{𝜂𝑇 (𝜉)𝜂(𝜉)} − 𝑛+ 1

𝑛
𝛼𝑇𝛼 =

=
1

𝑛
tr Σ {𝜂(𝜉)} −𝛼𝑇𝛼.

Если a = a(𝑙1,...,𝑙𝑘), то

𝑊
{︁
𝑓𝑙1,...,𝑙𝑘

}︁
= 𝑊

{︁
𝑓
(𝑙1,...,𝑙𝑘)
𝑙1,...,𝑙𝑘

}︁
=

=
1

𝑛
trB−1Cov{Ξ}(B−1)𝑇 −

(︀
2𝛼𝑇 − 𝜈𝑇 (B−1)𝑇

)︀
B−1𝜈.

Для настройки параметров 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘 рассматривается несколько подходов.

Во-первых, может быть применён метод, аналогичный методу, рассмотренному

в § 2.3, основанный на построении несмещённых оценок функционала (2.35).

Так, для оценок 𝑓 (∞)
𝑙1,...,𝑙𝑘

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) и 𝑓 (𝑙1,...,𝑙𝑘)𝑙1,...,𝑙𝑘
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) получаем

�̂�𝑙1,...,𝑙𝑘 = �̂�
{︁
𝑓
(∞)
𝑙1,...,𝑙𝑘

}︁
=

2

𝑛− 1
𝑚𝜓𝑇𝜓 − 𝑛+ 1

𝑛− 1
𝑚𝑇
𝜓𝑚𝜓, (2.36)

�̂�𝑙1,...,𝑙𝑘 = �̂�
{︁
𝑓
(𝑙1,...,𝑙𝑘)
𝑙1,...,𝑙𝑘

}︁
= 𝜈𝑇 (B−1)𝑇B−1𝜈 − 2 trB−1Ĝ. (2.37)

Тогда оценки �̂�1, . . . , �̂�𝑘 могут быть найдены путём максимизации соответству-

ющих оценок функционала (2.35) по значениям 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘. Полученные оценки

функции плотности вероятности обозначим через 𝑓1(x) и 𝑓2(x).

Второй подход состоит в уменьшении числа настраиваемых параметров.

Пусть 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑘 = 𝑙. Тогда максимизация значений оценок (2.36) и (2.37)

будет проводиться под одному значению 𝑙. Полученные в этом случае оценки

функции плотности вероятности обозначим через 𝑓3(x) и 𝑓4(x).

Сравнение качества полученных оценок проводилось на следующих зако-

нах распределения:

1) двумерное равномерное распределение в круге:

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =
1

𝜋
, 𝑥21 + 𝑥22 ≤ 1;
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2) трёхмерное равномерное распределение в шаре:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
3

4𝜋
, 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 ≤ 1;

3) двумерное нормальное распределение:

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =
1

2𝜋
𝑒−

𝑥21+𝑥22
2 ;

4) трёхмерное нормальное распределение:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
1

(2𝜋)3/2
𝑒−

𝑥21+𝑥22+𝑥23
2 ;

5) «распределение №5»:

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =
3

(𝑥1 + 3)3
(︀
(𝑥1 + 3)2 − (4𝑥2)

2
)︀
,

|𝑥1| ≤ 1, |𝑥2| ≤ 1, 4|𝑥2| ≤ 𝑥1 + 3.

Результаты численных расчётов значений функционала (2.20) для рас-

сматриваемых оценок и законов распределения представлены в табл. 2.9.

Таблица 2.9. Сравнение качества оценок многомерной плотности
Распред. 𝑄{𝑓1} 𝑄{𝑓2} 𝑄{𝑓3} 𝑄{𝑓4}

1 0.0518± 0.0024 0.0518± 0.0024 0.0403± 0.0015 0.0403± 0.0015

2 0.4713± 0.0020 0.4713± 0.0020 0.0476± 0.0011 0.0476± 0.0011

3 0.00202± 0.00030 0.00263± 0.00035 0.00111± 0.00027 0.00219± 0.00041

4 0.000580± 0.000068 0.000122± 0.000017 0.000288± 0.000072 0.000120± 0.000017

5 0.4638± 0.0043 0.4638± 0.0043 0.4962± 0.0042 0.4962± 0.0042

Как видно из таблицы, подход, при котором 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑘 = 𝑙, не всегда

приводит к улучшению качества аппроксимации. Например, в случае асиммет-

ричного распределения №5 с помощью него были получены существенно худ-

шие результаты. В случае остальных распределений (симметричных) данный

подход улучшает качество аппроксимации.

Выводы

В данной главе решена задача расширения области применимости про-

екционной оценки для плотностей с несуммируемым квадратом. Определено
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гильбертово пространство 𝐿2,𝑤(Ω). Доказано (предл. 2.4), что для любой функ-

ции плотности вероятности 𝑓(x) проекционная оценка сходится к 𝑓(x) в про-

странстве 𝐿2,𝑤(Ω) при подходящем выборе весовой функции 𝑤(x). Рассмотрены

способы построения весовой функции, заданным образом расширяющие «обыч-

ное» гильбертово пространство 𝐿2(Ω).

Также решена задача исследования возможности применения метода мо-

ментов при настройке проекционной оценки. В ходе решения данной задачи

было предложено обобщение метода моментов, которое позволило повысить эф-

фективность проекционной оценки. Предложенный подход распространяется на

многомерный случай.

90



Глава 3. Применение оценок плотности вероятности

В данной главе рассматриваются приложения методов восстановления

функции плотности вероятности при решении прикладных задач: оценивание

функции регрессии, классификация, оценивание количества информации. Про-

изводится сравнение методов, основанных на проекционной оценке, с метода-

ми, основанными на оценке Розенблатта – Парзена, при различных способах

настройки параметров. Сравнение происходит на тестовых задачах при помо-

щи функционалов качества, численные значения которых находятся методом

статистических испытаний.

§ 3.1. Оценивание функции регрессии

Одним из основных приложений алгоритмов восстановления функции

плотности вероятности является задача оценивания функции регрессии. Зада-

ча оценивания функции регрессии относится к классу задач аппроксимации

стохастических зависимостей и возникает при построении непараметрических

моделей статических объектов [88].

Функцией (множественной) регрессии 𝜙 случайной величины 𝑌 на слу-

чайные величины 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 называется условное математическое ожидание:

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =𝑀{𝑌 | 𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑘 = 𝑥𝑘}.

Пусть имеется выборка (x𝑖, 𝑦𝑖) = (𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, независи-

мых наблюдений непрерывного случайного вектора (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘, 𝑌 ), имеющего

неизвестную плотность вероятности 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦). Требуется построить оцен-

ку 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) функции регрессии 𝑌 на 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘.

По определению функции регрессии имеем:

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

∫︁
R
𝑦𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)𝑑𝑦∫︁

R
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)𝑑𝑦

.

Оценку функции регрессии получим, взяв вместо истинной плотности 𝑓
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её непараметрическую оценку 𝑓 :

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

∫︁
R
𝑦𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)𝑑𝑦∫︁

R
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)𝑑𝑦

.

В случае использования проекционной оценки

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦) =

𝑙1∑︁
𝑗1=0

· · ·
𝑙𝑘∑︁

𝑗𝑘=0

𝑙𝑘+1∑︁
𝑗𝑘+1=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1
𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)

получаем следующее выражение для оценки функции регрессии:

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

𝑙1∑︁
𝑗1=0

· · ·
𝑙𝑘∑︁

𝑗𝑘=0

𝑙𝑘+1∑︁
𝑗𝑘+1=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1

∫︁
R
𝑦𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)𝑑𝑦

𝑙1∑︁
𝑗1=0

· · ·
𝑙𝑘∑︁

𝑗𝑘=0

𝑙𝑘+1∑︁
𝑗𝑘+1=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1

∫︁
R
𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)𝑑𝑦

.

При этом если базисные функции 𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1
можно представить в виде

(см. § 2.4)

𝜓𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦) = 𝜙𝑗1(𝑥1) . . . 𝜙𝑗𝑘(𝑥𝑘)𝜙𝑗𝑘+1

(𝑦),

то

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

𝑙1∑︁
𝑗1=0

· · ·
𝑙𝑘∑︁

𝑗𝑘=0

𝑙𝑘+1∑︁
𝑗𝑘+1=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1
𝜙𝑗1(𝑥1) . . . 𝜙𝑗𝑘(𝑥𝑘)

∫︁
R
𝑦𝜙𝑗𝑘+1

(𝑦)𝑑𝑦

𝑙1∑︁
𝑗1=0

· · ·
𝑙𝑘∑︁

𝑗𝑘=0

𝑙𝑘+1∑︁
𝑗𝑘+1=0

𝑎𝑗1,...,𝑗𝑘,𝑗𝑘+1
𝜙𝑗1(𝑥1) . . . 𝜙𝑗𝑘(𝑥𝑘)

∫︁
R
𝜙𝑗𝑘+1

(𝑦)𝑑𝑦

.

Для настройки параметров 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘+1, 𝑎0,...,0, . . . , 𝑎𝑙1,...,𝑎𝑙𝑘+1
могут быть

применены методы, рассмотренные в § 2.4.

В случае использования оценки Розенблатта – Парзена

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘∏︁
𝑗=1

1

ℎ𝑗
𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖𝑗
ℎ𝑗

)︂
1

ℎ𝑘+1
𝐾

(︂
𝑦 − 𝑦𝑖
ℎ𝑘+1

)︂
получаем следующее выражение для оценки функции регрессии:

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖𝑗
ℎ𝑗

)︂∫︁
R
𝑦𝐾

(︂
𝑦 − 𝑦𝑖
ℎ𝑘+1

)︂
𝑑𝑦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖𝑗
ℎ𝑗

)︂∫︁
R
𝐾

(︂
𝑦 − 𝑦𝑖
ℎ𝑘+1

)︂
𝑑𝑦

.
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При этом если ядро 𝐾(·) удовлетворяет условиям

1)
∫︁
R
𝐾(𝑧)𝑑𝑧 = 1,

2)
∫︁
R
𝑧𝐾(𝑧)𝑑𝑧 = 0,

то

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖𝑗
ℎ𝑗

)︂
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐾

(︂
𝑥𝑗 − 𝑥𝑖𝑗
ℎ𝑗

)︂ .

Для настройки параметров размытости ℎ1, . . . , ℎ𝑘 могут быть применены

методы, рассмотренные в главе 1.

В настоящей работе проводится сравнение качества алгоритмов восста-

новления функции регрессии, основанных на проекционной оценке и оценке

Розенблатта – Парзена. Качество восстановления функции регрессии опреде-

лялось при решении следующей задачи. Имеется случайная величина 𝑋, рав-

номерно распределённая на отрезке [−1; 1]. Случайная величина 𝑌 определена

следующим образом:

𝑌 = 𝑋 + 𝜀,

где 𝜀 – центрированная нормально распределённая помеха со среднеквадратич-

ным отклонением 𝜎 = 0.05. Истинная функция регрессии 𝑌 на 𝑋, очевидно,

равна

𝜙(𝑥) = 𝑥.

Дана независимая выборка

(𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)

объёма 𝑛 = 100 случайного вектора (𝑋, 𝑌 ). Требуется построить оценку 𝜙(𝑥)

функции регрессии. Качество восстановления функции регрессии определяется

при помощи функционала

𝑄{𝜙} =𝑀
{︀
‖𝜙− 𝜙‖𝐿1[−1;1]

}︀
, (3.1)

значение которого находится приближённо методом статистических испытаний

(см. § 2.3).
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Для решения данной задачи использовались алгоритмы расчёта парамет-

ров проекционной оценки плотности вероятности, рассмотренные в главе 2, а

также методы настройки параметра размытости оценки Розенблатта – Парзена,

рассмотренные в главе 1.

При построении как проекционной оценки, так и оценки Розенблатта –

Парзена функции плотности вероятности случайного вектора (𝑋, 𝑌 ) считает-

ся известным априори, что его компоненты имеют одинаковую размерность,

носитель не выходит за пределы квадрата [−1; 1]× [−1; 1]:

supp(𝑋, 𝑌 ) ⊆ [−1; 1]× [−1; 1],

а также что

ess sup
𝑥,𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦) < +∞.

Таким образом, мы заключаем, что 𝑓 ∈ 𝐿2
2, и в качестве базиса {𝜓𝑗1,𝑗2}

выбирается система произведений пар многочленов Лежандра:

𝜓𝑗1,𝑗2(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑗1(𝑥)𝜙𝑗2(𝑦), 𝑗1, 𝑗2 = 0, 1, . . .

Так как в этом случае оценка Ченцова и оценка, построенная при помощи

метода моментов, тождественны, то при решении данной задачи в качестве

проекционной оценки используется оценка первого вида как менее затратная

по вычислениям.

Так как для функций системы Лежандра справедливы следующие равен-

ства:

∀𝑗 ̸= 0

∫︁ 1

−1

𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

∀𝑗 ̸= 1

∫︁ 1

−1

𝑥𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

то после соответствующих упрощений получаем следующее выражение для

оценки функции регрессии:

𝜙(𝑥) =

�̂�∑︁
𝑗=0

(︃
𝜙𝑗(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃
�̂�∑︁

𝑗=0

(︃
𝜙𝑗(𝑥)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗(𝑥𝑖)

)︃ .
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Значение �̂� находится путём максимизации выражения (2.36) при условии

𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙:

�̂� = argmax
𝑙
�̂�𝑙,𝑙.

Из сходимости оценки 𝑓(𝑥, 𝑦) функции плотности вероятности в простран-

стве 𝐿2(Ω), вообще говоря, ещё не следует сходимость оценки 𝜙(𝑥) функции ре-

грессии даже в 𝐿1(Ω). В связи с этим в ходе метода статистических испытаний

могут возникать (и возникают) случаи, когда

‖𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥)‖𝐿1[−1;1] = +∞,

обусловленные наличием вертикальных асимптот у функции 𝜙(𝑥). Однако, ис-

пользуя имеющуюся априорную информацию о носителе случайной величины

𝑌 , этого можно избежать следующим образом. Если значение оценки больше 1,

то считаем, что значение оценки равно 1; если значение оценки меньше −1, то

считаем, что оценка равна −1. Таким образом, определяется усечённая оценка

функции регрессии:

𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, 𝜙(𝑥) > 1

𝜙(𝑥), −1 ≤ 𝜙(𝑥) ≤ 1

−1, 𝜙(𝑥) < −1

,

от которой затем находится значение функционала качества (3.1). Оценку

функции регрессии, построенную описанными методом обозначим через 𝜙1(𝑥).

На рис. 3.1 приводится пример построения оценки 𝜙1(𝑥).
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Рис. 3.1. Пример восстановления функции регрессии на основе проекционной оценки функции

совместной плотности вероятности случайных величин 𝑋 и 𝑌 .

При решении задачи восстановления функции регрессии с использовани-

ем оценки Розенблатта – Парзена возьмём параболическое ядро (см. табл. 1.1),

которое является асимптотически оптимальным при объёме выборки 𝑛 → ∞.

Так как из условия считается известным, что случайные величины 𝑋 и 𝑌 име-

ют одинаковую размерность, то параметры размытости ℎ1 и ℎ2 имеют общее

значение: ℎ1 = ℎ2 = ℎ. В этом случае оценка Розенблатта – Парзена совместной

плотности вероятности случайных величин 𝑋 и 𝑌 имеет вид:

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

ℎ2𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑦 − 𝑦𝑖
ℎ

)︂
,

оценка функции регрессии:

𝜙(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂ .

Для настройки параметра размытости ℎ используем два метода: метод

минимизации оценки (1.23) функционала 𝑊{𝑓} и метод максимального прав-
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доподобия. Оценка (1.23) в данном случае имеет вид:

�̂� (ℎ) =
1

ℎ2𝑛2

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑛∑︁
𝑖2=1

𝜏

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝜏

(︂
𝑦 − 𝑦𝑖
ℎ

)︂
−

− 2

ℎ2𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑦 − 𝑦𝑖
ℎ

)︂
,

где

𝜏(𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩
3

160
(32− 40𝑧2 + 20|𝑧|3 − |𝑧|5), 𝑑 ∈ [−2; 2]

0 иначе
. (3.2)

Для численной минимизации �̂� (ℎ) можно использовать различные методы,

причём, как показано в [155], наиболее эффективным по скорости вычислений

является метод Пауэлла. Оценку функции регрессии, основанную на оценке Ро-

зенблатта – Парзена, в которой параметр размытости рассчитывается по фор-

муле (1.24), обозначим через 𝜙2(𝑥).

Пример построения оценки 𝜙2(𝑥) приводится на рис. 3.2.
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Рис. 3.2. Пример восстановления функции регрессии на основе оценки Розенблатта – Парзена с

параметром размытости, рассчитанным по формуле (1.24).

Выражение для логарифма функции правдоподобия в данном случае име-

ет вид:

ln𝐿(ℎ) =
𝑛∑︁

𝑖=1

ln
𝑛∑︁

𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑦𝑖 − 𝑦𝑗
ℎ

)︂
− 𝑛 ln((𝑛− 1)ℎ2). (3.3)

97



При этом область определения функции (3.3) определяется следующим нера-

венством:

ℎ > max
1≤𝑖≤𝑛

min
1≤𝑗≤𝑛
𝑗 ̸=𝑖

max{|𝑥𝑖 − 𝑥𝑗|, |𝑦𝑖 − 𝑦𝑗|}.

Оценку функции регрессии, основанную на оценке Розенблатта – Пар-

зена, в которой параметр размытости рассчитывается методом максимального

правдоподобия, обозначим через 𝜙3(𝑥).

Пример построения оценки 𝜙3(𝑥) приводится на рис. 3.3.
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Рис. 3.3. Пример восстановления функции регрессии на основе оценки Розенблатта – Парзена с

параметром размытости, рассчитанным методом максимального правдоподобия.

Результаты расчёта значений функционала (3.1) для оценок 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥),

𝜙3(𝑥) занесены в табл. 3.1.

Таблица 3.1. Результаты восстановления функции регрессии

Обозначение Оценка плотности Оценка параметров 𝑄{𝐼}
𝜙1 проекционная (1.8),

базис Лежандра

формулы (1.11) и (2.22) 0.1101± 0.0054

𝜙2 Розенблатта – Парзена (1.16),

параболическое ядро

формула (1.24) 0.03896± 0.00074

𝜙3 Розенблатта – Парзена (1.16),

параболическое ядро

формула (1.25) 0.03906± 0.00078

Таким образом, численный расчёт показал, что алгоритмы восстанов-

ления функции регрессии на основе оценки Розенблатта – Парзена успешнее
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справляются с задачей по сравнению с алгоритмами на основе проекционной

оценки. При этом выбор метода настройки параметра размытости оказался

несущественным.

§ 3.2. Классификация

Другим важным приложением алгоритмов восстановления функции плот-

ности вероятности является задача классификации и распознавания образов.

Разработка эффективных систем распознавания объектов различной природы:

зрительных образов, речи, явлений, ситуаций и т.п. – представляет собой задачу

исключительной важности [65]. Методы распознавания в настоящее время ши-

роко применяются в технике, медицине, сельском хозяйстве и других областях

знания. Различные методы классификации и распознавания образов рассмат-

риваются в таких работах как [47, 61, 65, 92, 124].

В данном параграфе рассматривается постановка задачи классификации

с обучением, взятая из [124].

Пусть имеется 𝑁 = 2 класса объектов из пространства Ω ⊆ R𝑘, называе-

мого пространством информативных признаков, и дана обучающая выборка:

x1 = (𝑥11, . . . , 𝑥1𝑘), . . . ,x𝑛 = (𝑥𝑛1, . . . , 𝑥𝑛𝑘),

такая что для каждого объекта x𝑖 известно, какому классу о принадлежит.

Требуется сформулировать решающее правило, по которому каждый элемента

из Ω можно отнести к определённому классу.

Для решения этой задачи в каждом векторе x𝑖 введём дополнительную

переменную 𝑦, равную 1, если x𝑖 принадлежит 1-му классу, и равную −1, если x𝑖

принадлежит 2-му классу. Решающую функцию представляем в виде функции

регрессии случайной величины 𝑌 на случайный вектор (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘):

𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =𝑀{𝑌 | 𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑘 = 𝑥𝑘} =

∫︁
R
𝑦𝑓𝑌 |𝑋(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)𝑑𝑦,

где 𝑓𝑌 |𝑋(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦) – условная плотность вероятности случайной величины 𝑌

при условии (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Оценку решающей функции получим,

заменив в последнем выражении функцию 𝑓𝑌 |𝑋 её непараметрической оценкой
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𝑓𝑌 |𝑋 , построенной по выборке

(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 :

𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

∫︁
R
𝑦𝑓𝑌 |𝑋(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦)𝑑𝑦.

Таким образом, задача классификации сводится к задаче оценивания

функции регрессии. Решающее правило при этом имеет вид:

1) если 𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) > 0, то объект (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) относим к 1-му классу;

2) если 𝜂(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) < 0, то объект (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) относим ко 2-му классу.

Качество решения задачи классификации определим следующим образом.

Пусть

𝑆1 = {x ∈ R𝑘 | 𝜂(x) > 0} и 𝑆2 = {x ∈ R𝑘 | 𝜂(x) < 0}

есть области принятия решения о включении объекта x в 1-й и 2-й класс соот-

ветственно при истинной решающей функции 𝜂(x), и

𝑆1 = {x ∈ R𝑘 | 𝜂(x) > 0} и 𝑆2 = {x ∈ R𝑘 | 𝜂(x) < 0}

есть соответствующие области при полученной оценке решающей функции

𝜂(x). Тогда критерий качества определим в виде функционала

𝑄{𝜂} =𝑀{𝜇(𝑆1 ∩ 𝑆1) + 𝜇(𝑆2 ∩ 𝑆2)}.

Очевидно, чем больше значение 𝑄, тем точнее решение задачи классифи-

кации.

Задача классификация в общем случае при числе классов 𝑁 > 2 несколь-

ко усложняется. Предполагается, что сами классы не отличаются один от дру-

гого, т.е. задача не изменяется при переименовании классов. Из этого следует,

что если классы соотнести с точками некоторого метрического пространства

(по аналогии с точками 𝑦 = 1, 𝑦 = −1 в случае 𝑁 = 2), то расстояния между

любыми двумя классами должны быть одинаковыми. Этого можно добиться,

взяв арифметическое пространство размерности 𝑁 − 1, а в качестве 𝑁 точек

– вершины правильного (𝑁 − 1)-мерного симплекса. Пусть 𝐴1(𝑎11, . . . , 𝑎1,𝑁−1),

100



. . . , 𝐴𝑁(𝑎𝑁1, . . . , 𝑎𝑁,𝑁−1) – выбранные точки, соответствующие 𝑁 классам. По

обучающей выборке

(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘, 𝑦𝑖1, . . . , 𝑦𝑖𝑘), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

где (𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘) ∈ Ω, (𝑦𝑖1, . . . , 𝑦𝑖𝑘) ∈ {𝐴1, ..., 𝐴𝑁}, построим решающую

функцию в виде оценки функции регрессии вектора (𝑌1, . . . , 𝑌𝑁−1) на вектор

𝑋1 . . . 𝑋𝑘:

𝜂(𝑥1, . . . 𝑥𝑘) =

∫︁
· · ·
∫︁

R𝑁−1

(𝑦1, . . . , 𝑦𝑁−1)𝑓𝑌 |𝑋(𝑥1, . . . 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑁−1)𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑁−1.

В этом случае значением решающей функции является (𝑁 − 1)-мерный

вектор. Решающее правило при этом формулируется следующим образом: счи-

тается, что объект x = (𝑥1, . . . 𝑥𝑘) принадлежит классу 𝑗 тогда и только то-

гда, когда расстояние ‖𝜂(x)−𝐴𝑗‖ является наименьшим среди всех расстояний

‖𝜂(x)− 𝐴𝑖‖:

‖𝜂(x)− 𝐴𝑗‖ = min
1≤𝑖≤𝑁

‖𝜂(x)− 𝐴𝑖‖, 𝑗 = 1, . . . 𝑁. (3.4)

Равенства (3.4) определяют 𝑁 областей 𝑆1, . . . , 𝑆𝑁 , дающих в объеди-

нении множество Ω, причём если 𝑖 ̸= 𝑗, то 𝜇(𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗) = 0. Через 𝑆1, . . . , 𝑆𝑁

обозначим соответствующие области при истинной решающей функции. Бли-

зость набора классов 𝑆 = (𝑆1, . . . , 𝑆𝑁), оценённых по обучающей выборке, к

набору 𝑆 = 𝑆1 . . . , 𝑆𝑁 определим следующим образом:

𝜌(𝑆, 𝑆) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜇(𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑖).

Тогда критерий качества решения задачи определим как среднюю бли-

зость классов, получаемых в результате оценивания, к истинным классам:

𝑄{𝜂} =𝑀
{︁
𝜌(𝑆, 𝑆)

}︁
. (3.5)

Качество классификации рассчитывалось при решении следующей тесто-

вой задачи. В пространстве Ω = [−1; 1] × [−1; 1] информативных признаков

имеется 𝑁 = 2 класса объектов. Объекты первого класса генерируются при

помощи двумерного нормального распределения с параметрами
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𝜇1 = 1/2, 𝜇2 = −1/2, 𝜎1 = 𝜎2 = 1/2, 𝑟 = 0,

усечённого на квадрат [−1; 1] × [−1; 1], объекты второго класса – при помощи

аналогичного распределения с параметрами

𝜇1 = −1/2, 𝜇2 = 1/2, 𝜎1 = 𝜎2 = 1/2, 𝑟 = 0.

Каждое из двух распределений выбирается равновероятно. На рис. 3.4 пред-

ставлена случайная выборка объёма 𝑛 = 50 объектов 1-го и 2-го классов. Пунк-

тиром показана прямая, разделяющая области 𝑆1 и 𝑆2. В данном случае она

имеет уравнение 𝑥2 = 𝑥1.
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Рис. 3.4. Пример исходных данных для задачи классификации.

Для решения данной задачи построим обучающую выборку

(𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, . . . 𝑛,

где 𝑦𝑖 принимает значения 1 или −1 в зависимости от того, 1-му или 2-му классу

принадлежит объект x𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2). По этой обучающей выборке построим ре-

шающую функцию в виде оценки функции регрессии случайной величины 𝑌 на

случайный вектор (𝑋1, 𝑋2). Для построения оценки функции регрессии исполь-

зуем проекционную оценку и оценку Розенблатта – Парзена функции плотности

вероятности случайного вектора (𝑋1, 𝑋2, 𝑌 ). Априори считаем известным, что

1) supp(𝑋1, 𝑋2) ⊆ [−1; 1]× [−1; 1];

2) величины 𝑋1 и 𝑋2 имеют одинаковую размерность,

3) supp𝑌 = {−1, 1};
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4) ess sup
𝑥1,𝑥2

𝑓(𝑥1, 𝑥2) < +∞.

При использовании проекционной оценки с базисом Лежандра {𝜙𝑗} ре-

шающая функция имеет вид (после упрощений):

𝜂(𝑥1, 𝑥2) =

𝑙∑︁
𝑗1=0

𝑙∑︁
𝑗2=0

(︃
𝜙𝑗1(𝑥1)𝜙𝑗2(𝑥2)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝜙𝑗1(𝑥𝑖1)𝜙𝑗2(𝑥𝑖2)

)︃
𝑙∑︁

𝑗1=0

𝑙∑︁
𝑗2=0

(︃
𝜙𝑗1(𝑥1)𝜙𝑗2(𝑥2)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜙𝑗1(𝑥𝑖1)𝜙𝑗2(𝑥𝑖2)

)︃ .

Длина ряда 𝑙 оценивается путём минимизации оценки функционала

𝑊{𝑓}, где 𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) – проекционная оценка плотности вероятности случай-

ного вектора (𝑋1, 𝑋2), построенная по выборке (𝑥11, 𝑥12), . . . , (𝑥𝑛1, 𝑥𝑛2). Полу-

ченную таким образом оценку решающей функции обозначим через 𝜂1. Пример

решения задачи классификации в этом случае приведён на рис. 3.5.
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Рис. 3.5. Пример решения задачи

классификации с использованием проекционной оценки.

При использовании оценки Розенблатта – Парзена решающая функция

имеет вид:

𝜂(𝑥1, 𝑥2) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝐾

(︂
𝑥1 − 𝑥𝑖1

ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑥2 − 𝑥𝑖2

ℎ

)︂
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐾

(︂
𝑥1 − 𝑥𝑖1

ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑥2 − 𝑥𝑖2

ℎ

)︂ ,

где 𝐾 – параболическое ядро, параметр размытости ℎ настраивается методом

минимизации оценки (1.23), либо методом максимального правдоподобия по

выборке (𝑥11, 𝑥12), . . . , (𝑥𝑛1, 𝑥𝑛2).
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Оценка (1.23) в данном случае имеет вид:

�̂� (ℎ) =
1

ℎ3𝑛2

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑛∑︁
𝑖2=1

𝜏

(︂
𝑥𝑖1,1 − 𝑥𝑖2,1

ℎ

)︂
𝜏

(︂
𝑥𝑖1,2 − 𝑥𝑖2,2

ℎ

)︂
−

− 2

ℎ3𝑛(𝑛− 1)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐾

(︂
𝑥𝑖1,1 − 𝑥𝑖2,1

ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑥𝑖1,2 − 𝑥𝑖2,2

ℎ

)︂
, (3.6)

где 𝜏(𝑧) определяется по формуле (3.2). Для нахождения значения ℎ, мини-

мизирующего оценку �̂� (ℎ), используется метод золотого сечения. Полученную

таким образом оценку решающей функции обозначим через 𝜂2. Пример реше-

ния задачи классификации в этом случае приведён на рис. 3.6.
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Рис. 3.6. Пример решения задачи классификации с использованием Розенблатта – Парзена, в

которой ℎ̂ = argmin
ℎ

�̂� (ℎ).

Логарифм функции правдоподобия (1.26) в данном случае имеет вид:

ln𝐿(ℎ) =

=
𝑛∑︁

𝑖1=1

ln
𝑛∑︁

𝑖2=1
𝑖2 ̸=𝑖1

𝐾

(︂
𝑥𝑖1,1 − 𝑥𝑖2,1

ℎ

)︂
𝐾

(︂
𝑥𝑖1,2 − 𝑥𝑖2,2

ℎ

)︂
− 𝑛 ln((𝑛− 1)ℎ2). (3.7)

Для нахождения значения ℎ, минимизирующего (3.7), также используется

метод золотого сечения. Полученную таким образом оценку решающей функ-

ции обозначим через 𝜂3. Пример решения задачи классификации в этом случае

приведён на рис. 3.7.
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Рис. 3.7. Пример решения задачи классификации с использованием Розенблатта – Парзена, в

которой ℎ̂ = argmin
ℎ

ln𝐿(ℎ).

Результаты расчёта значений функционала (3.5) для оценок 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3 ме-

тодом статистических испытаний занесены в табл. 3.2.

Таблица 3.2. Результаты решения задачи классификации

Обозначение Оценка плотности Оценка параметров 𝑄{𝐼}
𝜂1 проекционная (1.8),

базис Лежандра

формулы (1.11) и (2.22) 3.55± 0.04

𝜂2 Розенблатта – Парзена (1.16),

параболическое ядро

формула (1.24) 3.56± 0.02

𝜂3 Розенблатта – Парзена (1.16),

параболическое ядро

формула (1.25) 3.51± 0.02

Результаты расчётов позволяют сделать вывод о том, что небольшое улуч-

шение в качестве решения задачи классификации достигается при использова-

нии оценки Розенблатта – Парзена, в которой параметр размытости настраи-

вается методом минимизации оценки функционала качества.

§ 3.3. Оценивание количества информации

Рассмотрим задачу оценивания количества информации, содержащейся

в непрерывном случайном векторе X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘1) о случайном векторе

Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑘2). Данная задача рассматривается в [124], и является актуаль-

ной в теории управления и в теории сигналов. Фундаментальные результаты

по непараметрическому оцениванию функционалов от плотностей с использо-

ванием ядерных оценок содержатся в монографии [72].
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Пусть имеется две случайные величины 𝑋 и 𝑌 , такие что случайный век-

тор (𝑋, 𝑌 ) имеет плотность 𝑓(𝑥, 𝑦). Маргинальные функции плотности вероят-

ности случайных величин 𝑋 и 𝑌 обозначим через 𝑓𝑋(𝑥) и 𝑓𝑌 (𝑦) соответственно.

Дифференциальной энтропией случайной величины называется число,

противоположное математическому ожиданию от логарифма функции плот-

ности вероятности этой случайной величины:

𝐻{𝑋} = −𝑀{ln 𝑓𝑋(𝑋)} = −
∫︁
R
𝑓𝑋(𝑥) ln 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥;

𝐻{𝑌 } = −𝑀{ln 𝑓𝑌 (𝑌 )} = −
∫︁
R
𝑓𝑌 (𝑥) ln 𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦.

Аналогично, совместная энтропия случайных величин 𝑋 и 𝑌 определяется как

энтропия случайного вектора (𝑋, 𝑌 ):

𝐻{𝑋, 𝑌 } = −𝑀{ln 𝑓(𝑋, 𝑌 )} = −
∫︁∫︁

R2
𝑓(𝑥, 𝑦) ln 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Условной энтропией случайной величины 𝑌 при условии 𝑋 = 𝑥 называ-

ется следующий функционал:

𝐻{𝑌 | 𝑋 = 𝑥} = −
∫︁
R
𝑓𝑌 |𝑋(𝑥, 𝑦) ln 𝑓𝑌 |𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦,

где 𝑓𝑌 |𝑋(𝑥, 𝑦) – условная плотность случайной величины 𝑌 :

𝑓𝑌 |𝑋(𝑥, 𝑦) =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
.

Условная энтропия представляет собой функцию одной переменной 𝑥.

Рассмотрим случайную величину 𝜉, подчинённую тому же закону распределе-

ния, что и случайная величина 𝑋. Тогда выражение 𝐻{𝑌 | 𝑋 = 𝜉} определяет

некоторую случайную величину, математическое ожидание которой называется

средней условной энтропией случайной величины 𝑌 относительно 𝑋:

𝐻{𝑌 | 𝑋} =𝑀{𝐻{𝑌 | 𝑋 = 𝜉}}.

Как известно, средняя условная энтропия выражается через безусловную:

𝐻{𝑌 | 𝑋} =

∫︁
R
𝐻{𝑌 | 𝑋 = 𝑥}𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 =

= −
∫︁∫︁

R2

ln 𝑓𝑌 |𝑋(𝑥, 𝑦)𝑓𝑌 |𝑋(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∫︁∫︁

R2

ln
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= −
∫︁∫︁

R2

ln 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁∫︁
R2

ln 𝑓𝑋(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.
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Таким образом,

𝐻{𝑌 | 𝑋} = 𝐻{𝑋, 𝑌 } −𝐻{𝑋}. (3.8)

Количеством информации, содержащейся в случайной величине 𝑋 о слу-

чайной величине 𝑌 , называется разность между безусловной энтропией случай-

ной величины 𝑌 и её условной энтропией относительно случайной величины 𝑋:

𝐼{𝑌 | 𝑋} = 𝐻{𝑌 } −𝐻{𝑌 | 𝑋}.

Или, с учётом (3.8),

𝐼{𝑌 | 𝑋} = 𝐻{𝑋}+𝐻{𝑌 } −𝐻{𝑋, 𝑌 }.

Очевидно, количество информации 𝐼{𝑌 | 𝑋} совпадает с количеством инфор-

мации 𝐼{𝑋 | 𝑌 }.
Если X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘1) и Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑘2) – непрерывные случайные

векторы, такие что случайный вектор

(X,Y) = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘1, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑘2),

составленный из них, имеет плотность

𝑓(x,y) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘1, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘2),

то получаем аналогично:

𝐻{X} = −𝑀{ln 𝑓X(X)}; 𝐻{Y} = −𝑀{ln 𝑓Y(Y)};

𝐻{Y | X} = 𝐻{X,Y} −𝐻{X};

𝐼{Y | X} = 𝐻{X}+𝐻{Y} −𝐻{X,Y}.

Задача оценивания количества информации возникает, например, в тео-

рии связи при определении эффективности работы системы связи [113].

Пусть имеется независимая выборка (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, значений непре-

рывного случайного вектора (𝑋, 𝑌 ). Требуется оценить количество информа-

ции 𝐼{𝑌 | 𝑋}.
Оценку энтропии �̂�{𝑋} будем искать в виде [124]

�̂�{𝑋} = −�̂�{ln 𝑓𝑋(𝑥)} = −1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

ln 𝑓𝑖(𝑥𝑖),
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где 𝑓𝑖(𝑥) – оценка функции плотности вероятности, построенная по всей выбор-

ке 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, за исключением точки 𝑥𝑖.

Оценку количества информации соответственно:

𝐼{𝑌 | 𝑋} = �̂�{𝑋}+ �̂�{𝑌 } − �̂�{𝑋, 𝑌 }. (3.9)

Качество оценивания количества информации можно определить как

среднее отклонение от истинного количества информации:

𝑄{𝐼} =𝑀{|𝐼 − 𝐼|}. (3.10)

В качестве тестового закона совместного распределения случайных ве-

личин был взят двумерный нормальный закон с параметрами 𝜇1 = 𝜇2 = 0,

𝜎1 = 𝜎2 = 1 и произвольным коэффициентом корреляции 𝑟. Маргинальные и

совместная энтропии компонент 𝑋 и 𝑌 в этом случае:

𝐻{𝑋} = 𝐻{𝑌 } =
1

2
(1 + ln 2𝜋);

𝐻{𝑋, 𝑌 } = 1 + ln 2𝜋 + ln
√︀

1− 𝑟2.

Следовательно, количество информации

𝐼{𝑌 | 𝑋} = 𝐼{𝑋 | 𝑌 } = − ln
√︀
1− 𝑟2.

Оценку количества информации 𝐼{𝑌 | 𝑋} будем искать в виде (3.9), где

в качестве оценки совместной плотности 𝑓(𝑥, 𝑦) берётся проекционная оценка

или оценка Розенблатта – Парзена. В зависимости от метода настройки пара-

метров выбранных оценок плотности вводится четыре вида оценок количества

информации (см. табл. 3.3).

Для каждой из этих оценок рассчитывалось значение функционала каче-
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ства (3.10). Результаты приведены в табл. 3.3.

Таблица 3.3. Результаты оценивания количества информации

Обозначение Оценка плотности Оценка параметров 𝑄{𝐼}
𝐼1 проекционная (1.8),

базис Эрмита

формулы (1.11) и (2.22) 0.143± 0.01

𝐼2 проекционная (1.8),

базис Эрмита

формулы (2.11) и (2.26) 0.135± 0.01

𝐼3 Розенблатта – Парзена (1.16),

ядро Гаусса

формула (1.24) 0.10± 0.01

𝐼4 Розенблатта – Парзена (1.16),

ядро Гаусса

формула (1.25) 0.093± 0.003

Как показали расчёты, наилучшая точность при оценивании количества

информации достигается при использовании оценки Розенблатта – Парзена

(1.16), в которой параметр размытости ℎ настраивается с помощью максимиза-

ции функции правдоподобия (1.25).

Выводы

В данной главе решена задача сравнения предложенных методов настрой-

ки проекционной оценки с имеющимися, а также с другими видами непарамет-

рических оценок при решении прикладных задач. В ходе исследования было

установлено, что оценка Розенблатта – Парзена является более предпочтитель-

ной при решении рассмотренных тестовых задач. Вместе с тем, при настройке

проекционной оценки предложенный метод оказался более предпочтительным

по сравнению с традиционным.
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Заключение

В ходе выполнения диссертационной работы были получены следующие

результаты:

– показано, что весовое гильбертово пространство 𝐿2,𝑤(Ω) может быть

использовано для построения проекционной оценки любой функции плотности

вероятности (предл. 2.4);

– найден критерий на весовую функцию 𝑤(x) для расширения простран-

ства 𝐿2(Ω) до пространства 𝐿2,𝑤(Ω), которое содержит более широкое множе-

ство функций плотности вероятности (теорема 2.4);

– предложен способ построения весовой функции 𝑤(x), при котором со-

ответствующее расширение 𝐿2,𝑤(Ω) пространства 𝐿2,𝑤 содержит оцениваемую

функцию плотности вероятности 𝑓(x) (формула (2.9));

– предложен новый метод настройки коэффициентов проекционной оцен-

ки функции плотности вероятности случайного вектора, являющийся обобще-

нием метода моментов (формула (2.13));

– доказано, что при определённых условиях частным случаем предло-

женного обобщения является традиционный метод оценивания коэффициентов

(теорема 2.5);

– предложен новый метод оценивания длины ряда проекционной оценки, в

которой коэффициенты настраиваются методом моментов или его обобщением

(формула (2.25));

– экспериментально установлено, что на малых выборках обобщение ме-

тода моментов позволяет повысить эффективность проекционной оценки (табл.

2.5, 2.8);

– экспериментально установлено, что для прикладных задач (восстановле-

ние функции регрессии, классификация, оценка количества информации) более

предпочтительной является оценка Розенблатта – Парзена.

Также было экспериментально установлено, что условиях малых выбо-

рок метод моментов является более предпочтительным при настройке проек-

ционной оценки. В тех случаях, когда нет возможности использовать ядерные

оценки (например, ограниченные вычислительные ресурсы), целесообразно ис-
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пользовать проекционную оценку, так как она не содержит всю исследуемую

выборку и допускает лаконичное математическое выражение. При этом для

настройки длины ряда 𝑙 рекомендуется использовать предложенный подход.

Используемый метод сравнения алгоритмов восстановления плотности ве-

роятности и полученные численные результаты могут быть также использова-

ны при сравнении эффективности любых непараметрических оценок функции

плотности вероятности.
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