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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. Повышение точности решения навига-

ционной задачи является одним из приоритетных направлений развития 

глобальных навигационных спутниковых систем (ГНСС). В постобработке для 

точного решения задачи навигации используются кодовые и фазовые измерения 

навигационного приемника (НП). Одной из известных проблем использования 

фазовых измерений является фазовая неоднозначность [1, 2], для нахождения ко-

торой существует множество подходов. В фазовых измерениях НП встречаются 

«скачки» (проскоки счета циклов) различного характера, которые затрудняют ре-

шение задачи определения фазовой неоднозначности. В настоящее время на 

рынке появилось множество недорогих (в англоязычной литературе «low-cost») 

одночастотных НП, в которых доступны фазовые измерения, но применение наи-

более распространенных алгоритмов поиска скачков в фазовых измерениях не 

применимо из-за отсутствия измерений на второй частоте.  

Основной вклад в измерения вносит геометрическая дальность между НП и 

навигационным спутником (НС), изменение которой обусловлено движением НС 

по его орбите и вращением Земли [1, 2]. Для решения задач на этапе постобработ-

ки измерительной информации используются уточненные орбиты НС, 

полученные в результате решения задач эфемеридно-временного обеспечения 

(ЭВО) в виде SP3-данных. Диссертационная работа посвящена разработке мето-

дов поиска аномалий, интерполяции и экстраполяции орбит НС по SP3-данным 

(информации об эфемеридах НС)[3] и исследованию методов обнаружения скач-

ков в фазовых измерениях одночастотного НП. 

Актуальность данного исследования определяется недостаточной проработ-

кой в известной литературе способов обнаружения малых (порядка одного цикла) 

скачков в фазовых измерениях одночастотных НП без привлечения дополнитель-

ной информации. Необходимость разработки новых алгоритмов поиска аномалий 

в SP3-данных без привлечения дополнительной информации и определения кине-
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матических параметров движения НС по ограниченному набору данных опреде-

ляется отсутствием в известной литературе таких методов. 

Способы поиска аномалий и определения кинематических параметров дви-

жения НС, с одной стороны, имеют самостоятельный интерес, с другой стороны, 

существенно развивают аппарат для решения задач обнаружения малых скачков в 

фазовых измерениях. 

 

Степень разработанности темы исследования. Решением задач ЭВО за-

нимаются ведущие мировые центры: международная служба ГНСС (IGS) [4]; 

информационно-аналитический центр координатно-временного и навигационного 

обеспечения (ИАЦ КВНО) ЦНИИмаш. ГЛОНАСС [5]; Center for Orbit Determina-

tion in Europe (CODE) [6]; European Space Agency (ESA) [7] и другие. Такие 

центры выдают решение задач ЭВО в виде табулированных данных. Анализу и 

методам использования данных аналитических центров посвящено множество ра-

бот как зарубежных авторов, таких как O. Montenbruck, M. Schenewerk, J. Griffiths, 

J. R. Ray, так и российских: А.К. Гречкосеев, А.В. Забокрицкий, В.В. Митрикас, 

В.В. Пасынков, С.Л. Пасынок. 

Для определения кинематических параметров движения НС по SP3-данным 

в известных работах [8–19] предлагается использовать полиномиальную или три-

гонометрическую интерполяцию. Кинематические параметры движения НС 

определяются этими методами по 9-12 SP3-точкам, при уменьшении числа SP3-

точек ошибка определения параметров увеличивается в разы. 

Классификации и способам обнаружения скачков в фазовых измерениях по-

священо множество работ, в частности, таких авторов, как К.М. Антонович, А.И. 

Перов, Л. Рапопорт, А.С. Толстиков, В.Н. Харисов, G. Blewitt, P.J.G. Teunissen и 

др. В большинстве случаев задачу поиска скачков в фазовых измерениях решают 

по набору кодовых и фазовых измерений на двух частотах, используя комбина-

цию Мельбурна–Вуббена [2, 20, 21]. Для одночастотных приемников задача 

обнаружения скачков в фазовых измерениях [22] решается либо с использованием 

доплеровских измерений [23], нескольких НС [24], временными разностями вы-
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соких порядков [25] (при этом детектируются лишь большие скачки), либо в ре-

жимах относительного позиционирования [26, 27]. 

В известных работах не рассмотрены такие вопросы, как: 

– использование полиномиальных аппроксимаций высоких степеней для 

поиска и определения типа аномалий в орбитах НС; 

– использование адаптивных базисов для интерполяции и экстраполяции 

орбит НС; 

– использование адаптивных и полиномиальных базисов для обнаружения 

скачков в фазовых измерениях одночастотного НП. 

Существующие методы поиска аномалий в SP3-данных и обнаружения раз-

рывов в фазовых измерениях требуют наличия большого объема дополнительной 

информации. Методы интерполяции требуют не менее 9 SP3-точек, а при мень-

шем количестве имеют большую погрешность. Таким образом, существует 

актуальность  разработки алгоритмов, которые с высокой точностью решают за-

дачи поиска аномалий, интерполяции и экстраполяции орбит по SP3-данным, а 

также обнаружения скачков в фазовых измерениях в условиях ограниченных ис-

ходных данных. 

 

Целью работы является повышение точности решения задач обработки из-

мерительной и эфемеридной информации ГНСС за счет использования 

полиномиальных и адаптивных аппроксимаций. 

Для достижения поставленной цели решаются следующие задачи: 

1. Анализ существующих методов оценки качества и обнаружения ано-

малий в таблицах высокоточных эфемерид. 

2. Разработка методики оценки качества и обнаружения аномалий в таб-

лицах высокоточных эфемерид. 

3. Оценка качества и обнаружение аномалий в таблицах высокоточных 

эфемерид, рассчитанных аналитическими центрами из сети IGS. 
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4. Анализ существующих методов интерполяции и экстраполяции кине-

матических параметров движения НС по таблицам высокоточных 

эфемерид. 

5. Разработка новых алгоритмов интерполяции (экстраполяции) кинема-

тических параметров движения НС по таблицам высокоточных 

эфемерид. 

6. Анализ существующих алгоритмов поиска скачков в фазовых измере-

ниях одночастотных НП. 

7. Разработка новых алгоритмов поиска скачков фазовых измерений для 

одночастотных НП. 

8. Апробация разработанных алгоритмов на модельных и реальных из-

мерениях. 

 

Объектом исследования являются кодовые и фазовые измерения НП, а 

также высокоточные эфемериды НС, представленные в виде SP3-данных анали-

тических центров ГНСС. 

 

Предметом исследования являются полиномиальные и адаптивные аппрок-

симации для оценки качества и обнаружения аномалий в таблицах высокоточных 

эфемерид НС, интерполяции и экстраполяции кинематических параметров дви-

жения НС и поиска скачков в фазовых измерениях одночастотных НП. 

 

Научная новизна полученных в диссертации результатов состоит в том, 

что впервые показаны: 

1. Возможность определения типа аномалии по невязкам полиномиальной ап-

проксимации; 

2. Возможность линейной интерполяции орбиты навигационного спутника по 

6 значениям SP3-данных с шагом 15 минут с миллиметровой точностью; 
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3. Возможность интерполяции орбиты НС по двум SP3-точкам путем приме-

нения нелинейной интерполяции с учетом информации о векторе лунно-

солнечных ускорений с миллиметровой точностью; 

4. Возможность обнаружения скачков в одночастотных фазовых измерениях 

без использования дополнительной информации; 

5. Возможность использования адаптивной фильтрации для исключения мед-

ленно меняющегося тренда в фазовых измерениях.  

 

Теоретическая значимость работы: 

1. Усовершенствована методика применения аппроксимации полиномами вы-

соких степеней к таблицам эфемерид с целью обнаружения аномалий в 

данных; 

2. Разработаны алгоритмы вычисления свободных коэффициентов интерполя-

ции (экстраполяции) орбиты по таблицам эфемерид – как по одной 

координате, так и по совокупности координат (X, Y, Z) линейным и нели-

нейным методами; 

3. Разработана методика построения полиномиального и адаптивного фильтра, 

исключающего медленно меняющийся тренд в измерениях НП; 

4. Модифицированы алгоритмы оценки кусочно-постоянной функции для 

применения их к фазовым измерениям НП. 

 

Практическая значимость работы: 

1. Разработанные теоретические и практические материалы могут быть ис-

пользованы в учебных целях; 

2. Проведен анализ аномалий в данных аналитических центров для навигаци-

онных спутников ГЛОНАСС и GPS за 2010–2018 годы, приведена 

статистика аномалий и возможность обнаружения аномалий в предвари-

тельной обработке данных об орбитах с использованием аппроксимации 

полиномами высоких степеней; 
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3. Разработанные алгоритмы свободной интерполяции, реализованные в виде 

программ на языке программирования Julia, позволяют выполнять высоко-

точное определение кинематических параметров движения НС по таблицам 

эфемерид; 

4. Разработанные программы по оценке SP3-данных позволяют обнаруживать 

малые (несколько миллиметров) аномалии в орбитах НС, что применено для 

предварительной обработки данных в задачах ГНСС; 

5. Разработанные алгоритмы поиска скачков в фазовых измерениях на основе 

полиномиальных и адаптивных фильтров, реализованные на языке про-

граммирования Julia, могут быть использованы во вторичной обработке 

одночастотных фазовых измерений. 

 

Методология и методы исследования. Применены методы математиче-

ской статистики, математического моделирования и машинного обучения. 

 

Положения, выносимые на защиту: 

1. Аппроксимация SP3-данных полиномами высоких степеней позволяет об-

наруживать аномалии величиной более 5 миллиметров и определять их тип; 

2. Нелинейная свободная интерполяция позволяет по двум SP3-точкам опре-

делять кинематические параметры движения навигационных спутников со 

среднеквадратическим отклонением в несколько миллиметров; 

3. Линейная фильтрация медленно меняющегося тренда позволяет обнаружи-

вать скачки величиной от 1 фазового цикла в фазовых измерениях 

одночастотного навигационного приемника с высокостабильными опорны-

ми генераторами без использования дополнительной информации; 

4. Алгоритм CFATV-LP позволяет обнаруживать скачки величиной от 1 фазо-

вого цикла в фазовых измерениях одночастотного навигационного 

приемника с низкостабильным опорным генератором по разности кодовых 

и фазовых измерений с вероятностью 80 % правильного обнаружения по-



9 

ложений скачков при отношении величины скачка к СКО шума измерений, 

равном 1. 

 

Достоверность полученных результатов обеспечивается правильным 

применением математического аппарата. Эффективность предложенных решений 

подтверждена результатами сравнения с существующими методами. Устойчи-

вость решения подтверждена экспериментально. 

 

Апробация работы. Материалы работы докладывались на шести научных 

конференциях: XIII Международная IEEE-Сибирская конференция по управле-

нию и связи SIBCON, 29–30 июня 2017 г. в г. Астана, Казахстан; IV 

Всероссийская научно-техническая конференция «Системы связи и радионавига-

ции», 12–13 октября 2017 г., г. Красноярск; XXI Всероссийская научно-

техническая конференция с международным участием, посвященная 123-й го-

довщине Дня радио «Современные проблемы радиоэлектроники», 3–4 мая 2018 г., 

г. Красноярск; V Всероссийская научно-техническая конференция «Системы свя-

зи и радионавигации», 25–26 октября 2018 г., г. Красноярск; VI Всероссийская 

научно-техническая конференция «СИСТЕМЫ СВЯЗИ И РАДИОНАВИГАЦИИ», 

посвященная 100-летию образования Войск связи Вооруженных сил РФ, 28–29 

ноября 2019 г., г. Красноярск; XXIV Международная научно-практическая конфе-

ренция, посвященная памяти генерального конструктора ракетно-космических 

систем академика Михаила Федоровича Решетнева «РЕШЕТНЕВСКИЕ 

ЧТЕНИЯ», 10–13 ноября 2020 г., г. Красноярск. 

 

Внедрение результатов исследования. Результаты диссертации использу-

ются при выполнении ОКР и НИОКР с участием автора в СФУ по заказу АО 

«ИСС», что подтверждается соответствующими актами. 

 

Публикации. По результатам работы опубликовано: четыре статьи в жур-

налах из перечня ВАК [28–31], пять тезисов в сборниках трудов конференций 
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[32–36], два свидетельства о государственной регистрации программы для ЭВМ 

[37–38]. 

 

Личный вклад автора. Экспериментальная часть работы была выполнена 

автором лично. Теоретическая часть была выполнена совместно с научным руко-

водителем Царевым С.П. 

 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, трех 

глав, заключения, списка литературы и двух приложений. Основная часть работы 

изложена на 147 страницах, содержит 28 таблиц, 66 рисунков и список литерату-

ры из 93 наименований. 

 

Краткое содержание работы. 

В первой главе диссертационного исследования разрабатываются полино-

миальные методы аппроксимации орбит НС. В качестве данных для исследования 

полиномиальных методов выступают орбиты НС, которые, с одной стороны, 

имеют важность в задачах постобработки ГНСС, с другой стороны, непосредст-

венно связаны с геометрической дальностью между НП и НС, которая в свою 

очередь входит в состав фазовых измерений НП. Разработанная в рамках главы 

методика позволяет обнаруживать аномалии в орбитах НС более 5 мм, а также 

определять их тип. Исследованные в данной главе полиномиальные методы ис-

пользуются для построения линейного фильтра медленноменяющегося тренда 

измерений в третьей главе. 

В разделе 1.1 дается описание формата SP3, который используется IGS для 

передачи информации об орбитах НС. 

В разделе 1.2 представлена методика обработки SP3-данных с целью выяв-

ления аномалий. 

В разделе 1.3 показаны результаты применения предложенной методики к 

данным четырех аналитических центров (ИАЦ КВНО, IGS, ESA, CODE) на ин-

тервале с 1 января 2010 по 31 декабря 2018 года.  
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В разделе 1.4 приводятся основные выводы по данной главе. Представлен-

ная методика поиска аномалий в орбитах НС позволяет обнаруживать аномалии 

величиной более 5 мм, а также определять их тип. Разработанная в данной главе 

методика успешно применяется для обнаружения скачков в фазовых измерениях, 

что показано в третьей главе. 

Во второй главе работы разрабатывается новая концепция свободной 

(адаптивной) интерполяции и экстраполяции орбит НС, которая позволяет сокра-

тить количество интерполяционных функций. С помощью данной концепции 

разработаны методы интерполяции кинематических параметров НС: линейный  

по 6 SP3-точкам и нелинейный по 2 SP3-точкам с точностью в несколько милли-

метров. Разработанная в данной главе концепция используется в третьей главе для 

построения линейного фильтра медленноменяющегося тренда измерений на ос-

нове адаптивного базиса, что позволяет сократить его размер по сравнению с 

полиномиальным базисом. Концепция свободной интерполяции, разработанная в 

данной главе, имеет большой спектр применения во многих задачах обработки 

данных ГНСС, в частности, уже нашла применение в задачах моделирования ио-

носферы, о чем написано в выводах по главе. 

В разделе 2.1 описывается подход определения кинематических параметров 

движения НС на основе интегрирования дифференциальных уравнений движения. 

В разделе 2.2 описываются стандартные предлагаемые IGS и описанные в 

последних научных работах способы интерполяции кинематических параметров 

движения НС, а также приводятся погрешности таких методов. 

В разделе 2.3 описывается новая концепция определения кинематических 

параметров движения НС, концепция введения нелинейных слагаемых и лунно-

солнечных ускорений. Использование предложенного метода позволяет выпол-

нять интерполяцию кинематических параметров движения НС по двум SP3-

точкам с СКО для координат 2 мм, для проекций скоростей – 0,0016 мм/с. 

В конце раздела дана оценка устойчивости предложенного метода свобод-

ной интерполяции к данным ограниченной точности (ограниченное число 
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значащих знаков) и стабильности коэффициентов свободной интерполяции в те-

чение как минимум пяти лет. 

В разделе 2.4 сделаны выводы по полученным результатам. Концепция, за-

ложенная в основу метода свободной интерполяции, находит применение не 

только для интерполяции или экстраполяции кинематических параметров движе-

ния НС, но и в других задачах, где число данных, по которым нужно восстановить 

значение функции, ограничено. Также разработанная концепция позволяет сокра-

тить размер базиса, на котором строится линейный фильтр в третьей главе данной 

работы. 

В третьей главе диссертации разрабатываются методы поиска скачков в 

фазовых измерениях одночастотного НП с применением алгоритмов из семейства 

sparse recovery, а также полиномиальных (исследованных в первой главе) и адап-

тивных (исследованных во второй главе) методов. В данной главе был разработан 

простой метод обнаружения скачков в фазовых измерениях одночастотного НП в 

случае высокостабильного опорного генератора на основе применения линейного 

фильтра медленноменяющегося тренда. В случае низкостабильного опорного ге-

нератора применяются модифицированные алгоритмы из семейства sparse 

recovery также с использованием линейного фильтра медленноменяющегося 

тренда. Разработанные алгоритмы позволяют с высокой точностью обнаруживать 

величины и положение разрывов в фазовых измерениях одночастотных НП. 

В разделе 3.1 описываются модели измерений для одночастотных НП и 

разности этих измерений, которые будут использоваться для формализации зада-

чи поиска скачков в фазовых измерениях. 

В разделе 3.2 формализуется задача поиска скачков в фазовых измерениях 

одночастотного НП. В работе рассматривается решение задачи восстановления 

кусочно-постоянной функции в двух ситуациях: для НП с высокостабильными 

опорными генераторами и для НП с низкостабильными опорными генераторами. 

Для восстановления кусочно-постоянной функции скачков в фазовых изме-

рениях рассматриваются задачи: 

– восстановление кусочно-постоянной функции в смеси с шумом; 
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– аппроксимация медленно меняющегося тренда в измерениях НП; 

– оценка нормы реализации шума для использования такой оценки в алго-

ритмах поиска скачков. 

В разделе 3.3 рассматриваются алгоритмы поиска скачков в фазовых изме-

рениях. Поиск скачков в фазовых измерениях выполняется в двух ситуациях: 

– СКО шумовой составляющей фазовых измерений имеет значения сущест-

венно меньше, чем величина предполагаемых скачков; 

– СКО шумовой составляющей фазовых измерений имеет значения, срав-

нимые с величиной скачка. 

Для первой ситуации предлагается использование линейной фильтрации 

для обнаружения скачков в фазовых измерениях. 

Для второй ситуации предлагается два способа решения задачи.  

Первый на основе алгоритмов скользящего окна с предполагаемым скачком 

в середине. 

Второй способ обнаружения скачков в фазовых измерениях на основе алго-

ритмов sparse recovery. 

В разделе 3.4 проводится серия модельных экспериментов для второй рас-

сматриваемой ситуации (СКО шумовой составляющей сопоставимо с величиной 

скачка). Выполняется оценка размера полиномиального и адаптивного базиса для 

аппроксимации геометрической дальности. Приводятся модели, которые будут 

использоваться в экспериментах. Описываются эксперименты по оценке точности 

предложенного способа оценки нормы реализации шума. Описываются экспери-

менты по определению СКО ошибки оценки алгоритмом величины скачка 

кусочно-постоянной функции при известном положении скачка. Проводится се-

рии экспериментов по оценке точности алгоритмов ATV (Approximation – Total 

Variation), в которых обосновываются преимущества использования адаптивных 

базисов в сравнении с полиномиальными.  

В разделе 3.5 проводятся эксперименты по применению алгоритмов, рас-

смотренных в рамках данной главы, к реальным данным (измерительной 

информации, взятой со станций сети IGS). Приводится описание станций, изме-
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рительная информация которых была обработана в данном разделе. Приводятся 

результаты применения линейной фильтрации к фазовым измерениям НП с водо-

родным стандартом частоты и кварцевым стандартом частоты.  

Для НП с высокостабильными опорными генераторами показана эффектив-

ность применения линейной фильтрации медленно меняющегося тренда и взятие 

разности между соседними измерениями для обнаружения скачков в фазовых из-

мерениях. 

Для НП с низкостабильными опорными генераторами выполнение поиска 

скачков по прямым фазовым измерениям не работает, поэтому предлагается ис-

пользовать разность кодовых и фазовых измерений. 

Описываются результаты экспериментов по обнаружению модельных скач-

ков в реальных измерениях алгоритмом CPHATV-LP (Constrained Polynomial 

Hahn Approximation – Total Variation – в метрике ℓ௣). 

Алгоритм CPHATV-LP позволяет по разности фазовых и кодовых измере-

ний с вероятностью более 0,8 обнаруживать одиночные скачки фазовых 

измерений в шуме, соизмеримом с величиной скачка. 

В разделе 3.6 сформулированы основные выводы по третьей главе. 

Для одночастотных навигационных приемников с высокостабильным опор-

ным генератором поиск скачков фазовых измерений выполняется 

непосредственно по фазовым измерениям с исключением медленно меняющегося 

тренда линейным адаптивным фильтром. Скачки в фазовых измерениях, в таком 

случае, непосредственно видны в разностях по времени в фильтрованных фазо-

вых измерениях. Данный алгоритм устойчив к пропускам в измерениях. 

Для одночастотных навигационных приемников с низкостабильным опор-

ным генератором было показано, что на шумовую составляющую фазовых 

измерений большое влияние оказывает шкала времени НП, для исключения кото-

рой предлагается использовать разность фазовых и кодовых измерений. Поиск 

скачков в фазовых измерениях в таком случае выполняется разработанными алго-

ритмами CPHATV-LP или CFATV-LP с вероятностью не менее 80 % при 

отношении величины скачка к СКО остаточного шума измерений, равным 1. 
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Глава 1. Полиномиальные методы поиск аномалий  

в восстановленных орбитах 

Данная глава посвящена исследованию полиномиальных методов аппрок-

симации, на основе которых выполнена разработка простого метода поиска 

аномалий в восстановленных орбитах, предоставляемых различными аналитиче-

скими центрами. В качестве данных для исследования полиномиальных методов 

выступают орбиты НС, которые, с одной стороны, имеют важность в задачах по-

стобработки ГНСС, с другой, непосредственно связаны с геометрической 

дальностью между НП и НС, входящей в состав фазовых измерений НП. Иссле-

дованные в данной главе методы полиномиальной аппроксимации используются в 

третьей главе для аппроксимации медленно меняющегося тренда в фазовых изме-

рениях НП. 

Высокоточные данные об орбитах навигационных спутников рассчитыва-

ются различными аналитическими центрами: в России – ИАЦ КВНО ГЛОНАСС; 

в мире – Европейское космическое агентство (ESA), Международная служба 

ГНСС (IGS), Центр определения орбит в Европе (CODE) и др. В качестве формата 

передачи информации об орбитах навигационных спутников был принят Standard 

Product 3 (SP3), который подразумевает передачу данных об орбите спутника в 

виде табулированных значений эфемерид с одинаковым фиксированным шагом. 

Стандартный шаг, используемый аналитическими центрами в SP3-данных, равен 

15 минутам.  

Таблицы эфемерид, предоставляемые аналитическими центрами, содержат в 

себе информацию о точности расчета орбиты в виде оценочных кодов. В работе 

[9] говорится, что такие коды не всегда оказываются достоверным из-за присутст-

вия в орбитах навигационных спутников различных аномалий, например, теневых 

участков (участки, когда спутник находятся в тени Земли относительно Солнца). 

Авторы работы предлагают использовать как критерий качества орбиты величину 
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разрыва орбиты на стыке суточных интервалов, а также метод, основанный на 

численном интегрировании уравнений движения для оценки такого разрыва.  

Орбиту навигационного спутника будем считать гладкой функцией, и, соот-

ветственно, такая функция хорошо аппроксимируется полиномами достаточной 

степени. В данной главе представлена методика оценки разрыва орбиты навига-

ционного спутника в SP3-данных без использования численного интегрирования 

уравнений движения, основанная на методе аппроксимации орбиты полиномами 

высоких степеней. Первые идеи применения полиномов высоких степеней для 

аппроксимации орбиты были описаны в работе [39]. 

Степень полинома зависит от длины временного интервала анализируемых 

данных и характера исходных данных. 

Шаг в SP3-данных равен 15 минутам, и аппроксимация будет выполняться 

на двухсуточном интервале SP3-данных. Степень полинома наилучшего прибли-

жения, на котором необходимо остановить процесс аппроксимации, была 

определена экспериментально – так, чтобы невязка результатов аппроксимации 

соответствовала естественной погрешности SP3-данных (порядка 1 мм, что связа-

но с округлением данных) [3]. Для ряда данных из 192 точек (что соответствует 

48 часам или двум суткам) необходимая степень аппроксимирующего полинома 

была определена как 100.  

В разделе 1.1 данной главы приводится описание формата передачи инфор-

мации об орбитах навигационных спутников, используемого в продуктах IGS. 

В разделе 1.2 описывается методика поиска аномалий в SP3-данных, прово-

дится моделирование возможных аномалий и показывается метод их 

обнаружения. 

В разделе 1.3 проводится экспериментальная проверка методики, предло-

женной в разделе 1.2, на данных различных аналитических центров [36]. Показана 

высокая чувствительность данного метода, а также обнаруженные в SP3-данных 

аномалии, такие как «скачок», «выброс», маневр (для спутников GPS), вхождение 

спутника в тень Земли. В разделе также приводится статистика аномалий, обна-
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руженных в SP3-данных c 2010 по 2018 годы для аналитических центров ИАЦ 

КВНО, CODE, ESA и IGS.  

 

1.1 Формат передачи информации SP3 

Международная служба ГНСС (IGS) определяет форматы данных для пере-

дачи информации, необходимой для решения геодезических и исследовательских 

задач. Информация, предоставляемая сетью IGS, делится на два типа: «сырая» 

или измерительная информация в форматах RINEX (Receiver IndepeNdent EX-

change format) и результаты уточнения параметров в виде SINEX (Solution 

INdependent EXchange), SP (Standard Product) и других [40]. В качестве формата 

передачи эфемеридно-временной информации о спутниках выступает формат 

SP3, на данный момент актуальной версией формата является редакция SP3d. 

Формат SP3 предусматривает разделение эфемеридной информации на су-

точные интервалы с шагом по времени 15 минут (возможен и другой, но 15 минут 

наиболее распространенное значение) между SP3-точками (под SP3-точками по-

нимаются эфемериды навигационного спутника) (Рисунок 1.1), расстояние между 

соседними SP3-точками по радиус-вектору достигает порядка 3500 км.  

 
Рисунок 1.1 – SP3-точки на орбите навигационного спутника 

 
Точность такой информации, согласно данным IGS, составляет ~ 3 см. Под 

точностью IGS понимают СКО (среднеквадратичное отклонение) финальной ор-

биты, рассчитанной IGS от результатов восстановления орбиты по независимым 

лазерным измерениям дальности [4]. 
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1.2 Описание методики поиска и обнаружения аномалий 

Методика поиска аномалий в SP3-данных состоит из нескольких этапов: 

этап подготовки данных, этап аппроксимации и этап анализа невязок результатов 

аппроксимации.  

Этап подготовки данных. В методике предлагается анализировать разрыв 

орбиты на стыке суток (SP3-данные доступны суточными интервалами), поэтому 

для анализа одного такого суточного интервала требуется присутствие данных на 

предыдущие и последующие сутки. На этапе подготовки анализируемые SP3-

данные, представленные в виде набора последовательно идущих суточных SP3-

файлов (содержащих SP3-данные за одни сутки, доступных на сайтах аналитиче-

ских центров), дополняются SP3-файлами за сутки до начала и на сутки после 

набора. 

Этап аппроксимации данных. Оценка разрыва выполняется на стыке двух 

суточных интервалов путем аппроксимации этого двухсуточного интервала. Рас-

ширенный сутками в начале и сутками в конце анализируемый набор SP3-файлов 

разбивается на двухсуточные интервалы с перекрытием таких интервалов в одни 

сутки. Пример подготовки набора из 4 SP3-файлов к аппроксимации показан на 

схеме (Рисунок 1.2). 

  
Рисунок 1.2 – Аппроксимация SP3-данных 4-дневного интервала  

 
Из схемы (Рисунок 1.2) видно, что анализируемые SP3-файлы (День 1, День 

2, День 3, День 4) были дополнены SP3-файлом в начале (День 1-1) и SP3-файлом 

в конце (День 4+1). Окно аппроксиматора на рисунке показывает, какой набор 

SP3-файлов подается на вход программного комплекса, который выполняет ап-

проксимацию для каждой координаты в SP3-данных полиномами степени 100, о 

чем подробнее будет рассказано в разделе 1.2.1.  

 



20 

Этап анализа невязок результатов аппроксимации. После завершения 

этапа аппроксимации вычисляется невязка между SP3-данными и результатом 

аппроксимации. Именно эти невязки и подлежат анализу с целью поиска анома-

лий в SP3-данных. По результатам анализа невязок делается заключение о 

величине разрыва орбиты в SP3-данных на стыке суток, а также о других анома-

лиях в SP3-данных спутника. Подробнее об анализе невязок и возможных 

заключениях написано в разделах 1.2.2 и 1.3.1.  

1.2.1 Аппроксимации орбиты навигационных спутников полиномами  

высоких степеней 

Существует два способа построения полиномов наилучшего приближения. 

Первый – найти коэффициенты произвольного полинома, записанного как: 

  ,αααα 2
210

n
n ttttP    (1.1) 

где iα – неизвестные коэффициенты полинома.  

Нахождение неизвестных коэффициентов iα полиномов (1.1) выполняется в 

ходе решения задачи (1.2): 

 ,)()(α,,α,α,α
2

α,,α,α,α
210

210

tPty
n

n 


 argmin  
(1.2) 

где iα  – неизвестные коэффициенты полинома P(t), y(t) – приближаемая полино-

мом функция времени. 

Задача (1.2) решается методом наименьших квадратов (МНК) [41]. 

Преимуществами такого метода является возможность аппроксимировать 

неравномерные по времени ряды данных, а также использовать вместо полиномов 

любые многопараметрические наборы функций (например, вейвлеты или триго-

нометрические). Недостатками данного метода являются плохая обусловленность 

задачи МНК и необходимость решать задачу МНК для каждого ряда данных. 

Второй способ – это использование набора дискретных ортогональных по-

линомов.  

В данной работе будут использоваться нормированные ортогональные дис-

кретные полиномы Чебышева (или в иностранных источниках Хана) Pk(t) [42, 43]. 

Такие полиномы рассчитываются до выбранной степени r (в нашем случае r = 
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100):      tPtPtP r,...,, 10 , после чего начинается процесс вычисления полинома 

наилучшего приближения (1.3): 

   



r

k
kk tPCtL

0

,     tDtPC kk , , 
(1.3) 

где  tL  – вычисляемый полином наилучшего приближения; Pk(t) – дискретный 

ортогональный полином Чебышева (Хана) k степени;  tD  – ряд данных, по кото-

рому производится аппроксимация;     tDtPk ,  – скалярное произведение. К 

преимуществам данного способа относится то, что набор полиномов заранее вы-

числяется и используется для нахождения полиномов наилучшего приближения 

по всем рядам данных. 

Основная проблема состоит в вычислении полиномов Pk(t). Стандартные 

формулы, приводимые в [42], непригодны в силу накопления большой ошибки 

при вычислении полиномов высоких степеней (в нашей работе под большими 

степенями мы понимаем степени, начиная с 100) и большом количестве точек на 

интервале построения полинома (в нашей работе необходимо построить полином 

на 192 точки). В работах [43], [44] показано, что способы вычисления дискретных 

полиномов Хана высоких степеней, предложенные в [42], приводят к накоплению 

большой ошибки, и дан сложный алгоритм вычисления таких полиномов. Про-

стые алгоритмы вычисления полиномов Хана описаны в работе [45]. При 

аппроксимации такими полиномами также наблюдаются граничные эффекты в 

начале и конце интервала аппроксимации, которые проявляются в высоком при-

ближении полинома к ряду исходных данных, что не позволяет обнаруживать 

аномалии в начале и в конце интервала аппроксимации. Подробнее данный фено-

мен рассмотрен в работе [45]. 

В настоящей работе будет использоваться второй способ аппроксимации 

полиномами высоких степеней. Для этого по методике, предложенной Царевым 

С.П., был написан программный комплекс [38], в дальнейшем адаптированный к 

задаче аппроксимации орбит навигационных спутников. В результате аппрокси-

мации по каждой из координат формируется файл, содержащий исходные данные, 
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попадающие во временной интервал аппроксимации, аппроксимирующий поли-

ном, и невязку между исходными данными и аппроксимирующим полиномом. 

Дополнительно формируется результирующий файл, в котором записывается ста-

тистическая информация: обозначение спутника, аналитического центра, начало 

временного интервала, минимальный угол СОЗ (Солнце-объект-Земля) на вре-

менном интервале, максимальная невязка по каждой из координат.  

1.2.2 Моделирование аномалий  

Так как процедура аппроксимации линейна, то рассмотрим только результат 

аппроксимации самих аномалий, независимо от исходных данных. Смоделируем 

две аномалии, которые могут присутствовать в данных. 

 

Модель разрыва в орбите навигационного спутника 

Смоделируем «скачок» (ситуацию, когда на стыке двух дневных интерва-

лов присутствует разрыв в орбите спутника). На графике (Рисунок 1.3) изображен 

ряд данных, содержащий «скачок» величиной в 1 см.  

 

  
Рисунок 1.3 – Модель «скачка» в орбите  

(1 – амплитуда в метрах,  
2 – время в часах) 

 

Рисунок 1.4 – Невязка результатов аппрокси-
мации модели «скачка» полиномом степени 

100 (1 – амплитуда в метрах, 2 – время в часах) 

 

После аппроксимации ряда данных, содержащего «скачок» полиномом 100 

степени, вычисляется невязка аппроксимации (Рисунок 1.4). Как видно из графика 

(Рисунок 1.4), в месте, где происходит «скачок», наблюдаются два пика в невязке 
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аппроксимации, при этом один из пиков отрицательный, второй положительный. 

С учетом величины «скачка» в 1 см разница между пиками составляет порядка ~ 

6,5 мм, это позволяет говорить о том, что «скачок», наблюдаемый в невязке, при-

мерно в 1,5 раза меньше реального «скачка» в данных.  

 

Модель аномального выброса в орбите навигационного спутника 

Смоделируем «выброс» (ситуация, когда на стыке двух дневных интерва-

лов или внутри суток присутствует аномальное значение координаты в орбите 

спутника) На графике (Рисунок 1.5) изображен ряд данных, содержащий «вы-

брос» величиной в 1 см. После аппроксимации ряда данных, содержащего 

«выброс» полиномом 100 степени, вычисляется невязка аппроксимации, которая 

показана на графике (Рисунок 1.6). 

 

  
Рисунок 1.5 –Модель «выброса» в орбите(1 – 

амплитуда в метрах,  
2 – время в часах) 

 

Рисунок 1.6 – Невязка аппроксимации поли-
номом 100 степени модели «выброса» в 

орбите (1 – амплитуда в метрах, 2 – время в 
часах) 

 

По графикам невязки аппроксимации ряда данных, содержащих «выброс» 

(Рисунок 1.5 и Рисунок 1.6), наблюдается симметрия относительно места распо-

ложения «выброса» и три пика. При этом пик в момент времени, 

соответствующий «выбросу», имеет наибольшее (по абсолютной величине) зна-

чение, а соседние (слева и справа) пики имеют знак, противоположный 

максимальному пику. Оценив отклонение между максимальным отрицательным и 
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максимальным положительным пиком (~ 9 мм) и соотнести его со значением 

«выброса», то делается вывод, что их величина почти совпадает. 

1.3 Анализ SP3-данных, предоставляемых аналитическими центрами 

В качестве отработки методики, предложенной в разделе 1.2, была произве-

дена серия экспериментов по данным 4 аналитических центров (ИАЦ КВНО, IGS, 

ESA, CODE) с последующим анализом невязок результатов аппроксимации как 

для навигационных спутников ГЛОНАСС, так и для навигационных спутников 

GPS. Для анализа был выбран интервал с 1 января 2010 года по 31 декабря 2018 

года.  

1.3.1 Типы обнаруженных аномалий в орбитах аналитических центров 

Самая распространенная аномалия, наблюдаемая у всех аналитических цен-

тров, это «скачок» в орбите на стыке суток. Обнаруженный по результатам 

аппроксимации «скачок» в координате X (Рисунок 1.7 – график координаты X) 

представлен в виде графика (Рисунок 1.8) невязки аппроксимации (полиномом 

степени 100) для спутника R03 стык суток 3–4 января 2010 г., данные аналитиче-

ского центра ИАЦ КВНО. 

  
Рисунок 1.7 – Координата X спутника R03 на 

стыке суток  
3–4 января 2010 г. ИАЦ КВНО  

(1 – амплитуда в метрах,  
2 – время в часах) 

Рисунок 1.8  – Невязка аппроксимации поли-
номом степени 100 координаты X спутника 
R03 на стыке суток 3–4 января 2010 г. ИАЦ 

КВНО  
(1 – амплитуда в метрах,  

2 – время в часах) 
Из графика (Рисунок 1.8) видно, что «скачок» имеет амплитуду ~ 2,5 см и 

происходит на стыке суток. Такие «скачки» наблюдаются в трех координатах, не-

зависимо от спутника, ГНСС и аналитического центра.  
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Второй часто наблюдаемой аномалией был «выброс». Обнаруженный по 

результатам аппроксимации «выброс» в координаты X (Рисунок 1.9 – график ко-

ординаты X) представлен в виде графика (Рисунок 1.10) невязки аппроксимации 

(полиномом степени 100) для спутника R03, стык суток 27–28 августа 2010 г., 

данные аналитического центра ИАЦ КВНО. 

 

  
Рисунок 1.9 – Координаты X спутника R03 
на стыке суток 27–28 августа 2010 г. ИАЦ 
КВНО (1 – амплитуда в метрах, 2 – время в 

часах) 

Рисунок 1.10 – Невязка аппроксимации  
полиномом степени 100 «выброса»,  

координата X спутника R03 на стыке суток 
27–28 августа 2010 г. ИАЦ КВНО (1 – ам-

плитуда в метрах,  
2 – время в часах) 

 

Из графика (Рисунок 1.10) видно, что наблюдается «выброс» амплитудой  

~ 3 см. Подобные «выбросы» редко наблюдаются как на стыке суток, так и на-

много реже внутри суточного интервала для всех координат и спутников по 

результатам аппроксимации финальных орбит всех аналитических центров. 

Следующая аномалия, которую позволяет обнаружить методика, это пове-

дение финальной орбиты навигационного спутника при выполнении маневра. 

Маневр спутника GPS подтверждается по сообщениям NANU (Notice Advisory to 

Navstar Users) [46]. Спутник G15, согласно сообщениям NANU, выполнял один из 

маневров 20 августа 2013 года. Рассмотрим невязку аппроксимации координаты X 

(Рисунок 1.11 – график координаты Х) полиномом 100 степени финальной орбиты 

данного спутника за 20–21 августа 2013 года, показанную на графике (Рисунок 

1.12).  
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Рисунок 1.11 – Координаты X спутника G15 
на стыке суток 20–21 августа 2013 г. ИАЦ 
КВНО (1 – амплитуда в метрах, 2 – время в 

часах) 

Рисунок 1.12 – Невязка аппроксимации по-
линомом степени 100 «выброса» координата 
X спутника G15 на стыке суток 20–21 августа 
2013 г. ИАЦ КВНО (1 – амплитуда в метрах,  

2 – время в часах) 
 

Согласно данным NANU, маневр спутника начался в 13:01 GPS Time и закончил-

ся в 19:42 GPS Time. Из графика (Рисунок 1.12) видно, что на середину этого 

участка и приходится пик в невязке аппроксимации орбиты спутника. 

Кроме того, по результатам анализа определются аномалии в орбите, вы-

званные вхождением спутника в теневые участки, как показано на графике 

невязки аппроксимации (Рисунок 1.13).  

 
Рисунок 1.13 – Временная диаграмма невязки аппроксимации для спутника R03  

для временного интервала 30–31 мая 2013 г. 
 

На графике (Рисунок 1.13) моменты вхождения спутника в теневые участки 

определяются по графику угла СОЗ (Солнце–объект–Земля). 
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1.3.2 Статистика аномалий в SP3-данных аналитических центров 

 

В данном разделе приводится статистика для навигационных спутников 

ГНСС ГЛОНАСС по аналитическим центрам ИАЦ КВНО, IGS, CODE, ESA c 01 

января 2010 по 31 декабря 2018 года, для которых применялся метод, описанный 

в разделе 1.2. 

В каждом временном окне, по которому выполнялась аппроксимация SP3-

данных, определяется максимум модуля невязки (для каждого спутника берется 

максимальное значение из трех координат), после чего проводится анализ распре-

деления такого максимума модуля невязки по следующим факторам, которые в 

дальнейшем будут называться измерениями:  

– спутник, к которому относится временное окно; 

– аналитический центр, к которому относится временное окно; 

– начало временного окна; 

– значение максимума модуля невязки во временном окне. 

Анализ такой многомерной величины предлагается делать с использовани-

ем построения кумулятивных проекций, для чего: 

1. Выбираются измерения, по которым будет строиться двумерная гистограм-

ма, и разбиваются на подмножества (интервалы гистограммы); 

2. По остальным измерениям выбираются подмножества накопления (интер-

валы по остальным измерениям, на которых будет выполняться 

суммирование);  

3. Подсчитывается количество событий, соответствующих интервалам дву-

мерной гистограммы, которые принадлежат подмножествам накопления по 

остальным измерениям;  

4. Строится тепловая карта (либо столбиковая диаграмма) по результатам под-

счета событий.  

Разделим определенные максимумы модуля невязки на 2 группы менее 10 

см и более 10 см. Тогда для группы, где величина менее 10 см, построим двумер-

ное распределение, где в качестве одного из измерений выбираем спутник, к 
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которому относится максимум модуля невязки. А в качестве второго – величину 

этого максимума модуля невязки с шагом 2 мм. По измерению начала временного 

окна накопление выполняется на всем временном интервале, по измерению ана-

литических центров накопление выполняется по каждому аналитическому центру 

отдельно. Двумерные гистограммы для каждого аналитического центра представ-

лены на графике (Рисунок 1.14) для ИАЦ КВНО, на графике (Рисунок 1.15) для 

IGS, на графике (Рисунок 1.16) для CODE, на графике (Рисунок 1.17) для ESA. 

Данная двумерная гистограмма нормирована на количество временных окон по 

каждому навигационному спутнику. Справа от гистограммы показана легенда 

нормированной частоты событий. 

  
Рисунок 1.14 – Распределение максимума модуля невязки менее 10 см 

 по спутнику и значению для ИАЦ КВНО 
(1 – обозначение спутника, 2 – значение максимума модуля невязки) 

 
Рисунок 1.15 – Распределение максимума модуля невязки менее 10 см 

 по спутнику и значению для IGS 
(1 – обозначение спутника, 2 – значение максимума модуля невязки) 
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Рисунок 1.16 – Распределение максимума модуля невязки менее 10 см 

 по спутнику и значению для CODE 
(1 – обозначение спутника, 2 – значение максимума модуля невязки) 

 
Рисунок 1.17 – Распределение максимума модуля невязки менее 10 см 

 по спутнику и значению для ESA 
(1 – обозначение спутника, 2 – значение максимума модуля невязки) 

 
Для группы менее 10 см отмечается, что финальные орбиты определенных 

спутников (R01, R05, R11, R12, R14) характеризуются высоким разбросом макси-

мума модуля невязки в диапазоне от 0 до 10 см. Необходимо также отметить, что 

финальные орбиты аналитического центра CODE имеют минимальный разброс 

максимума модуля невязки и сосредоточены в районе 2 см. Наибольший разброс 

максимума модуля невязки наблюдается у аналитического центра ESA. 

Ситуаций, когда максимум модуля невязки превышает порог в 10 см, 

значительно меньше, и для таких ситуаций построим двумерное распределение. В 

качестве одного из измерений выбираем спутник, а в качестве второго – начало 

временного окна с шагом 1 год. По измерению значений максимума модуля не-

вязки накапливаются все события более 10 см, по измерению аналитических 

центров накопление выполняется по каждому аналитическому центру отдельно. 

Распределение показано на графиках (Рисунок 1.18 – ИАЦ КВНО, Рисунок 1.19 – 

IGS, Рисунок 1.20 – CODE, Рисунок 1.21 – ESA). Данная двумерная гистограмма 

показывает количество временных окон с аномалиями, превышающими 10 см. 

Справа от гистограммы показана легенда количества событий. 
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Рисунок 1.18 – Распределение максимума модуля невязки более 10 см 

 по спутникам и годам для ИАЦ КВНО 
(1 – обозначение спутника, 2 – год аппроксимации) 

 

 
Рисунок 1.19 – Распределение максимума модуля невязки более 10 см 

 по спутникам и годам для IGS 
(1 – обозначение спутника, 2 – год аппроксимации) 

 
Рисунок 1.20 – Распределение максимума модуля невязки более 10 см 

 по спутникам и годам для CODE 
(1 – обозначение спутника, 2 – год аппроксимации) 
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Рисунок 1.21 – Распределение максимума модуля невязки более 10 см 

 по спутникам и годам для ESA 
(1 – обозначение спутника, 2 – год аппроксимации) 

 
Наиболее значимые аномалии, имеющие массовый характер (почти на всех 

спутниках), наблюдались у ИАЦ КВНО в апреле, июле, августе 2014 года (вели-

чиной от 10 см до 1 метра) и в ноябре 2016 года величиной более 1 метра. У всех 

остальных аналитических центров такие массовые аномалии отсутствуют. Исходя 

из количества наблюдаемых аномалий, превышающих 10 см, делаются следую-

щие выводы: наименьшее число аномалий наблюдается у аналитического центра 

CODE: не более 5 аномалий на спутник в год. Наибольшее число аномалий на-

блюдается у аналитического центра ESA: порядка 50 аномалий на спутник в год. 

Необходимо отметить, что бывают ситуации, когда несколько аналитических цен-

тров не рассчитывают орбиту спутника на сутки, в которых у других 

аналитических центров обнаруживаются аномалии по результатам аппроксима-

ции. 

Был выполнен анализ положения максимума модуля невязки в окне аппрок-

симатора. Чаще всего максимум приходился на стык суточных интервалов, 

однако наблюдались ситуации у спутников GPS, когда такой стык приходился не 

на стык суточного интервала, что почти всегда было связано с маневрами спутни-

ков GPS. 
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1.4 Выводы по главе 1 

 

Данная методика поиска и обнаружения аномалий в орбитах навигационных 

спутников позволяет обнаруживать аномалии величиной более 5 мм, а также оп-

ределять тип аномалии, наблюдаемой в орбите. В описании методики показаны 

возможные аномалии и их влияние на результат аппроксимации, дается оценка 

величины аномалии по результатам оценки невязки аппроксимации. 

Предложенная методика применена в предварительном анализе SP3-

данных, предоставляемых аналитическими центрами с целью оценки результатов 

решения задач с использованием ГНСС.  

По результатам применения данной методики к SP3-данным аналитических 

центров делаются следующие заключения: 

– усовершенствованная методика обнаружения аномалий в SP3-данных об-

ладает высокой чувствительностью, что позволяет обнаруживать аномалии в 

орбите навигационного спутника величиной в 5 миллиметров и более; 

– по форме невязки аппроксимации определяется тип аномалии, например, 

аномалии типа «скачок» или «выброс», а также аномалии, вызванные маневром и 

вхождением спутника в тень Земли; 

– при использовании данной методики не требуется дополнительная ин-

формация об орбитах спутника (модели движения, параметры вращения Земли, 

параметры гравитационного Поля Земли), а только SP3-данные, что позволяет уп-

ростить применение данной методики; 

– более 99 % аномалий не превышает величину в 10 см; 

– чаще всего аномалии встречаются в данных аналитического центра ESA; 

– наименьшее число аномалий встречается у аналитического центра CODE. 
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Глава 2. Адаптивные методы определение кинематических параметров 

движения навигационных спутников по таблицам эфемерид 

Данная глава описывает исследование адаптивных методов определения 

кинематических параметров движения НС по SP3-данным. В главе разрабатыва-

ется концепции свободной линейной и нелинейной интерполяции. Разработанная 

концепция отрабатывается на методах интерполяции и экстраполяции орбит НС, 

необходимых при решении задач с использованием ГНСС, а также непосредст-

венно связанных с геометрической дальностью между НП и НС, которая, в свою 

очередь, входит в состав фазовых измерений НП. Разработанная концепция ис-

пользуется для построения адаптивного базиса линейного фильтра, 

исключающего медленноменяющийся тренд в фазовых измерениях НП в третьей 

главе. 

Орбиты навигационных спутников, предоставляемые аналитическими цен-

трами, передаются в формате SP3, о чем подробно описано в разделе 1.1. 

Для работы с такими данными потребителям требуется метод определения 

кинематических параметров движения навигационных спутников на произволь-

ный момент времени, для чего существует два подхода. 

Первым подходом к вопросу определения кинематических параметров дви-

жения навигационных спутников является численное интегрирование 

дифференциальных уравнений движения с учетом действующих сил и согласова-

нием начальных условий с SP3-данными. Описание этого подхода приводится в 

разделе 2.1 данной главы. 

Вторым подходом к вопросу определения кинематических параметров дви-

жения навигационных спутников является использование методов интерполяции, 

таких как интерполяция Лагранжа, интерполяция Ньютона, тригонометрическая 

интерполяция, подробнее данные методы рассмотрены в разделе 2.2 настоящей 

главы.  
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Разрабатываемый метод свободной интерполяции для определения кинема-

тических параметров движения навигационных спутников относится к методам 

второго подхода, его подробное описание приводится в разделе 2.3 данной главы. 

 

2.1 Метод численного интегрирования уравнений движения навигацион-

ного спутника 

Наиболее физически обоснованным способом определения кинематических 

параметров движения навигационных спутников, позволяющим восстановить ор-

биту НС между SP3-точками, является численное интегрирование 

дифференциальных уравнений движения. Начальные условия и параметры моде-

ли движения определяются по SP3-данным методом наименьших квадратов. 

Дифференциальные уравнения движения записаны в векторном виде (2.1) [1]: 
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Описание правой части, а именно ускорений, действующих на НС, дается в 

[1, 47]. Подробнее методы согласования модели движения рассмотрены в работе 

[48]. Система дифференциальных уравнений движения решается методом чис-

ленного интегрирования Адамса 7-го порядка. В работе использовались данные, 

рассчитанные Ушаковым Ю.Ю. по SP3-данным IGS за 2013 год. Описание спосо-

ба численного интегрирования уравнений движения приводится также в работе 

[49]. 

 

2.2 Стандартные методы интерполяции кинематических параметров дви-

жения навигационных спутников  

В работах [10–18] рассматриваются стандартные алгоритмы интерполяции 

кинематических параметров движения навигационных спутников, к которым ав-

торы относят интерполяцию полиномами Лагранжа или Ньютона и 

тригонометрическую интерполяцию. Эти методы были рекомендованы IGS [50] 
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как основные способы для использования их продуктов, поэтому дальнейшие ис-

следования будут сравниваться с этими работами. В данных исследованиях 

рассматривают вопросы погрешности при определении кинематических парамет-

ров движения навигационных спутников при различном количестве SP3-точек, 

используемых для интерполяции, и различных стратегиях интерполяции (поли-

номы Лагранжа, тригонометрические функции).  

Формула, используемая в стандартном методе интерполяции полиномами 

Лагранжа, выглядит следующим образом:  
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где L(t̂) – результат интерполяции (интерполируемый кинематический параметр 

навигационного спутника на эпоху t̂ ), xi – положения спутников, взятые из SP3-

точек на эпохи ti.  

Вид формулы для тригонометрической интерполяции: 

  ;ˆ ˆ2

1
0

tkj
n

k
k ecctL 



  



n

i

ktj
ik

iexc
0

2

,
 (2.3) 

где L(t̂) – результат интерполяции (интерполируемый кинематический параметр 

навигационного спутника на эпоху t̂ ), xi – положения спутников, взятые из SP3-

точек на эпохи ti.  

В работе [10] показано, что лучшая точность интерполяции координат нави-

гационного спутника достигается при использовании 9 SP3-точек и 

тригонометрических функций интерполяции, при этом достигается СКО 0.1 см, 

при использовании полиномиальной интерполяции СКО составляет 0.2 см при 

таком же количестве SP3-точек. 

Для оценки точности методов интерполяции орбиты предлагается сравни-

вать интерполированные орбиты с орбитами, полученными в результате решения 

дифференциальных уравнений движения, согласованных с SP3-данными от ана-

литического центра. В качестве меры оценки предлагается оценивать СКО (2.4) 

интерполированной орбиты относительно орбиты, полученной в результате чис-

ленного интегрирования: 
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     ,2
ii tLtI   (2.4) 

где   – СКО координаты;  itI  – значения координат орбиты НС, полученное пу-

тем численного интегрирования;  itL  – значения координат орбиты НС,  

полученное путем интерполяции орбиты. 

Для объективного сравнения наших дальнейших результатов с результатами 

применения интерполяции Лагранжа были произведены эксперименты по интер-

поляции со следующими параметрами:  

– момент времени, на который выполнялась интерполяция, выбирался та-

ким образом, чтобы он соответствовал середине временного интервала всех SP3-

точек, используемых в формуле (2.2); 

– момент времени, на который выполняется интерполяция, постоянно сме-

щается на 15 минут вместе с данными, по которым выполняется интерполяция;  

– в качестве SP3-данных в экспериментах выступают SP3-данные IGS.  

Эксперименты проводились на орбитах спутников ГЛОНАСС и GPS за весь 

2013 год за исключением дней с теневыми участками и аномальных дней. Мето-

дика исключения дней с теневыми участками и аномальных дней описана в 

первой главе данной работы.  

В результате экспериментов с интерполяцией полиномами Лагранжа были 

получены результаты, представленные в Таблице 2.1. 

 

Таблица 2.1 – Результаты интерполяции полиномами Лагранжа 

Тип эксперимента СКО без удаления  
теневых  

участков и разрывов 
на стыках суток, мм 

СКО без  
теневых участков и  
разрывов на стыках  

суток, мм 
ГНСС 

Число SP3-
точек 

Все спутники GPS 6 979.98 979.97 
Все спутники ГЛОНАСС 6 1642.11 1642.11 

Все спутники GPS 8 10.80 8.67 
Все спутники ГЛОНАСС 8 15.55 15.08 

Все спутники GPS 10 6.59 0.99 
Все спутники ГЛОНАСС 10 3.95 0.70 

Все спутники GPS 12 6.63 1.01 
Все спутники ГЛОНАСС 12 3.96 0.70 
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По Таблице 2.1 и с учетом работы [10] делаются следующее заключение: 

для метода интерполяции Лагранжа, который предложен IGS как основной, ис-

пользование менее 9 SP3-точек приводит к высокому значению СКО-

погрешности определения координат спутника, и, соответственно, использование 

интерполяции Лагранжа с ограниченным количеством данных (менее 9 SP3-

точек) в задачах, где требуется высокая точность результатов, недопустимо. 

При интерполяции полиномами эфемерид навигационного спутника наблю-

дается эффект Рунге, который выражен ухудшением точности интерполяции при 

приближении к крайним точкам во временном окне, по которому выполняется 

интерполяция. Наибольший эффект Рунге наблюдается  между последней и 

предпоследней SP3-точками во временном ряду, используемом в интерполяци-

онной формуле.  

 

2.3 Метод свободной интерполяции кинематических параметров движения 

навигационных спутников 

Основным недостатком методов интерполяции, описанных в разделе 2.2, 

является необходимость использования более 9 SP3-точек для достижения высо-

кой точности интерполяции эфемерид спутников. В этом разделе описывается 

метод, который позволит сократить число SP3-точек до 2 со сравнимой точностью 

интерполяции. Данный метод также позволяет интерполировать значение скоро-

сти по значениям координат с высокой точностью.  

Метод свободной интерполяции не ограничивается конкретным выбором 

интерполирующих функций (полиномиальных, тригонометрических и т.д.) – он 

автоматически адаптируется к любому типу орбит и имеет значительно меньшее 

СКО по сравнению с методами, предлагаемыми IGS. В работе [32] была описана 

первоначальная экспериментальная апробация предлагаемого метода на примере 

одной целевой точки (с минимальным эффектом Рунге). В статье [28] полностью 

исследуем точность нашего алгоритма и изменение коэффициентов интерполяции 

на всем протяжении 6-точечного интерполяционного промежутка. Дальнейшее 

развитие метода свободной интерполяции описано в статьях [29], [34] и заключа-
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ется в использовании всех трех координат – как для интерполяции, так и для экст-

раполяции (прогноза) орбиты НС. В разделе 2.3.1 дается описание понятий 

интерполяционного шаблона и метода линейной свободной интерполяции. В раз-

деле 2.3.2 описывается метод нелинейной свободной интерполяции и введение 

дополнительной информации в модель свободной интерполяции. В разделе 2.3.3 

предлагается способ интерполяции скоростей по SP3-данным координат. 

2.3.1 Линейная свободная интерполяция и экстраполяция 

Общий вид формулы интерполяции: 
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где L(t̂) дает результат интерполяции (приближенное положение спутника для 

промежуточной эпохи t̂ ); xi – положения спутников, взятые из SP3-данных на 

эпохи ti; αi(t̂) – интерполяционная функция.  

Свободная интерполяция базируется на формуле (2.5), далее вводится поня-

тие шаблона интерполяции, а именно (Рисунок 2.1) мы фиксируем:  

1) число n последовательных SP3-эпох ti, i = 1, ..., n, с 15-минутным времен-

ным шагом (нумерация SP3-эпох показана на схеме (Рисунок 2.1) ниже временной 

оси); 

2) положение целевой точки t̂ относительно n эпох ti. 

 
Рисунок 2.1 – Интерполяционный шаблон на временной оси для 6 SP3-точек  

(1 – SP3-точки с шагом 15 минут;  
2 – SP3-точки интерполяционного шаблона для n = 6; 3 – целевая точка t̂). 

 
Как только шаблон интерполяции фиксирован, зависимость αi от t̂ не важна, 

поэтому перепишем (2.5) как уравнение: 

  ,εαˆ
1




n

i
ii xtx  (2.6) 
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где αi – неизвестные (скалярные) коэффициенты, xi – SP3-координаты в эпохи ti 

интерполяционного шаблона,  tx ˆ  – орбитальная точка с целевой эпохой t̂; ε – ин-

терполяционный остаток. Считая xi,  tx ˆ  и ε 3-мерными векторами, сохраняя αi 

скалярными, или брать в качестве xi и  tx ˆ  какую-то одну из координат.  

Чтобы найти коэффициенты αi и невязку ε, cдвигаем выбранный шаблон ин-

терполяции (одновременно все ti и t̂) как «окно интерполяции» вдоль оси времени 

на 15 минут и, заменяя SP3-координаты xi для сдвинутых эпох и координаты це-

левой точки  tx ˆ  на сдвинутую эпоху t̂ из расширенных SP3-данных, получим 

другое уравнение вида (2.6) с теми же коэффициентами αi и другим . Проведя 

подобный сдвиг 𝑚 > 𝑛 раз с 15-минутным шагом, получим систему: 
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  (2.7) 

Теперь применяем стандартный алгоритм наименьших квадратов к системе 

(2.7), находим αi такие, что 


m

k
k

0

2)ε(  будет минимизирована.  

Повторяя эксперимент, описанный в разделе 2.2, заменим стандартную ин-

терполяцию Лагранжа свободной линейной интерполяцией. Эксперименты будут 

проводиться на орбитах спутников R01 ГЛОНАСС и G01 GPS за весь 2013 год за 

исключением дней с теневыми участками и аномальных дней. Результаты экспе-

римента показаны в Таблице 2.2. В качестве целевой точки для эксперимента 

выбиралась точка в середине интервала между последней и предпоследней 

точками шаблона, вблизи этой точки наблюдается наибольший эффект Рунге. 

Подробное описание эффекта Рунге приводится в работе [32]. 
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Таблица 2.2 – Результаты применения линейной свободной интерполяции 

Число  
используемых 

SP3-точек в (2.6) 
ГНСС 

СКО по коорди-
нате X, мм 

СКО по коорди-
нате Y, мм 

СКО по коорди-
нате Z, мм 

4 

G01 

1152.29 1170.63 1034.93 
5 262.25 267.06 18.600 
6 2.78 2.85 5.411 
7 0.98 1.00 0.069 
8 0.09 0.09 0.018 
9 0.07 0.07 0.005 
10 0.07 0.07 0.001 
11 0.06 0.06 0.001 
12 0.06 0.06 0.001 
4 

R01 

402.33 402.15 385.80 
5 98.36 98.29 29.07 
6 5.53 5.52 8.60 
7 1.95 1.94 0.06 
8 0.19 0.20 0.03 
9 0.11 0.13 0.03 
10 0.08 0.10 0.03 
11 0.08 0.10 0.02 
12 0.08 0.10 0.02 

 

Исследуем форму свободных функций α для шаблона из 6 SP3-точек. Ис-

пользуя формулу (2.6), рассчитаем коэффициенты свободной интерполяции для 

всех положений целевой точки внутри 6-точечного шаблона интерполяции с ша-

гом в 1 секунду. Рисунок 2.2 показывает результирующие графики. Как и 

ожидалось, найденные αi  изменяются достаточно плавно, что подтверждает ана-

лиз их численных значений методом аппроксимации полиномами небольших 

степеней. Однако приближение полиномами больших степеней показывает, что в 

невязке приближения псевдослучайные вариации ("цифровой шум" порядка 10-7) 

для координат X, Y спутника и намного меньшие псевдослучайные вариации (по-

рядка 10-12) для координаты Z при расчетах во вращающейся земной системе 

координат. При расчете в невращающейся небесной системе координат "цифро-

вой шум" αi  снижается до 10-12 для всех трех координат. Это показывает 

недостаточную (для наших целей) точность применяемых в [47] алгоритмов IAU 

и IERS расчета параметров вращения Земли.  
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Рисунок 2.2 – Изменение коэффициентов αi, найденных по 6 SP3-точкам, при изменении t̂ , 

варьируемой от крайней левой эпохи t1 до последней эпохи t6   
(по осям отложены: 1 – значения αi, 2 – расположение эпох ti,  

помеченных цифрами 1–6, и целевой эпохи t̂). 
 

Линейный адаптивный базис 

Показанные на графиках (Рисунок 2.2) функции  ti ˆα  образуют собой адап-

тивный ненормированный базис (в данной работе под базисом мы будем 

понимать неполный набор дискретных функций). Как показано выше, использо-

вание такого базиса позволяет сократить количество функций, необходимое для 

выполнения интерполяции координат НС с заданной точностью. В разделе 3.2 бу-

дет представлен способ построения такого базиса для выполнения фильтрации 

медленно меняющегося тренда в измерениях НП. 

 

Трехкоординатная интерполяция 

Стандартные формулы интерполяции не позволяют использовать сразу все 

три координаты для интерполяции, хотя SP3-точка содержит в себе информацию 

сразу о трех координатах навигационного спутника, в свободной интерполяции 

нет такого ограничения. Для того чтобы использовать сразу все три координаты, 

перепишем формулу (2.6) следующим образом: 

    .εγβαˆ
1




n

i
iiiiii zyxtx  (2.8) 
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Здесь {xi, yi, zi} – координаты спутника, взятые из SP3-точки на эпоху ti; 

iii γ,β,α  – коэффициенты интерполяции;  tx ˆ  – x-координата орбитальной точки с 

целевой эпохой t̂; ε – интерполяционный остаток. 

Для нахождения коэффициентов интерполяции iii γ,β,α  составляется сис-

тема из уравнений вида (2.8) путем смещения интерполяционного шаблона: 

   

   
.
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  (2.9) 

 

Решение системы уравнений (2.9) выполняется методом наименьших квад-

ратов с минимизацией квадрата ошибки 


m

k
k

0

2)ε( . 

Проведем эксперимент по определению СКО для линейной интерполяции с 

применением всех трех координат. Эксперименты будут проводиться на орбитах 

спутников R01 ГЛОНАСС и G01 GPS за весь 2013 год за исключением дней с те-

невыми участками и аномальных дней. Результаты эксперимента показаны в 

Таблице 2.3. В качестве целевой точки для эксперимента выбиралась точка в се-

редине между последней и предпоследней точкой шаблона. 

 

Таблица 2.3 – Результаты линейной свободной интерполяции при использовании 
трех координат 

Число  
используемых 

SP3-точек в (2.9) 
ГНСС 

СКО по коорди-
нате X, мм 

СКО по коор-
динате Y, мм 

СКО по коорди-
нате Z, мм 

4 R01 343.84 341.702 385.728 
4 G01 378.85 393.39 1034.61 
5 R01 24.778 24.536 29.072 
5 G01 5.55 5.69 18.59 
6 R01 5.162 5.087 8.602 
6 G01 1.41 1.43 5.41 
7 R01 0.08 0.090 0.064 
7 G01 0.08 0.08 0.06 
8 R01 0.08 0.089 0.028 
8 G01 0.08 0.08 0.01 
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Окончание таблицы 2.3 

Число  
используемых 

SP3-точек в (2.9) 

ГНСС СКО по коорди-
нате X, мм 

СКО по коор-
динате Y, мм 

СКО по коорди-
нате Z, мм 

9 R01 0.06 0.078 0.028 
9 G01 0.06 0.06 0.005 
10 R01 0.06 0.073 0.024 
10 G01 0.06 0.06 0.001 
11 R01 0.06 0.073 0.024 
11 G01 0.06 0.06 0.001 
12 R01 0.06 0.072 0.023 
12 G01 0.06 0.06 0.001 

 

Свободная линейная экстраполяция 

Помимо вопросов интерполяции возникает вопрос возможности экстрапо-

ляции кинематических параметров движения за пределами SP3-данных. 

Рассмотрим возможность применения свободной интерполяции для экстраполя-

ции кинематических параметров. Для этого в формулах (2.6) и (2.8) целевая точка 

выбирается таким образом, чтобы она находилась за пределами шаблона интер-

поляции. Для сравнения возьмем экстраполяцию с использованием полиномов 

Лагранжа, а также однокоординатную и трехкоординатную свободную интерпо-

ляцию. Так как из результатов предыдущих экспериментов видно, что СКО для 

всех трех координат примерно на одном уровне, в последующих экспериментах 

по умолчанию мы будем интерполировать координату X. Результаты эксперимен-

та показаны в Таблице 2.4. 

 

Таблица 2.4 – Результаты экстраполяции полиномами Лагранжа 

Сдвиг целевой точки относи-
тельно последней точки 

шаблона (t̂ - tn), сек 

Количество точек n,  
которые составляют интерполяционный шаблон  

экстраполяции с использованием полиномов Лагранжа 
8 10 12 14 
СКО отклонения вычисленной координаты X 

от исходных данных, мм 
300 821 28 4 14 
600 3248 118 18 64 
900 8913 348 54 202 
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Таблица 2.5 – Результаты однокоординатной линейной свободной экстраполяции 

Сдвиг целевой точки отно-
сительно последней точки 

шаблона  
(t̂ - tn), сек 

Количество точек n, которые составляют  
шаблон экстраполяции с использованием метода  

линейной свободной экстраполяции (2.6) 
8 10 12 14 16 18 20 22 24 

СКО отклонения вычисленной координаты X 
от исходных данных, мм 

300 0.4 0.3 0.23 0.22 0.2 0.19 0.16 0.16 0.16 
600 1.4 1 0.8 0.73 0.63 0.6 0.5 0.49 0.47 
900 3.5 2.5 2 1.79 1.51 1.43 1.15 1.13 1.08 
1200 7.5 5.3 4.1 3.75 3.11 2.95 2.33 2.29 2.18 

 

Таблица 2.6 – Результаты трехкоординатной линейной свободной экстраполяции 

Сдвиг целевой точки отно-
сительно последней точки 

шаблона,  
(t̂ - tn), сек 

Количество точек n, которые составляют шаблон  
экстраполяции с использованием метода  
линейной свободной экстраполяции (2.8) 

8 10 12 14 16 18 20 22 24 
СКО отклонения вычисленной координаты X 

от исходных данных, мм 
300 0.35 0.25 0.22 0.21 0.21 0.20 0.18 0.17 0.17 
600 1.24 0.84 0.75 0.71 0.70 0.65 0.58 0.56 0.54 
900 3.07 2.05 1.83 1.74 1.70 1.56 1.38 1.34 1.28 
1200 6.45 4.29 3.83 3.64 3.54 3.23 2.84 2.74 2.61 

 

Для сравнения в Таблице 2.4 приведены результаты экстраполяции с ис-

пользованием стандартного метода Лагранжа по тем же реальным данным. 

Отметим, что при применении стандартных формул экстраполяции Лагранжа при 

количестве точек в шаблоне более 10 приходится применять вычисления большой 

точности, чтобы избежать существенного накопления ошибок.  

Как видно из Таблицы 2.5 и Таблицы 2.6, с увеличением числа точек, вхо-

дящих в интерполяционный шаблон, ошибка экстраполяции уменьшается, хотя и 

виден эффект насыщения. Уменьшение СКО невязки сильно замедляется, при 

количестве точек шаблона больше 20, несмотря на хорошую численную устойчи-

вость применяемого алгоритма и проверки полученных результатов с помощью 

вычислений с большой точностью. Видимо, это связано с достижением предела 

точности самой применяемой нами линейной математической модели (2.6). Для 

проверки численной устойчивости и возможного накопления ошибок округления 

была проведена серия экспериментов с использованием вычислений с высокой 
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точностью (размер мантиссы 256 бит). Как оказалось, вычисления с большой точ-

ностью дают несущественное (на 10–20 %) уменьшение СКО отклонения 

вычисленной координаты от исходных данных, что подтверждает устойчивость 

нашего метода.  

 

2.3.2 Нелинейная свободная интерполяция и экстраполяция 

 

При использовании линейной свободной интерполяции удается сократить 

число SP3-точек в интерполяционной формуле с 9 до 6. Для дальнейшего сокра-

щения числа точек введем в интерполяционную формулу (2.8) слагаемые вида 

,κ ,



qp

qpqp ww  где набор {wp} – объединение наборов {xi, yi, zi} во всех слагае-

мых из правой части (2.8), получаем формулу для нелинейной интерполяции 

второго порядка с пока неизвестными коэффициентами qpiii ,κ,γ,β,α : 

    .ˆ ,
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n

i
iiiiii wwzyxtx  (2.10) 

Аналогично вводятся слагаемые более высоких порядков. 

Для нахождения коэффициентов qpiii ,κ,γ,β,α  составим множество уравне-

ний вида (2.10): 
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Решение системы уравнений (2.11) выполняется методом наименьших 

квадратов с минимизацией квадрата ошибки 


m

k
k

0

2)ε( . 

Проведем эксперимент для оценки СКО при введении нелинейных слагае-

мых в формулу свободной интерполяции, аналогичный предыдущим 

экспериментам. Ввиду плохой обусловленности матрицы вычисления будут вы-
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полняться с высокой точностью BigFloat (1000 бит). В Таблице 2.7 приведены 

СКО невязок (т.е. интерполяционных остатков ε) при выборе различных степеней 

нелинейности в формуле (2.10); для сравнения также приводятся результаты для 

шаблонов из 3 и 4 точек. Положение целевой точки t̂ дается относительно правого 

конца шаблона, отрицательные значения смещения соответствуют интерполяции, 

положительные – экстраполяции. При выборе координаты y или z в левой части 

(2.10) для целевой точки t̂ получаемые СКО имеют тот же порядок. 

 

Таблица 2.7 – Результаты применения свободной нелинейной интерполяции 

Число  
SP3-точек  
в шаблоне  

в (2.10) 

Степень  
нелинейности 

в формуле 
(2.10) 

СКО невязки в мм 
Смещение целевой точки t̂  

относительно конца шаблона в сек. 
-450 с 300 с 900 с 3600 с 

2 1 35150 62380 279693 – 
2 2 13065 23212 104023 – 
2 3 119 212 951 9291 
2 4 89 159 713 6995 
3 1 2821 7767 44669 – 
3 2 1173 3236 18649 347969 
3 3 3 8 49 957 
4 1 339 1242 8550 – 
4 2 72 264 1850 56211 
4 3 0,16 0,5 4 124 

 

Тем самым при трех и более точках в шаблоне повышение степени нели-

нейности сводит невязку к нескольким миллиметрам. Для двухточечных 

шаблонов повышение степени не приводит к столь же малым невязкам. Естест-

венной причиной могут служить лунно-солнечные приливные воздействия и 

световое давление, дающие квадратичные поправки к траекториям, которые легко 

интерполируются по 3 и 4 точкам и не интерполируются по 2 точкам. Отметим, 

что наличие теневых участков на орбитах практически не влияет на результаты 

интерполяции; для экстраполяции важно исключать теневые участки, чтобы из-

бежать потери точности. 

 

 

 



47 

Дополнительная информация в свободной нелинейной интерполяции 

 

Помимо использования информации о трех координатах в формулу свобод-

ной интерполяции включается дополнительная информация, например, о 

положении притягивающих тел, таких как Луна или Солнце. Тогда формула сво-

бодной интерполяции (2.10) модифицируется следующим образом: 

   

      ,εˆηˆηˆη

κγβαˆ ,
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 


tJtJtJ

wwzyxtx

zzyyxx

qp
qpqp

n

i
iiiiii



 (2.12) 

где zyxqpiii η,η,η,κ,γ,β,α ,  – это коэффициенты свободной интерполяции,  tJx ˆ , 

 tJ y ˆ ,  tJ z ˆ  – это дополнительная информация, вносимая в уравнение свободной 

интерполяции (проекции лунно-солнечных ускорений). 

Нахождение свободных коэффициентов выполняется аналогично формуле 

(2.12) методом наименьших квадратов с минимизацией квадрата ошибки


m

k
k

0

2)ε( . 

Проведем эксперимент для оценки СКО при введении в формулу свободной 

интерполяции дополнительной информации, аналогичный экспериментам с ис-

пользованием нелинейной интерполяции. Ввиду плохой обусловленности 

матрицы вычисления будут выполняться с высокой точностью BigFloat (1000 

бит). Необходимые для дальнейших экспериментов лунно-солнечные приливные 

ускорения Jx, Jy, Jz в формуле (2.12) для инерциальной системы координат нахо-

дятся с использованием астрономического пакета SOFA [51], а переход во 

вращающуюся систему координат ПЗ.90 выполняется по РД 50-25645.325-89 [52]. 

Результаты эксперимента приведены в Таблице 2.8. 
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Таблица 2.8 – Результаты применения свободной нелинейной интерполяции с 
введением дополнительной информации, шаблон из двух точек 

Координата 
в левой 

части (2.12) 

Степень  
нелинейно-
сти в (2.12) 

СКО невязки 
в инерциаль-
ной системе 
координат в 

мм 

СКО невязки 
во вращаю-

щейся 
системе ко-

ординат в мм 

СКО невязки 
в инерциаль-
ной системе 
координат в 

мм 

СКО невязки 
во вращаю-

щейся 
системе ко-

ординат в мм 
Без использования лунно-

солнечных ускорений 
С использованием лунно-

солнечных ускорений 
X 2 1646 – 1619 – 
X 3 128 119 21 16 
X 4 99 89 15 3,7 
X 5 75 54 13 2 
Z 2 2869 – – – 
Z 3 44 50 20 15 
Z 4 30 38 14 3,5 
Z 5 21 27 12 – 
 

Из Таблицы 2.8 делается вывод, что введение лунно-солнечных ускорений в 

формулу свободной интерполяции позволяет уменьшить СКО погрешности ин-

терполяции при степени нелинейности 5 до 2 мм.  

 

2.3.3 Определение скоростей по SP3-данным 

В задачах ГНСС часто встает необходимость получения не только значений 

координат навигационного спутника, но и вектора скорости. Наиболее часто 

встречающийся метод восстановления скоростей основывается на аппроксимации 

рядов данных полиномами, после чего вычисляется производная по полиному и 

находится скорость в требуемый момент времени. Метод свободной интерполя-

ции позволяет получать компоненты вектора скорости непосредственно из SP3-

точек. 

Используем в качестве примера финальную формулу свободной нелинейной 

интерполяции (2.12), однако заменим  tx ˆ  на  tx ˆ  (проекцию скорости на данную 

ось координат), и тогда получаем формулу для интерполяции скоростей методом 

свободной нелинейной интерполяции: 
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где zyxqpiii η,η,η,κ,γ,β,α ,  – это коэффициенты свободной интерполяции; 

 𝐽௫, 𝐽௬ , 𝐽௭ – дополнительная информация, вносимая в уравнение свободной интер-

поляции (проекции лунно-солнечных ускорений). 

Проведем экспериментальную оценку СКО интерполируемой скорости с 

использованием нелинейной свободной интерполяции. Используется двухто-

чечный шаблон интерполяции с различной степенью нелинейности. В 

качестве целевой точки выбирается точка в середине такого шаблона. Экс-

перименты будут проводиться на данных орбиты спутника R01 ГЛОНАСС за весь 

2013 год, за исключением дней с теневыми участками и аномальных дней. Вы-

числение лунно-солнечных ускорений проводилось с использованием SOFA [51] 

для вычисления ускорений в инерциальной системе координат и РД 50-25645.325-

89 [52] для перехода во вращающуюся систему координат ПЗ.90. Результаты экс-

перимента представлены в Таблице 2.9. 

 

Таблица 2.9 – Результаты применения свободной нелинейной интерполяции с 
введением дополнительной информации для интерполяции скоростей 

Параметр в  
левой части 

(2.13) 

Степень  
нелинейности 

в (2.13) 

СКО невязки скорости в инерциальной  
системе координат в мм/с 

Без использования лунно-
солнечных ускорений 

С использованием лунно-
солнечных ускорений 

𝑉௫ 2 0,2108 0,2100 
𝑉௫ 3 0,0064 0,0058 
𝑉௫ 4 0,0051 0,0030 
𝑉௫ 5 0,0038 0,0018 
𝑉௭ 2 0,2494 0,2492 
𝑉௭ 3 0,0030 0,0029 
𝑉௭ 4 0,0022 0,0020 
𝑉௭ 5 0,0018 0,0016 
 

Отметим, что нахождение скорости с точностью 0,001 мм/сек соответствует 

точности 1 мм при интегрировании уравнений движения на промежутке 15 мин. 

Применение нелинейной формулы (2.12) позволило относительно простыми сред-
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ствами (не используя численные методы интегрирования дифференциальных 

уравнений, подробные данные о гравитационном поле Земли и т.п.) находить ско-

рость навигационного спутника по двум SP3-точкам с СКО = 0,0016 мм/сек. 

 

2.3.4 Оценка устойчивости метода свободной интерполяции  

Оценка устойчивости свободной интерполяции к данным ограничен-

ной точности 

Так как в реальных условиях данные об орбитах ограничены количеством 

разрядов, проведем оценку устойчивости метода интерполяции Лагранжа и мето-

да свободной интерполяции к ограничению точности данных. Под ограничением 

точности данных будет пониматься число значащих знаков в числе, а для ограни-

чения этого числа мы будем округлять данные об орбитах до мм, см, дм. Для 

экспериментов были использованы данные, взятые с IGS за 2013 год для спутника 

ГЛОНАСС R01 с удалением теневых участков и дней с аномалиями. Для обуче-

ния свободных коэффициентов использовались орбиты, рассчитанные путем 

численного интегрирования уравнений движения. Для определения СКО погреш-

ности метода свободной интерполяции вычисления выполнялись по SP-данным c 

округлением. 

 

Таблица 2.10 – Результаты оценки погрешности методов интерполяции Лагранжа 
и линейной свободной интерполяции 

Исследуемый алгоритм интерполяции 
(t̂ в середине интерполяционного шаблона) 

Ограничение точности данных 
дм см мм 

СКО отклонения вычисленной коорди-
наты от исходных данных, мм 

Алгоритм Лагранжа, шаблон из 6 точек 1125 1125 1125 
Алгоритм Лагранжа, шаблон из 8 точек 22.01 9,6 9,5 
Алгоритм Лагранжа, шаблон из 10 точек 20.7 2,83 0.28 
Алгоритм Лагранжа, шаблон из 12 точек 21.2 2.9 0.27 

Линейная свободная интерполяция по шаблону из 
6 точек с коэффициентами, найденными по дан-

ным ограниченной точности 
19.92 2.75 0.71 
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Окончание таблицы 2.10 

Исследуемый алгоритм интерполяции 
(t̂ в середине интерполяционного шаблона) 

Ограничение точности данных 
дм см мм 

СКО отклонения вычисленной коорди-
наты от исходных данных, мм 

Линейная свободная интерполяция по шаблону из 
8 точек с коэффициентами, найденными по дан-

ным ограниченной точности 
17.5 2.74 0.26 

Линейная свободная интерполяция по шаблону из 
10 точек с коэффициентами, найденными по дан-

ным ограниченной точности 
15.96 2.22 0.22 

Линейная свободная интерполяция по шаблону из 
12 точек с коэффициентами, найденными по дан-

ным ограниченной точности 
13.64 1.99 0.17 

 

Как видно из Таблицы 2.10, округление данных имеет одинаковый эффект 

как для интерполяции Лагранжа, так и для линейной свободной интерполяции, а 

также погрешность, сопоставимую со степенью округления исходных данных. 

Рассмотрим погрешность, возникающую из-за ограничения точности используе-

мых данных для нелинейной свободной интерполяции, на примере 

двухточечного шаблона интерполяции с целевой точкой в середине шаблона. 

В Таблице 2.11 приводятся результаты интерполяции как координат, так и скоро-

стей в условиях ограничения точности исходных данных. 

 

Таблица 2.11 – Результаты применения нелинейной свободной интерполяции к 
данным с ограниченной точностью 

Интерполируемый 
параметр в (2.13) 

Степень 
нелинейности 

в (2.13) 

СКО отклонения вычисленной координаты от 
исходных данных, мм, мм/с 

Ограничение точности данных 

– дм см мм 
X 3 16 25 16 15 
X 4 3,7 25 4,3 3,8 
Z 3 15 20 16 15 
Z 4 3,5 20 4 3,5 
𝑉௫ 3 0,0058 0,0456 0,0074 0,0058 
𝑉௫ 4 0,0030 0,0453 0,0055 0,0031 
𝑉௭ 3 0,0029 0,0458 0,0054 0,0029 
𝑉௭ 4 0,0020 0,0458 0,0050 0,0020 
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По результатам, полученным в Таблице 2.11, делается вывод о том, что не-

линейная свободная интерполяция также имеет погрешность, сопоставимую со 

степенью округления исходных данных. Это говорит об устойчивости метода 

свободной интерполяции к данным ограниченной точности. Следующая серия 

экспериментов рассматривала метод свободной экстраполяции в условиях данных 

с ограниченной точностью.  

 

Таблица 2.12 – Результаты применения свободной линейной экстраполяции к 
данным с ограниченной точностью 

Сдвиг целе-
вой точки 

относительно 
последней 

точки  
шаблона  
(t̂ - tn), сек 

Количество точек n, которые составляют шаблон экстраполяции 
с использованием метода линейной свободной экстраполяции (2.6) 

22 24 26 28 30 
СКО вычисленной координаты от исходных данных, мм 

дм см мм дм см мм дм см мм дм см мм дм см мм 

300 52 6.8 1 51 6.8 0.9 51 6.7 0.9 51 6.4 0.8 51 6.4 0.8 
600 95 15 2.6 94 15 2.4 94 15 2.3 94 14 2.2 94 14 2.1 
900 162 30 5.6 160 30 5 160 29 5 159 27 4.6 159 27 4.5 
1200 257 53 11 255 53 9.5 253 51 9.3 253 47 8.5 252 46 8.3 

 

По Таблице 2.12 видно, что метод свободной экстраполяции устойчив к ог-

раничению точности данных, увеличение СКО происходит в пределах 

ограничения данных.  

 

Оценка стабильности коэффициентов свободной интерполяции с тече-

нием времени 

Одним из важных параметров является стабильность коэффициентов с те-

чением времени. Была проведена проверка стабильности коэффициентов 

свободной интерполяции через 5 лет. Для проверки стабильности коэффициентов 

с течением времени и применимости их к данным других центров IGS коэффици-

енты, рассчитанные по данным на 2013 год для двухточечного шаблона с целевой 

точкой в середине шаблона, были применены к SP3-данным спутника R01 за март 

2017 год, рассчитанным центром CODE [6]. Для нелинейной свободной интерпо-

ляции с использованием приливных воздействий СКО невязки составляет для 3 
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степени 4 см, для 4 степени – 1,5 см. Это показывает стабильность таких коэффи-

циентов на интервале в 5 лет, с небольшой деградацией точности интерполяции. 

 

2.4 Выводы по главе 2 

Рассмотренный в данной главе метод свободной интерполяции позволяет 

достичь уменьшения числа SP3-точек, используемых в формуле линейной интер-

поляции (2.5) до 6, что обусловлено числом параметров, описывающих орбиту 

навигационного спутника.  

Свободная линейная интерполяция позволяет использовать в формуле ин-

терполяции информацию как об одной координате, так и обо всех трех 

координатах, что дает эффект при числе SP3-точек в шаблоне интерполяции 

меньше шести и использовании нелинейных слагаемых в интерполяционной фор-

муле (2.10). Это позволяет сократить число SP3-точек в шаблоне до трех.  

Последнее изменение, которому подвергся метод нелинейной свободной 

интерполяции, – это введение в формуле (2.12) дополнительной информации в 

виде вектора лунно-солнечных ускорений.  

Идея свободной интерполяции применяется не только непосредственно к 

координатам навигационного спутника, но и к компонентам вектора скорости, как 

показано в разделе 1.4.3. 

Использование формул (2.12) и (2.13) позволяет выполнять интерполяцию 

кинематических параметров движения навигационных спутников по двум SP3-

точкам с СКО для координат 2 мм, для проекций скоростей – 0,0016 мм/с. 

Как было показано в численных экспериментах, свободную интерполяцию 

применима и для экстраполяции координат навигационных спутников, при этом 

погрешность экстраполяции выше по сравнению с результатами интерполяции и 

зависит от удаления целевой точки от конца шаблона, однако находится на уровне 

нескольких миллиметров для экстраполяции на временные интервалы до 15 ми-

нут. При экстраполяции на 15 минут СКО погрешности составляет 5 мм при 

использовании линейной свободной экстраполяции по 24 SP3-точкам. При ис-

пользовании нелинейной свободной экстраполяции такая точность достигается 
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при использовании 4 SP3-точек и степени нелинейности 3. Это показывает воз-

можность применения метода свободной экстраполяции для экстраполяции 

орбиты в начале и в конце суточных интервалов. 

На программный комплекс, реализующий метод линейной свободной ин-

терполяции орбиты навигационных спутников по SP3-данным, было получено 

свидетельство о регистрации программы для ЭВМ [37]. Этот программный ком-

плекс состоит из двух частей, реализующих адаптивный алгоритм машинного 

обучения для универсальной интерполяции орбит спутников ГНСС по SP3-

данным с высокой точностью (менее 1 мм). Данный комплекс позволяет повысить 

точность интерполяции более чем в 100 раз для шаблона из шести SP3-точек по 

сравнению с полиномиальной или тригонометрической интерполяцией. 

Концепция, заложенная в основу метода свободной интерполяции, находит 

применение не только для интерполяции или экстраполяции кинематических па-

раметров движения навигационных спутников, но и в других задачах, где число 

данных, по которым нужно восстановить значение функции, ограничено. Пример 

такой задачи – это новая интерполяционная модель ионосферных задержек, опи-

санная в работах Царева С.П., Валиханова М.М., Денисенко В.В. [53, 54]. 
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Глава 3. Обнаружение скачков в фазовых измерениях одночастотных 

приемников с различными стандартами частоты 

В настоящее время использование навигационных приемников можно 

встретить почти во всех отраслях деятельности человека. Использование фазовых 

измерений НП позволяет значительно повысить точность решения навигационной 

задачи, так как их шум значительно ниже, чем у кодовых измерений. Основная 

проблема использования фазовых измерений заключается в определении фазовой 

неоднозначности, для решения которой существует множество различных мето-

дов. Однако эти методы хорошо работают только в случае, когда фазовая 

неоднозначность постоянна на всем интервале наблюдений. В случае, когда в фа-

зовой неоднозначности присутствуют скачки, она представляет собой кусочно-

постоянную функцию, поэтому сначала восстанавливают данную кусочно-

постоянную функцию, а после этого решают задачу определения фазовой неодно-

значности. Для двухчастотных НП обнаружение скачков обычно выполняется 

комбинацией Мельбурна–Вуббена [2, 20–21]. Для недорогих одночастотных НП, 

появившихся в последнее время на рынке, построение такой комбинации невоз-

можно, и задача поиска скачков для них обычно решается [22] либо с 

использованием доплеровских измерений [23], с использованием нескольких НС 

[24], временными разностями высоких порядков [25] (при этом детектируются 

лишь большие скачки), либо в режимах относительного позиционирования [26, 

27].  

В данной главе предлагаются алгоритмы, позволяющие с высокой досто-

верностью находить положения скачков в фазовых одночастотных измерениях и 

их величину без дополнительной информации за счет применения алгоритмов по-

линомиальных и адаптивных аппроксимаций и современных алгоритмов 

семейства sparse recovery [31].  
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В разделе 3.1 описываются модели измерений для одночастотных НП и раз-

ности этих измерений, которые будут использоваться для формализации задачи 

поиска скачков в фазовых измерениях. 

В разделе 3.2 формализуется задача поиска скачков в фазовых измерениях 

одночастотного НП для двух ситуаций: высокостабильного опорного генератора и 

низкостабильного опорного генератора. Рассматриваются задачи: 

– восстановления кусочно-постоянной функции в смеси с шумом;  

– аппроксимации медленно меняющегося тренда, выделяемого в измерени-

ях НП, и приводится два способа построения наилучшего приближения – 

полиномиальный и адаптивный;  

– линейной фильтрации медленно меняющегося тренда; 

– оценки нормы реализации шума для использования такой оценки в алго-

ритмах поиска скачков.  

В разделе 3.3 рассматриваются две ситуации поиска скачков в фазовых из-

мерениях: НП с высокостабильным опорным генератором и  НП с 

низкостабильным опорным генератором. Рассматриваются алгоритмы поиска 

разрывов на основе линейной фильтрации медленноменяющегося тренда. Алго-

ритмы поиска скачков в фазовых измерениях на основе алгоритмов скользящего 

окна и алгоритмов sparse recovery. В разделе описываются способы улучшения 

существующих алгоритмов sparse recovery, применяемых в других областях обра-

ботки данных, позволяющие применять данный алгоритм к измерениям НП. 

Описывается способ повторной оценки величин скачков по критерию минимиза-

ции ошибки в метрике ℓଶ. 

В разделе 3.4 проводится оценка работы алгоритмов на модельных данных. 

Выполняется оценка размера полиномиального и адаптивного базиса для аппрок-

симации геометрической дальности. Приводятся модели, которые будут 

использоваться в модельных экспериментах. Описываются эксперименты по 

оценке точности, предложенного способа оценки нормы реализации шума; экспе-

рименты по определению СКО ошибки оценки величины разрыва кусочно-

постоянной функции при известном положении разрыва. Проводятся серии экс-



57 

периментов по оценке точности алгоритмов ATV (Approximation – Total Variation), 

в которых обосновываются преимущества использования адаптивных базисов по 

сравнению с полиномиальными. Приводится статистика экспериментов обнару-

жения одиночного и множественных разрывов предложенными алгоритмами.   

В разделе 3.5 проводятся эксперименты по применению алгоритмов, рас-

смотренных в рамках данной главы, к реальным данным (измерительной 

информации, взятой со станций сети IGS). Приводится описание станций, изме-

рительная информация которых была обработана в данном разделе. Приводятся 

результаты применения линейной фильтрации к измерениям. Приводится обосно-

вание использования для НП с низкостабильными опорными генераторами вместо 

фазовых измерений, разности кодовых и фазовых измерений. Описываются ре-

зультаты экспериментов по обнаружению модельного скачка в реальных 

измерениях алгоритмом CPHATV-LP (Constrained Polynomial Hahn Approximation 

– Total Variation – в метрике ℓ௣). 

 

3.1 Модели измерений для одночастотного приемника  

 

В данном подразделе рассматриваются модели измерений одночастотного 

НП, которые будут использоваться в разрабатываемых алгоритмах. 

 

Модель фазовых измерений 

Модель фазовых измерений для одночастотного НП, согласно [1, 2], запи-

сывается как (3.1): 

 
  ,ε)()()()(τ)(τ

)(ωλ))()(()(ρ)( )()(

LiрелiНСШВiНПШВiионiтропо

iiLНСТрактiLНПТрактii

ttttttttc

tNttttcttL




 (3.1) 

где ti – момент измерений по шкале времени приемника; )( itL  – фазовые измере-

ния НП; )(ρ it  – геометрическая дальность; c – скорость света; )( iНСШВ tt  – 

расхождение ШВ (шкалы времени) НС и СШВ (системной шкалы времени) 

ГНСС; )( iНПШВ tt  – расхождение ШВ НП и СШВ ГНСС; )()( iLНСТракт tt  – фазо-
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вая задержка сигнала в тракте НС; )()( iLНПТракт tt  – фазовая задержка в тракте 

НП;  – длина волны на частоте несущей; )(τ iтропо t  – задержка сигнала в тропо-

сфере; )(τ iион t  – фазовая задержка сигнала в ионосфере (первого порядка); релt  – 

задержка, вызванная релятивистскими эффектами; N – фазовая неоднозначность; 

)(ω it – доворот фазы из-за взаимного положения антенны НС и НП; Lε  – аддитив-

ный шум фазовых измерений. 

 

Модель кодовых измерений 

Модель кодовых измерений для одночастотного НП согласно [1, 2] записы-

вается как (3.2): 

  ,ε)()()()(τ)(τ

))()(()(ρ)( )()(

СiрелiНСШВiНПШВiионiтропо

iСНСТрактiСНПТрактii

ttttttttc

ttttcttС




 (3.2) 

где ti – момент измерений по шкале времени приемника; )( itC  – кодовые 

измерения НП; )(ρ it  – геометрическая дальность; c – скорость света; 

)( iНСШВ tt  – расхождение ШВ (шкалы времени) НС и СШВ (системной шкалы 

времени) ГНСС; )( iНПШВ tt  – расхождение ШВ НП и СШВ ГНСС; 

)()( iCНСТракт tt  – кодовая задержка сигнала в тракте НС; )()( iCНПТракт tt  – кодо-

вая задержка в тракте НП; )(τ iтропо t  – задержка сигнала в тропосфере; )(τ iион t  – 

фазовая задержка сигнала в ионосфере (первого порядка); релt  – задержка, вы-

званная релятивистскими эффектами; Cε  – аддитивный шум кодовых измерений. 

 

Разность кодовых и фазовых измерений 

Разность кодовых и фазовых измерений записывается как (3.3): 

  ,εε)(ωλ)(τ2))(

)()()(()(

)(

)()()(

CLiiионiСНСТракт

iСНПТрактiLНСТрактiLНПТрактi

tNtctt

ttttttctLC




 (3.3) 

где ti – момент измерений; )( itLC  – разность кодовых и фазовых измерений; c – 

скорость света в ваакуме;  – длина волны на частоте несущей; )(LНСТрактt  – фа-
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зовая задержка в тракте навигационного спутника; )(СНСТрактt  – кодовая задерж-

ка в тракте навигационного спутника; )(LНПТрактt  – фазовая задержка в тракте 

навигационного приемника; )(СНПТрактt  – кодовая задержка в тракте навигацион-

ного приемника; )(τ iион t  – задержка сигнала в ионосфере; N  – фазовая 

неоднозначность;  itω  – доворот фазы; Lε  – аддитивный шум фазовых измере-

ний; Cε  – аддитивный шум кодовых измерений. 

 

3.2 Формализация задачи поиска скачков в одночастотных измерениях 

Поиск скачков фазовых измерений в данной работе рассматривается как за-

дача выделения кусочно-постоянной функции (а именно определение положений 

разрывов и их величин в кусочно-постоянной функции) в аддитивной смеси с 

медленно меняющимся трендом и шумом.  

В данной работе для поиска скачков в фазовых измерениях предлагается 

рассматривать измерения (комбинации измерений) НП как сумму из трех состав-

ляющих (3.4): 

     ,)( iiii tntxtsty   (3.4) 

где )( ity  – фазовые измерения )( itL  (3.1) или разность кодовых и фазовых изме-

рений )( itLC  (3.3) одночастотного НП на моменты времени it ;  its  – медленно 

меняющийся тренд в измерениях;  itx  – кусочно-постоянная функция скачков в 

фазовых измерениях;  itn  – шумовая составляющая измерений; it  – временной 

ряд, соответствующий моментам времени измерений (измерения идут с одинако-

вым шагом по времени, однако в таком ряду могут присутствовать пропуски). 

В работе предлагается рассматривать решение задачи восстановления ку-

сочно-постоянной функции  itx  в двух ситуациях. 

Первая ситуация – поиск скачков в фазовых измерениях НП с высокоста-

бильным (водородным) опорным генератором – с использованием алгоритмов, 

описанных в подразделе 3.3. В данной ситуации используются непосредственно 

фазовые измерения, где к медленно меняющемуся тренду  its  относится (3.5): 
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 
 .)()()()(τ)(τ

)(ωλ))()(()(ρ)( )()(

iрелiНСШВiНПШВiионiтропо

iiLНСТрактiLНПТрактiiL

ttttttttc

tNttttctts




 (3.5) 

Описанные в подразделе 3.3 алгоритмы, применяемые к фазовым измерениям НП 

с высокостабильными опорными генераторами, позволяют обнаруживать все 

скачки в этих измерениях. Результаты обработки таких измерений показаны в 

подразделе 3.5.4.  

Вторая ситуация возникает для НП с низкостабильными опорными гене-

раторами; применение алгоритмов, описанных в подразделе 3.3, к фазовым 

измерениям напрямую не позволяет обнаруживать скачки в фазовых измерениях 

по причинам, указанным в подразделе 3.5.3 и работах [55–57]. Для таких НП 

предлагается использовать разность кодовых и фазовых измерений, в которых к 

медленно меняющемуся тренду  its  относится (3.6): 

 .)(ωλ)(τ2))(

)()()(()(

)(

)()()(

iiионiСНСТракт

iСНПТрактiLНСТрактiLНПТрактiLC

tNtctt

ttttttcts




 (3.6) 

Результаты применения алгоритмов, описанных в подразделе 3.3, к разностям ко-

довых и фазовых измерений НП с низкостабильными опорными генераторами 

показаны в подразделе 3.5.5. 

В обеих ситуациях поиск скачков в фазовых измерениях НП формулируется 

как задача восстановления кусочно-постоянной функции  itx  в аддитивной смеси 

с медленно меняющимся трендом  its  и шумовой составляющей  itn . 

Для решения задачи восстановления кусочно-постоянной функции скачков 

в фазовых измерениях рассмотрим следующие задачи: 

– задача поиска кусочно-постоянной функции в аддитивной смеси с белым 

шумом (раздел 3.2.1) для ознакомления с подобными задачами; 

– задача аппроксимации медленно меняющегося тренда полиномиальными 

и адаптивными базисами (раздел 3.2.2); 

– задача удаления медленно меняющегося тренда из аддитивной смеси ли-

нейным фильтром с ортогональным базисом (раздел 3.2.3); 



61 

– задача оценки нормы реализации шумовой составляющей в аддитивной 

смеси с медленно меняющимся трендом и кусочно-постоянной функцией (раздел 

3.2.4). 

 

3.2.1 Задача оценки кусочно-постоянной функции методом минимизации 

полной вариации 

 

Задача оценки кусочно-постоянной функции в аддитивной смеси с белым 

шумом имеет множество решений. Наибольшее распространение такие задачи 

получили при обработке изображений с целью поиска контуров в изображении. 

Одним из наиболее частых методов решения такой задачи является минимизация 

полной вариации оценки кусочно-постоянной функции.  

Введем понятие полной вариации дискретной функции  ii txx , которая 

записывается в следующем виде: 

,)(
1

1
1




 

N

i
iiTV xxx  (3.7) 

где N – длина вектора x. 

В матричной форме значение )(xTV  записывается как: 

,)(
1

xDx TV  (3.8) 

где матрица D определена как: 
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D  (3.9) 

 

p
– оператор нахождения нормы в метрике ℓ௣ – определяется как: 

.p

i

p
ip  xx  (3.10) 

Аддитивная смесь кусочно-постоянной функции x  и белого шума n в век-

торной форме записывается как: 

.nxy   (3.11) 
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Ставится задача найти x̂  – оценку вектора x  в аддитивной смеси y (3.11). 

Задача минимизации полной вариации x̂  в условиях дополнительных ограниче-

ний на норму в метрике ℓଶ остаточного шума в реализации формулируется 

следующим образом:  

 
.

ˆусловиипри
ˆ

2

1












rxy

xDargmin
x x  (3.12) 

Параметр 𝑟 в (3.12) характеризует оценочную норму реализации шума в 

метрике ℓଶ – величину, которая напрямую связана с шумом выражением (3.13): 

.2
i

inr  (3.13) 

Решение подобной задачи для одномерного случая рассматривается во 

множестве работ [59–63 и др.]. Наибольший интерес представляет тот факт, что 

данные алгоритмы позволяют восстанавливать кусочно-постоянную функцию 

даже при СКО шума больше величины разрыва в функции, как будет показано 

ниже. 

3.2.2 Полиномиальная и адаптивная аппроксимация медленно меняющегося 

тренда в смеси с белым шумом 

 

Модель измерений (3.4) без разрыва представляется в виде аддитивной сме-

си медленно меняющегося тренда  its  и шумовой составляющей и записана как: 

     ,iii tntsty   (3.14) 

где  ity  – измерения на моменты времени it ;  its  – медленно меняющийся 

тренд;  itn  – шумовая составляющая. 

Векторная форма записи выглядит следующим образом: 

nsy   (3.15) 
где y – вектор значений измерений  ity , s – вектор значений медленно меняюще-

гося тренда  its ; n – вектор значений шумовой составляющей  itn .  

Ставится задача найти ŝ  – оценку вектора s  по вектору y, которая будет 

иметь наименьшую ошибку приближения в метрике ℓଶ. Моменты времени ti обра-

зуют, вектор меток времени t. 
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Полиномиальная аппроксимация 

Один из способов решения задачи оценки ŝ  – это использование полинома 

наилучшего приближения в метрике ℓଶ.  

Полином наилучшего приближения записывается как: 

,ˆ
0
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
d

j

j
ji tas  (3.16) 
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 argmina – коэффициенты полинома,  

d – максимальная степень полинома. 

В векторной форме задача нахождения коэффициентов a записывается сле-

дующим образом: 

 ,
2

aVyargmina
a

  (3.17) 

где V – матрица Вандермонда (по вектору меток времени t). 

Задача (3.17) решается методом наименьших квадратов (МНК) [41]. 

Тогда значения полинома наилучшего приближения могут быть вычислены 

следующим образом: 

.ˆ aVs   (3.18) 
У данного способа построения полинома наилучшего приближения имеется 

ряд ограничений, связанных с вычислительными проблемами при достаточно вы-

сокой степени полинома [44]. 

Второй способ нахождения полинома наилучшего приближения описан в 

разделе 1.2.1 – использование разложения по ортонормированному полиномиаль-

ному базису: 

,ˆ yMMs  T
PP  (3.19) 

где PM  – это матрица, в столбцы которой записаны дискретные ортогональные 

нормированные полиномы Хана до степени 𝑑. 

Формирование матрицы PM : 
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где ph(ti) – ортонормированные дискретные полинома Хана. 

Расчет дискретных ортогональных полиномов Хана будет выполняться по 

вектору меток времени t, которые соответствуют значениям вектора y. Методика 

построения полиномов подробно описана в разделе 1.2.1, где предложен способ 

построения ортонормированных полиномов, включая полиномы высоких (более 

50) степеней. Тогда в столбцы матрицы MP будут записываться значения рассчи-

танных полиномов на одну степень меньше, чем порядковый номер столбца.  

Сформированная таким образом матрица MP будет иметь размер N × (d+1), 

где N – длина вектора t, d – степень полинома наилучшего приближения. Важно 

отметить, что для данных без пропусков (шаг меток времени в векторе t равно-

мерный) такой базис будет зависеть только от длины вектора t, а не от его 

содержания, что значительно сокращает время расчетов. 

В данной работе под базисом мы будем понимать неполный набор орто-

нормированных дискретных функций, выше был показан способ построения 

такого базиса на основе дискретных полиномов Хана. Основным параметром, ко-

торый характеризует базис, будет его размер, для полиномиальных базисов его 

размер будет на единицу больше максимальной степени полинома, входящего в 

состав базиса. Размер базиса будет определяться исходя из необходимой в задаче 

ошибки аппроксимации. 

 

Аппроксимация адаптивным ортонормированным базисом 

 

С целью уменьшения размера ортонормированного базиса для вычисления 

наилучшего приближения ŝ  для медленно меняющегося тренда s с сохранением 

СКО ошибки аппроксимации на том же уровне в формуле (3.19) используется не 

полиномиальный, а адаптивный к измерениям базис. Во второй главе показано, 

что использование адаптивных функций для интерполяции и экстраполяции ор-

бит навигационных спутников вместо полиномиальных позволяет сократить 
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необходимое число таких функций без снижения точности результатов. Пример 

таких функций 𝛼 приведен на графиках (Рисунок 2.2). Необходимость сокраще-

ния числа функций, используемых в аппроксимации, будет показана позже.  

Заменим в формуле (3.19) полиномиальный базис MP адаптивным MG: 

,ˆ yMMs  T
GG  (3.21) 

где MG – это матрица, содержащая значения дискретных ортонормированных 

адаптивных функций.  

Основной вопрос адаптивной аппроксимации – это способ построения ор-

тонормированного базиса адаптивных к медленно меняющемуся тренду функций. 

В данной работе предлагается способ построения такого базиса на основе множе-

ства измерений, с применением сингулярного разложения SVD [58]. 

 

Алгоритм построения адаптивного базиса 

Пролет навигационного спутника (НС) в зоне радиовидимости навигацион-

ного приемника (НП) является условно периодическим процессом. Исходя из 

этого сопоставляется множество периодов таких пролетов для одного и того же 

НС, таким образом сформировав прямоугольную матрицу измерений, где в каж-

дом столбце будут записаны измерения на отдельный период. НС пролетает в 

зоне радиовидимости точки наблюдения не менее двух раз в сутки, а орбиты на-

вигационных спутников ГЛОНАСС и GPS имеют свойство приближенно 

повторять свою трассу с периодом примерно одни сутки для GPS и периодом 

примерно восемь суток для ГЛОНАСС.   

Измерения НП разбиваются на участки, когда НС находился в зоне радио-

видимости станции – такие участки мы будем называть пролетами. После этого 

выбираются такие пролеты, которые соответствуют участкам повторения трассы 

НС над НП. Выбранные пролеты разбиваются на интервалы заданной длины 𝑁, в 

которых содержатся измерения с заданным шагом, без пропусков (выбираются 

участки, где отсутствуют пропуски). Затем формируется матрица G, в столбцы 

которой записываются фазовые измерения некоторого приемника (например, для 

спутника R01) отрезками длительностью w+1 со сдвигом по времени на величину 



66 

 из некоторого достаточно длинного интервала наблюдений [ta,tb], на котором 

отсутствовали скачки в фазовых измерениях: 
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Для формирования базиса адаптивных функций в данной работе предлага-

ется использовать стандартную процедуру сингулярного разложения SVD [58], 

реализованную в библиотеках языка программирования Julia к полученной мат-

рице 𝐺. Используя SVD, матрица G раскладывается на матрицы U, S, V: 

).(GVS,U, SVD  (3.23) 

 

 В матрицу MG переписываются первые 𝑑 столбцов матрицы U, далее 𝑑 мы 

будем называть размером адаптивного базиса:  
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Количество столбцов d подбирается, исходя из требуемой точности при-

ближения исходной матрицы измерений G усеченными матрицами U, S, V 

(стандартная процедура приближения матрицей малого ранга) [58]. Число d век-

торов адаптивного базиса при той же точности аппроксимации меньше, чем 

необходимое для той же точности число полиномов Хана-Чебышева. 

 

Адаптивная аппроксимация для временного ряда с пропусками 

Часто в измерениях НП могут присутствовать пропуски измерений, для та-

ких случаев при построении адаптивного базиса из матрицы G, которая была 

сформирована по измерениям без пропусков; удаляются строки, соответствующие 

пропускам измерений, и формируется новая матрица G . Адаптивный базис фор-

мируется по новой матрице измерений G  также SVD разложением (3.23). 
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3.2.3 Построение линейного фильтра по ортонормированному базису 

Рассмотрим способ построения такого линейного фильтра F, чтобы компо-

нент медленно меняющегося тренда s занулялся с достаточной в зависимости от 

задачи точностью: 

.0
2

 sF  (3.25) 

В разделе 3.2.2 рассматривается вопрос полиномиальной и адаптивной ап-

проксимации медленно меняющегося тренда на фоне шума, которые могут быть 

найдены по формулам (3.19) и (3.21). Таким образом, линейный фильтр, который 

выполняет операцию зануления медленно меняющегося тренда, выглядит сле-

дующим образом: 

.TMMIF   (3.26) 
Выбор ортонормированного базиса M зависит от цели фильтрации, в дан-

ной работе будут рассматриваться полиномиальный ортонормированный базис 

MP и адаптивный ортонормированный базис MG. Фильтр строится как для данных 

с одинаковым шагом по времени, так и для данных с пропусками, для этого вве-

дем t как вектор меток времени, соответствующих значениям отсчетов измерений, 

записанных в векторе измерений. 

Линейный фильтр F будет применяться к входным измерениям y, поэтому 

помимо исключения компонента s фильтр будет оказывать влияние на компонен-

ты x и n. Наибольшее влияние такой фильтр будет оказывать на кусочно-

постоянную функцию x, что необходимо учитывать при его использовании. При-

мер прохождения кусочно-постоянной функции через линейный фильтр с 

размером базиса 10 показан на графике (Рисунок 3.1). 



68 

 
Рисунок 3.1 – Пример фильтрации кусочно-постоянной функции  

полиномиальным и адаптивным фильтром (размер базиса 10) 
 

Как видно из графика (Рисунок 3.1), кусочно-постоянная функция сильно 

видоизменяется под действием полиномиального и адаптивного фильтра, несмот-

ря на это при малых степенях фильтра величина разрыва уменьшается 

незначительно, с ростом степени полиномиального фильтра эта величина будет 

уменьшаться.  

Для оценки влияния полиномиального фильтра на реализацию шума n (для 

моделирования взят дискретный квази-белый шум с СКО, равным 1) рассмотрим 

разницу между исходной и фильтрованной реализацией, показанной на графике 

(Рисунок 3.2). График (Рисунок 3.2) отображает результат следующих математи-

ческих операций (3.27):  

,nFnz   (3.27) 
где n – реализация модельного дискретного квази-белого шума, F – матрица по-

линомиального фильтра. 
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Рисунок 3.2 – Пример изменения реализации шума после фильтрации 

полиномиальным фильтром 10 степени 
 

Как показано на графике (Рисунок 3.2), реализация шума после прохожде-

ния через линейный фильтр отличается от исходной реализации на некоторую 

медленно меняющуюся функцию: чем меньше размер базиса линейного фильтра, 

тем меньшее влияние фильтр оказывает на шум.  

3.2.4 Оценка нормы реализации шума в метрике 𝓵𝟐 

 

В рассмотренном в разделе 3.2.1 алгоритме поиска разрывов в кусочно-

постоянной функции встает задача оценить параметр r. Для решения данной зада-

чи предлагается использовать рассмотренный в разделе 3.2.3 линейный фильтр 

для уменьшения влияния скачка на оценку нормы шума. 

Рассмотрим выражение: 

n,xsy   (3.28) 
где s – вектор медленно меняющегося тренда; x – вектор, содержащий значения 

кусочно-постоянной функции; n – вектор значений аддитивного белого шума. 

Измерения, прошедшие через линейный фильтр, могут быть записаны  

как: 

n,FxFnFxFsFyFy F  (3.29) 
где F – матрица линейного фильтра медленно меняющегося тренда s. 
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Истинное значение нормы реализации шума записывается как: 

.2
i

ir n  (3.30) 

А его оценка с использованием линейного фильтра будет записана  

как: 

  .ˆ 2 
i

iir nFxF  (3.31) 

Эксперименты, на основании которых делался выбор порядка фильтра и в 

которых показана зависимость оценки нормы реализации шума в метрике ℓଶ, по-

казаны в разделе 3.4.3. 

 

3.3 Алгоритмы поиска скачков в фазовых измерениях 

В данной работе рассматривается две ситуации, в которых выполняется по-

иск скачков в фазовых измерениях.  

В первом случае предполагается, что СКО шумовой составляющей фазовых 

измерений имеет значения существенно меньше, чем величина предполагаемых 

скачков, поэтому для их оценки применяется способ, который был предложен для 

обнаружения аномалий в орбитах НС, описанный в разделе 1.2.2. Идея заключа-

ется в линейной фильтрации медленно меняющегося тренда с последующим 

определением положений скачков и повторной оценкой величин скачков с ис-

пользованием МНК, подробнее данный способ описан в разделе 3.3.1. 

Во втором случае предполагается, что СКО шумовой составляющей фазо-

вых измерений имеет значения, сравнимые с величиной скачка в фазовых 

измерениях, в этом случае был проведен анализ алгоритмов поиска разрывов ку-

сочно-постоянной функции в аддитивной смеси с медленно меняющегося тренда 

и шума. Проблемой в данном случае является выполнение совместной оценки 

медленно меняющегося тренда и кусочно-постоянной функции. 

Исторически, алгоритмы решения задачи с числом уравнений меньшим, чем 

число формальных неизвестных, при условии, что среди неизвестных лишь не-

большое число ненулевых (однако мы предполагаем, что нам неизвестно, какие из 

них ненулевые!), известны уже давно. Очевидные подходы, основанные на пере-
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боре всех возможных поднаборов неизвестных, которые могут оказаться ненуле-

выми, и решении соответствующих редуцированных подсистем, могут быть 

применены лишь при очень небольшом числе неизвестных в силу очевидного 

"комбинаторного взрыва" числа возможных вариантов перебора. Однако и подоб-

ный подход иногда применялся (см. [25]). 

Уже в 90-х годах прошлого века были предложены алгоритмы, основанные 

не на переборе вариантов, а на сведении задачи к некоторой вспомогательной за-

даче минимизации нелинейных функционалов с ограничениями. Широко 

известным примером такого алгоритма служит алгоритм LASSO (least absolute 

shrinkage and selection operator), предложенный в [64] (см. также современное из-

ложение в монографии [65]) и развивавший намного более ранние работы. 

Однако, несмотря на эффективность алгоритма LASSO, успешно применявшегося 

в практике, теоретическое обоснование корректности его работы было явно не-

достаточным. 

Новый этап был открыт в начале 2000-х с появлением работ [66–68], авто-

рами которых были известный специалист в численных методах обработки 

сигналов David Donoho и математик-лауреат Филдсовской премии Terence Tao и 

их ученики. Рассмотрим вначале простейший вариант задачи – линейную неодно-

родную систему алгебраических уравнений с числом уравнений, большим числа 

неизвестных (недоопределенная система). Предположим, что мы должны найти 

точное разреженное решение (т.е. решение с небольшим числом ненулевых пере-

менных = sparse solution), и правая часть системы не включает никаких 

ошибочных или зашумленных измерений. В [66–67] авторам удалось доказать, 

что при достаточно общих и применимых на практике ограничениях на матрицу 

недоопределенной системы можно гарантировать, что находимые алгоритмом 

LASSO и его вариантами поднабор ненулевых переменных единственный и в 

точности тот, который и служит решением задачи при задании априорной оценки 

на число ненулевых неизвестных. Для практически важных случаев зашумленных 

измерений (когда нам надо найти приближенное решение с сохранением требова-

ния разреженности неизвестных) также удается доказать при практически 
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применимых ограничениях на матрицу и уровень шума измерений, что найденное 

алгоритмами семейства LASSO решение мало отличается от истинного. 

Следует отметить, что точно будет найден лишь поднабор ненулевых пере-

менных. Их значения при зашумлении измерений будут, вообще говоря, 

несколько меньше "оптимальных" значений, минимизирующих невязку между 

правой и левой частью недоопределенной системы (эффект shrinkage, отражен-

ный в названии метода LASSO = least absolute shrinkage and selection operator). 

Однако, поскольку задача отбора ненулевых переменных (selection в сокращении 

LASSO) решается точно, можно далее воспользоваться любыми известными ме-

тодами для уточнения значений переменных (например, метод наименьших 

квадратов). 

После работ Donoho, Tao и многих других исследователей прогресс в дан-

ной области развивался поистине стремительными темпами. Сама теоретическая 

область получила название compressive sensing или compressed sensing (наряду с 

более давним именем sparse recovery). Практические применения очень обширны, 

и привести исчерпывающий список просто невозможно. Достаточно сослаться на 

монографии и работы, применяющие эти методы в областях, близких к обработке 

сигналов [69–72], "сверхразрешению" [73] и многочисленные обзорные моногра-

фии и труды конференций (см, например, [74–77]). 

Особо следует отметить успехи, достигнутые с помощью технологий sparse 

recovery в магнитно-резонансной томографии (Magnetic resonance imaging = MRI), 

что позволило в несколько раз сократить время, проводимое пациентами в аппа-

рате МРТ, и улучшить качество получаемого изображения [74]. 

Успехи в теоретических разработках и их приложениях были отмечены пре-

стижными премиями их авторам. В частности, Donoho был отмечен премиями 

Shaw Prize (2013) и Gauss Prize (2018). 

Кроме уже классического метода LASSO, имеются его многочисленные ва-

рианты, в частности, основанные на минимизации полной вариации (total 

variation) искомого вектора, что подробнее описано в подразделе 3.2.1. 
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Именно этот вариант метода мы и будем использовать далее. Практические 

реализации данного метода были известны уже давно и под именем "Fused Lasso" 

описаны в монографии [25]. Общая идея подобных алгоритмов может быть упро-

щенно описана как нахождение неизвестного разреженного (sparse) вектора 

(например, положения разрывов) с помощью решения некоторой задачи оптими-

зации с нелинейной целевой функцией и нелинейными дополнительными 

ограничениями (подробные формальные постановки соответствующих задач при-

ведены ниже в подразделах 3.3.2 и 3.3.3). 

Особенно хорошо разработаны приложения этого метода к обработке изо-

бражений (нахождение границ объектов, локализация резких переходов и т.п.) 

[61, 78–80]. Алгоритмы нахождения разрывов зашумленных одномерных времен-

ных рядов методом минимизации полной вариации также хорошо разработаны 

(см., например, недавние работы [81–82]) и позволяют распознавать разрывы в 

очень сильно зашумленных сигналах [83]. 

Однако, как правило, в публикациях на эту тему рассматривалась задача 

выделения кусочно-постоянной функции из ее смеси с большим шумом. В нашем 

случае ситуация существенно сложнее из-за присутствия гладкого, но очень 

большого по величине тренда. В имеющейся литературе этот случай редко рас-

сматривается, и наиболее подходящей к нашей задаче является работа [63]. 

Следует подчеркнуть, что sparse recovery и compressive sensing уже приме-

нялись в задачах обработки сигналов ГНСС [25, 84–88]. Однако, как легко 

заметить, в работах [25, 84], где и рассматривалась задача нахождения скачков в 

фазовых измерениях, методика применения compressive sensing была выбрана не-

удачно (решение небольших систем недоопределенных линейных уравнений, 

взятых на основе одномоментных измерений) и фактически не позволяет исполь-

зовать все преимущества compressive sensing: лишь решение достаточно больших 

систем обеспечивает помехоустойчивость найденного разреженного решения. В 

дальнейшем мы покажем, как использовать методику compressive sensing в реше-

нии задачи нахождения скачков в фазовых измерениях на основе составления 

больших систем уравнений, исходя из измерений на большом временном интер-



74 

вале наблюдений, что и гарантирует возможность определения положений и ве-

личин разрывов с большой точностью при большом шуме измерений. 

Из работы [63] были рассмотрены два алгоритма: CPATV (Constrained Poly-

nomial Approximation – Total Variation) и CPATV-LP (Constrained Polynomial 

Approximation – Total Variation – в метрике ℓ௣). После их анализа были разработа-

ны модификации способа получения фильтрующей матрицы F, улучшающие 

работу алгоритмов при использовании их для решения нашей задачи. Вместо ис-

пользования матрицы Вандермонда (результаты которого не всегда корректны в 

виду плохой обусловленности матрицы для полиномов больших степеней) вы-

полняется вычисление дискретных ортогональных полиномов Хана. Такие 

алгоритмы мы будем называть CPHATV (Constrained Polynomial Hahn Approxima-

tion – Total Variation) и CPHATV-LP (Constrained Polynomial Hahn Approximation – 

Total Variation – в метрике ℓ௣). Следующим улучшением была замена ортонорми-

рованных дискретных полиномов Хана на ортонормированные дискретные 

адаптивные функции. Такие алгоритмы будут называться CFATV (Constrained 

Free Approximation – Total Variation) и CFATV-LP (Constrained Free Approximation 

– Total Variation – в метрике ℓp). Постановка задачи для алгоритмов CPHATV, 

CFATV, CPHATV-LP и CFATV-LP описана в подразделах 3.3.2 и 3.3.3. 

3.3.1 Алгоритмы поиска разрывов кусочно-постоянной функции на основе 

линейной фильтрации  

 

Поиск максимума разности по времени  

Основной проблемой поиска разрывов кусочно-постоянной функции  itx  в 

аддитивной смеси с медленно меняющимся трендом  its  и шумовой составляю-

щей  itn  в случае малого шума является медленно меняющийся тренд. Причина, 

по которой мы называем этот тренд медленно меняющимся, заключается в том, 

что степень полинома, достаточная для его описания, невысокая, однако значения 

изменения за шаг измерений много больше величины разрыва величиной в один 

цикл (1 длина волны). Как было показано ранее, исключение такого тренда вы-
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полняется с использованием линейного фильтра, описанного в разделе 3.2.3, тогда 

алгоритм оценки кусочно-постоянной функции  itx  формулируется следующим 

образом. 

Пусть y – вектор фазовых измерений, который состоит из трех компонент, 

как описано в формуле (3.4), тогда для нахождения x̂  оценки кусочно-постоянной 

функции x выполняется следующие действия с y: 

1. Вычисляется результат фильтрации: 

.yFy F  (3.32) 

 

2. Выполняется процедура вычисления разностей по времени вектора Fy : 

.FF yDdy   (3.33) 

3. Выполняется поиск положений значений вектора Fdy , которые превы-

шают заданный пороговый уровень (выбирается из соображений ожидаемой 

величины разрыва кусочно-постоянной функции). 

Результаты применения данного алгоритма к реальным измерениям пред-

ставлены в разделе 3.5.4. 

 

Адаптированное к тренду скользящее окно с полиномиальным допол-

нением 

Данный способ поиска скачков в фазовых измерениях заключается в оценке 

разрыва в скользящем окне. Для оценки величины разрыва в кусочно-постоянной 

функции формируется матрица, в которой два первых столбца содержат смодели-

рованный ожидаемый разрыв, а последующие – полиномы для аппроксимации 

медленно меняющегося тренда: 
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где параметр q – половина длины скользящего окна, момент ожидаемого разрыва; 

N = 2q – длина скользящего окна, d – максимальная степень аппроксимирующего 

полинома в окне, phk(ti) – значение дискретного полинома Хана, вычисленного по 

способу, описанному в работе [11] для k – степени и ti – моментам времени, соот-

ветствующим измерениям, для которых строится полином.  

После формирования матрицы C вычисляется псевдообратная матрица Му-

ра – Пенроуза С . 

Далее к вектору измерений y применяется скользящее окно с матрицей С , 

и в каждом окне вычисляется: 

 ,12:ˆ   ijjj yСс
 

(3.35) 

где jс̂ – вектор коэффициентов аппроксимации;  12:  ijjy  – скользящее окно; 

j – положение начального отсчета в скользящем окне. 

Затем выполняется вычисление оценки величины разрыва в середине дан-

ного скользящего окна и запись его в вектор оценок величины разрыва d̂ : 

].1[ˆ]2[ˆˆ
jjij ссd   (3.36) 

После прохождения скользящего окна по всему вектору измерений y и фор-

мирования вектора оценки разрывов d̂  выполняется поиск положения и величины 

пиков в векторе d̂ .  

Вместо полиномиального дополнения phk(ti), могут быть использованы дис-

кретные адаптивные функции, взятые из адаптивного базиса, который описан в 

разделе 3.2.2. 

 

3.3.2 Алгоритмы CPHATV и CFATV 

 

Входными данными для алгоритмов ATV (Approximation Total Variation), 

описанных в работе [63], выступает вектор измерений y, описанный в модели из-

мерений в подразделе 3.2 в случае, когда составляющая медленно меняющегося 

тренда соотносится с разностью кодовых и фазовых измерений формулой (3.3). В 
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таком случае СКО шумовой составляющей измерений сопоставимо с величиной 

единичного скачка. 

Для алгоритма CPATV в соответствии с работой [63] формулируется сле-

дующая постановка задачи для поиска оценки кусочно-постоянной функции x̂ : 

 
,

ˆ условии при

)(ˆ

2









r

TV

xyF

xargminx
x  (3.37) 

где y (входные данные) – вектор дискретных измерений; x̂  (результат работы ал-

горитма) – вектор значений оценки кусочно-постоянной функции; F – матрица 

линейного полиномиального фильтра (принцип построения матрицы описан в 

разделе 3.2.3); r (входной параметр) – норма реализации шума в метрике ℓଶ. 

На выходе алгоритма формируется два вектора: x̂  – оценка кусочно-

постоянной функции, и ŝ  – оценка медленно меняющегося тренда. 

Первой модификацией данного алгоритма будет изменение способа форми-

рования полиномиального фильтра. В разделах 1.2.1 и 3.2.2 описывается причина, 

по которой использование матрицы Вандермонда (3.18) возможно только для по-

линомов малых степеней, поэтому вместо использования вычисления полинома 

наилучшего приближения с использованием матрицы Вандермонда (3.18) для его 

вычисления используется матрица ортонормированных полиномов Хана (3.19). 

Такой алгоритм мы будем называть CPHATV. 

Новый разработанный алгоритм CFATV заключается в использовании вме-

сто полиномиального фильтра для исключения медленно меняющегося тренда 

адаптивный, который использует в своей работе адаптивную матрицу (3.21).  

Для решения задачи (3.37) используются алгоритмы CPHATV и CFATV, 

предложенные в работе [63]. Модифицированные алгоритмы реализованы на язы-

ке Julia. Данные алгоритмы использовались для апробации метода, в конечных 

расчетах использовались версии ℓ௣, которые описаны в разделе 3.3.3. 
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3.3.3 Алгоритмы с использованием 𝓵𝒑-минимизации  

 

В задаче (3.37) для минимизации полной вариации используется норма в 

метрике ℓଵ. В данной модификации алгоритма предполагается использование 

нормы ℓ௣, где 0 ≤ p ≤ 1. Вопросы реализации ℓ௣ минимизации описаны в работе 

[63]. 

В работе [63] предлагается определить регуляризованную норму в метрике 

ℓ௣ следующим образом:  

  ,ε)ε,,(
1

1
1




 

N

i

p
iipTV xxx  (3.38) 

где ε  – положительное число порядка 10-6, необходимое для корректной работы 

алгоритмов ATV.  

Тогда задача нахождения кусочно-постоянной функции x формулируется 

следующим образом: 

 
.

ˆ условии при

)ε,,(ˆ

2









r

pTV

xyF

xargminx
x  (3.39) 

В зависимости от вида алгоритма используются различные способы по-

строения матрицы линейного фильтра F. Так, для алгоритма CPATV-LP 

используется фильтр на основе матрицы Вандермонда (3.18), для алгоритма 

CPHATV-LP – фильтр на основе матрицы ортогональных полиномов Хана (3.19), 

для алгоритма CFATV-LP – фильтр на основе матрицы малого ранга (3.21). 

Для решения задачи (3.39) используются алгоритмы CPATV-LP и CFATV-

LP, предложенные в работе [63]. Модифицированные алгоритмы реализованы на 

языке Julia. Результаты применения данных алгоритмов к модельным данным 

приводятся в разделе 3.4, к реальным данным – в разделе 3.5. 
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3.3.4 Повторная оценка величин разрывов кусочно-постоянной функции в 

смеси с медленно меняющимся трендом и шумом 

 

Предполагается, что по вектору y, используя алгоритмы, описанные выше, 

провели поиск положений разрывов b кусочно-постоянной функции x(ti). Предла-

гается способ повторной оценки величины разрыва с использованием защитного 

интервала 2Δ в окрестностях обнаруженных положений разрывов. Введение за-

щитного интервала позволяет уменьшить влияние ошибки определения 

положения разрывов относительно истинного положения разрыва. Сформируем 

матрицу E, состоящую из кусочно-постоянных интервалов и полиномиальных 

или адаптивных функций (в примере показана матрица с ортонормированными 

полиномами Хана (3.40)):  
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где b – вектор положений разрывов длиной M; Δ – половина защитного интерва-

ла; phk(ti) – значение дискретного полинома Хана, вычисленного по способу, 

описанному в работе [11] для k – степени и ti – моментам времени, соответствую-

щим измерениям, для которых строится полином; d – максимальная степень 

полиномов, которая используется для построения матрицы.  

Вместо полиномиального дополнения phk(ti) могут быть использованы дис-

кретные адаптивные функции, взятые из адаптивного базиса, который описан в 

разделе 3.2.2. 
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Сформулируем задачу оценки величин интервалов кусочно-постоянной 

функции x(ti) и ортогонального разложения медленно меняющегося тренда в виде 

минимизации (3.41): 

 .ˆ
2

eEyargmine
e

  (3.41) 

Задача (3.41) решается с использованием МНК [41].  

Величины разрывов могут быть найдены путем умножения левых M-

элементов вектора оценок ê  на матрицу D: 

].:1[ˆˆ MeDd   (3.42) 
Предложенный способ позволяет получить оценку величин разрывов ку-

сочно-постоянной функции 𝑥(𝑡௜) с наименьшей ошибкой в метрике ℓଶ. 

 

3.4 Апробация алгоритмов на модельных данных 

3.4.1 Оценка необходимого размера базиса для полиномиальной и адаптив-

ной аппроксимации измерений НП 

 

В модельных экспериментах по обнаружению скачков фазовых измерений 

необходимо провести оценку размера полиномиального и адаптивного базиса, ко-

торого достаточно для описания медленно меняющегося тренда в реальных 

измерениях приемника. Медленно меняющийся тренд имеет схожий характер для 

навигационных спутников одной и той же навигационной системы. Основной 

вклад в медленно меняющийся тренд вносит геометрическая дальность, поэтому 

для оценки необходимого размера базиса аппроксимировалась геометрическая 

дальность между НП и различными навигационными спутниками систем 

ГЛОНАСС и GPS. Оценки СКО ошибки аппроксимации показаны в Таблице 3.1. 
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Таблица 3.1 – Оценка СКО ошибки аппроксимации геометрической дальности 

полиномиальными и адаптивными базисами 

Длительность  
интервала, с 

Размер 
базиса 

Полиномиальный базис 
СКО, м 

Адаптивный базис 
СКО, м 

ГЛОНАСС GPS ГЛОНАСС GPS 

60 

1 8471.908 7418.031 5299.019 4109.423 
2 13.387 9.211 7.058 5.013 
3 0.013 0.008 0.005 0.004 
4 1e-6 7e-6 3e-6 2e-6 

300 

1 46245.617 40404.542 19516.662 16366.227 
2 303.933 205.063 175.594 119.101 
3 1.722 1.179 0.647 0.556 
4 0.007 0.004 0.001 0.001 
5 3e-5 1e-6 9e-6 3e-6 
6 1e-6 9e-7 1e-6 9e-7 

900 

1 172974.428 142267.082 37130.214 28836.513 
2 1225.527 1135.115 1059.225 1039.700 
3 51.926 32.856 18.960 14.224 
4 0.328 0.248 0.126 0.099 
5 0.006 0.003 9e-4 5e-4 
6 8e-5 3e-5 1e-5 1e-5 
7 5e-6 5e-6 5e-6 5e-6 
     

3600 

1 679661.139 561986.502 149556.375 119117.851 
2 21212.377 18611.627 15442.587 15098.301 
3 3390.898 2135.330 1210.691 914.380 
4 80.191 63.954 28.324 24.421 
5 7.159 3.768 0.977 0.541 
6 0.346 0.153 0.054 0.036 
7 0.015 0.007 0.001 0.001 
8 0.001 3e-4 1e-4 5e-5 
9 8e-5 4e-5 4e-5 3e-5 

10800 

1 1316935.692 1242729.276 516894.121 538204.040 
2 436946.180 286088.233 176804.499 90416.434 
3 66987.291 50727.691 26732.481 25089.510 
4 13446.089 7055.715 1580.477 1704.245 
5 2300.151 1196.761 291.173 143.020 
6 315.051 141.601 60.601 32.629 
7 79.474 25.422 4.102 4.786 
8 12.300 4.222 0.647 0.292 
9 2.841 0.654 0.115 0.085 
10 0.664 0.136 0.007 0.008 
11 0.104 0.023 0.002 0.001 
12 0.033 0.004 3e-4 3e-4 
13 0.005 8e-4 1e-4 2e-4 
14 0.001 2e-4 1e-4 1e-4 

Условием достаточности будем считать такой размер базиса, когда СКО 

ошибки аппроксимации геометрической дальности будет в пределах нескольких 
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сантиметров. Выбранные размеры базисов для аппроксимации на основании Таб-

лицы 3.1 показаны в Таблице 3.2. 

 

Таблица 3.2 – Достаточный размер базиса для аппроксимации геометрической 

дальности 

Длительность 
интервала, с 

Число полиномов  
(степень плюс один) 

Размер адаптивного базиса 
(число компонент) 

ГЛОНАСС GPS ГЛОНАСС GPS 
60 3 3 3 3 
300 4 4 4 4 
900 5 5 5 5 
1800 6 6 5 5 
3600 7 7 6 6 
7200 9 9 8 8 
10800 12 11 10 10 
 

Как видно из Таблицы 3.1 и Таблицы 3.2, при небольших интервалах (менее 

часа) для аппроксимации геометрической дальности до спутников GPS и 

ГЛОНАСС размер полиномиального и адаптивного базиса одинаковый, с ростом 

интервала размер адаптивного базиса начинает сокращаться по сравнению с раз-

мером полиномиального базиса. Из оценок СКО ошибки аппроксимации (Таблица 

3.1) видно, что с увеличением интервала аппроксимации, при одинаковом размере 

базиса, адаптивная аппроксимация имеет СКО в несколько раз меньше, чем поли-

номиальная. 

 

3.4.2 Описание моделей, используемых в экспериментах  

 

В работе используется модель измерений, описанная в формуле (3.4). Далее 

будут рассмотрены способы моделирования ее составляющих. 

 

Модель медленно меняющегося тренда 

В качестве модели медленно меняющегося тренда будет использоваться два 

варианта. 
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Первый вариант – полиномы различных степеней в зависимости от длины 

интервала анализируемых фазовых измерений. Степени полиномов выбираются в 

соответствии с Таблицей 3.2. Для формирования полинома генерируются случай-

ные равномерно распределенные на всем временном интервале корни полинома, 

после чего происходит его нормирование по ℓଶ. Так как процедура линейна, то 

независимо от амплитуды полиномиальный тренд достаточно исключается поли-

номиальным фильтром – как нормированным, так и с большой амплитудой. 

Второй вариант – это использование расчетной геометрической дальности в 

качестве медленно меняющегося тренда. В этом случае для генерации таких из-

мерений необходимо задавать два параметра: координаты станции наблюдения и 

координаты спутника. В расчете геометрической дальности необходимо учиты-

вать все эффекты, связанные с распространением сигнала (движение спутника за 

время распространения сигнала, поворот Земли за время распространения сигна-

ла), поэтому для моделирования необходимо иметь трассу движения 

навигационного спутника. В качестве данных об орбите спутника будут исполь-

зоваться высокоточные орбиты, рассчитанные аналитическими центрами и 

передаваемые в SP3-файлах. Расчет положения спутника будет выполняться ме-

тодами интерполяции. 

 

Модель кусочно-постоянной функции (скачки в фазовых измерениях) 

 

В качестве модели скачка в фазовых измерениях мы будем использовать ку-

сочно-постоянную функцию с величиной скачка в 1 цикл для измерений в циклах 

и длиной волны для измерений в метрах. Так, пример подобного скачка для ин-

тервала в 900 секунд, где разрыв находится в середине интервала и его величина 

равна 1 циклу, показан на графике (Рисунок 3.3). 
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Рисунок 3.3 – Пример модели скачка в фазовых измерениях  

(разрыв кусочно-постоянной функции) 
 

Модель шумовой составляющей 

 

В качестве модельного шума предлагается использовать статистически не-

зависимые реализации шума с нормальным законом распределения, СКО, равным 

1, и средним значением, равным 0. Пример такой реализации показан на графике 

(Рисунок 3.4). 

 
Рисунок 3.4 – Пример реализации шума (СКО равно 1, средние равны 0) длительностью 900 от-

счетов 

3.4.3 Эксперименты по оценке нормы в реализации шума 

 

Для работы алгоритмов CPHATV-LP и CFATV-LP оценки скачка в фазовых 

измерениях требуется оценить норму реализации шума в метрике ℓଶ в обрабаты-

ваемых измерениях. Для этого предлагается пропускать измерения через 

полиномиальный фильтр высокой степени, как описано в разделе 3.2.4. В данном 

разделе проводится оценка степени достоверности такого метода. 
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Критерием качества оценки параметра принимается коэффициент 𝑘: 

,
ˆ

r

r
k   (3.43) 

где r̂  – это величина оценки параметра r, полученного после фильтрации, а  

r – это истинное значение величины, посчитанное по реализации шума. Чем бли-

же коэффициент k к 1, тем точнее оценка. Если же коэффициент k больше 1, то 

это говорит о том, что такой фильтр переоценивает шум, недостаточно убирает 

влияние полинома и скачка; если коэффициент k меньше единицы, значит, шум 

недооценен. 

В качестве измерений будем использовать модель на основе геометрической 

дальности: 

),()()(ρ)( iiii tntxtty   (3.44) 
где )(ρ it  – моделируемая геометрическая дальность; )( itx  – модельная кусочно-

постоянная функция с разрывом величиной в единицу в середине интервала;  

)( itn  – модельная шумовая составляющая. 

Оценка нормы шума будет проводиться для различных значений СКО шума 

и различных степеней полиномиального фильтра. Размер окна оценивания – 900 

секунд. 

Рассмотрим две ситуации оценки нормы реализации шума: 1) ситуация, ко-

гда оценка происходит в смеси медленно меняющегося тренда, шума и кусочно-

постоянной функции; 2) ситуация, когда оценка происходит в смеси медленно 

меняющегося тренда и шума без кусочно-постоянной функции. Результаты оцен-

ки нормы реализации шума фильтрами с различными размерами базиса показаны 

на графике (Рисунок 3.5), точками отмечены результаты оценки шума с кусочно-

постоянной функцией, сплошными линиями – без кусочно-постоянной функции. 
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Рисунок 3.5 – Коэффициент оценки дисперсии шума с использованием полиномиального 

фильтра степеней от 3 до 50 при СКО шума от 0.5 до 3 
 

На графике (Рисунок 3.5) показана величина коэффициента 𝑘 (3.44), по ко-

торой видно отличие оценки нормы реализации шума от истинного значения. 

Линиями показаны коэффициенты оценки шума в ситуации отсутствия кусочно-

постоянной функции, и как видно из графика (Рисунок 3.5), такая оценка зависит 

только от размера полиномиального базиса фильтра и не зависит от СКО шума. 

Точками показаны коэффициенты оценки шума в ситуации присутствия кусочно-

постоянной функции, и как видно из графиков, эта оценка для малых степеней 

полиномиального находится в ситуации переоценки нормы реализации шума; при 

этом чем меньше СКО шума, тем выше такая переоценка. В случае повышения 

степени полинома наступает момент компенсации недооценки шума нормой ос-

татка от фильтрации кусочно-постоянной функции полиномиальным фильтром; 

при дальнейшем повышении степени полиномиального фильтра оценка нормы 

реализации шума с присутствием кусочно-постоянной функции стремится к 

оценке нормы реализации шума в ситуации отсутствия кусочно-постоянной 

функции. Как показано на графике (Рисунок 3.5), оценка нормы реализации шума 

в ситуации присутствия кусочно-постоянной функции сильно зависит от значения 

СКО шума, и чем меньше СКО, тем сложнее оценить его уровень.  
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В разделе 3.2.3 описывалось, что полиномиальный фильтр исключает мед-

ленно меняющийся тренд, но также и вносит изменения в кусочно-постоянную 

функцию (Рисунок 3.1) и шум (Рисунок 3.2). При достижении определенной сте-

пени полиномиального фильтра зависимость от степени полинома становится 

линейной и отличие составляет не более 1 % для ситуации присутствия или от-

сутствия кусочно-постоянной функции в оцениваемых измерениях. 

Рассмотрим результаты оценки с использованием вместо полиномиального 

фильтра адаптивного (Рисунок 3.6): точками показаны результаты оценки шума с 

кусочно-постоянной функцией, сплошными линиями – без кусочно-постоянной 

функции. 

 
Рисунок 3.6 – Коэффициент оценки нормы шума с использованием адаптивного фильтра с раз-

мером базиса от 3 до 50 при СКО шума от 0.5 до 3 
 

Как видно из графиков (Рисунок 3.5) и (Рисунок 3.6), использование адап-

тивного фильтра позволяет уменьшить размер базиса линейного фильтра, а также 

уменьшает разницу между оценкой в ситуации присутствия и отсутствия разры-

вов кусочно-постоянной функции. 

В рассматриваемых нами задачах восстановления кусочно-постоянной 

функции оценка нормы реализации шума выполняется, когда СКО шума пример-

но равно или больше предполагаемой величине разрыва, что, согласно графику 
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(Рисунок 3.5), при использовании предложенной методики выполняется с ошиб-

кой в пределах 1 %. 

 

3.4.4 Модельные эксперименты по повторной оценке величины разрыва ку-

сочно-постоянной функции 

 

Рассмотрим ситуацию, когда положение разрыва кусочно-постоянной 

функции нам известно и необходимо оценить только его величину. В разделе 

3.3.4 предлагается способ повторной оценки величины разрыва при определенных 

положениях разрывов. Рассчитаем СКО ошибки, при такой переоценке величины 

разрыва изменяя положение разрыва. 

Рассмотрим две ситуации оценки величины разрыва кусочно-постоянной 

функции: первая оценка выполняется в смеси кусочно-постоянной функции и 

шума (без медленно меняющегося тренда); вторая оценка выполняется в смеси 

кусочно-постоянной функции, медленно меняющегося тренда (в виде геометриче-

ской дальности) и шума. 

 

Первая ситуация (без медленно меняющегося тренда) 

Для интервала в 900 секунд было сформировано 100000 реализаций шума с 

нормальным законом распределения, нулевым математическим ожиданием и СКО 

шума, равным единице. После этого данный интервал разбивался на два интерва-

ла в положении i, которое перемещалось от начала интервала до его конца. На 

каждом из двух интервалов вычислялось среднее значение, после чего находилась 

разность этих значений для каждой реализации; затем для каждого положения i 

вычислялось СКО ошибки оценки величины разрыва. Величина СКО ошибки 

оценки в зависимости от положения 𝑖 показана на графике (Рисунок 3.7). 
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 Рисунок 3.7 – СКО ошибки оценки величины разрыва кусочно-постоянной функции в зависи-

мости от положения разрыва на интервале 900 секунд, 
смесь кусочно-постоянной функции и шума 

 

Как показано на графике (Рисунок 3.7), СКО ошибки оценки величины раз-

рыва кусочно-постоянной функции на интервале от 100 до 800 секунд на 900 

секундном интервале не превышает 0.1 от величины СКО шума исходных дан-

ных, что говорит о серьезной ошибке оценки величины разрыва на концах 

интервала оценки. 

Вторая ситуация (с медленно меняющимся трендом) 

Рассмотрим СКО ошибки оценки величины разрыва в смеси из тренда, ку-

сочно-постоянной функции и шума на 100000 реализаций (СКО = 1, 

математическое ожидание = 0). На графике (Рисунок 3.8) показано СКО ошибки 

оценки величины разрыва кусочно-постоянной функции при известном положе-

нии разрыва в аддитивной смеси с трендом в виде геометрической дальности и 

белым шумом. Для оценки использовался метод, описанный в разделе 3.3.4; для 

повторной оценки величины разрыва размер используемого полиномиального ба-

зиса – 3 (максимальная степень полинома 2), адаптивного базиса – 2.  
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 Рисунок 3.8 – СКО ошибки оценки величины разрыва кусочно-постоянной функции в зависи-

мости от положения разрыва на интервале 900 секунд, 
смесь кусочно-постоянной функции, тренда и шума; 

степень полиномиального базиса 2, размер адаптивного базиса 2 
 

Как видно из графика (Рисунок 3.8), СКО ошибки оценки величины разрыва 

кусочно-постоянной функции при положении разрыва в диапазоне от 50 до 850 

секунд на 900 секундном интервале находится в районе 0.2 от величины СКО шу-

ма исходных данных. На графике (Рисунок 3.8) показаны результаты с 

использованием как полиномиального базиса размером 3 (максимальная степень 

полинома 2), так и адаптивного размером 2. Различие между СКО ошибки оценки 

разрыва для полиномиального и адаптивного базиса (Рисунок 3.8) показано на 

графике (Рисунок 3.9). 

 
Рисунок 3.9 – Разница СКО ошибки полиномиального и адаптивного базиса  

при оценке величины разрыва кусочно-постоянной функции 
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Как видно из графика (Рисунок 3.9), СКО ошибки оценки адаптивного бази-

са меньше СКО ошибки адаптивного базиса, при этом размер адаптивного базиса 

на 1 меньше (размер матрицы E одинаковый).  

Рассмотрим СКО ошибки оценки величины разрыва при повышении степе-

ни полиномиального базиса и размера адаптивного базиса на графике (Рисунок 

3.10). 

 
Рисунок 3.10 – СКО ошибки оценки величины разрыва кусочно-постоянной функции в зависи-

мости от положения разрыва на интервале 900 секунд, смесь кусочно-постоянной функции, 
тренда и шума; степень полиномиального базиса 3, размер адаптивного базиса 3 

Различие между СКО ошибки оценки разрыва для полиномиального и адап-

тивного базиса (Рисунок 3.10) показано на графике (Рисунок 3.11). 

 
Рисунок 3.11 – Разница СКО ошибки полиномиального и адаптивного базиса  

при оценке величины разрыва кусочно-постоянной функции 
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По графикам (Рисунок 3.8 и Рисунок 3.10) делаются выводы о том, что уве-

личение размера используемого базиса увеличивает СКО ошибки оценки разрыва 

кусочно-постоянной функции в аддитивной смеси с трендом и шумом, что отра-

жено на следующем графике (Рисунок 3.12). 

 
Рисунок 3.12 – Разница СКО ошибки полиномиального и адаптивного базиса при увеличении 

размера (степени) используемого базиса  
 

В рассмотренных ситуациях оценки величины разрыва кусочно-постоянной 

функции в зависимости от положения видно, что в случае отсутствия медленно 

меняющегося тренда наблюдается наименьшее СКО ошибки оценки по сравне-

нию с ситуацией присутствия медленно меняющегося тренда. Важно отметить, 

что увеличение размера базиса в матрице переоценки величины разрыва E приво-

дит к увеличению СКО ошибки оценки величины разрыва, что показано на 

графике (Рисунок 3.12). Кроме того, важно отметить, что использование адаптив-

ного базиса для построения матрицы переоценки величин разрывов E позволяет 

уменьшить СКО ошибки оценки величины разрыва до 20 %. 

3.4.5 Модельный эксперимент по обнаружению разрыва в кусочно-

постоянной функции с пропусками в данных 

Рассмотрим постоянную функцию, у которой между двумя интервалами 

присутствует пропуск данных. Для данных длительностью 10000 секунд смоде-

лируем ситуацию отсутствия измерений с середины интервала на заданный 

интервал в диапазоне от 0 до 2000 секунд, так что данные разделятся на две части, 
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ко второй части добавляется модельный разрыв величиной 1. После этого будет 

выполняться оценка величины разрыва с использованием описанного в подразде-

ле 3.3.1 алгоритма с линейным полиномиальным фильтром с различным размером 

базиса (от 10 до 30 с шагом 5). Результаты оценки показаны на семействе графи-

ков (Рисунок 3.13). 

 
Рисунок 3.13 – Зависимость величины оценки единичного разрыва от размера полиномиального 

базиса и длительности интервала пропуска измерений 
 

По графикам (Рисунок 3.13) видно, что чем выше степень полинома, тем 

быстрее уменьшается оценка величины разрыва в зависимости от длительности 

интервала пропуска в данных. В экспериментах на реальных данных этот эффект 

будет показан в подразделе 3.5.4. 

3.4.6 Модельные эксперименты применения алгоритма CPATV-LP 

 
В данной серии экспериментов проводилась оценка влияния степени поли-

номиального тренда на вероятность обнаружения места и величины разрыва в 

аддитивной смеси полиномиального тренда, кусочно-линейной функции и белого 

шума. Модельные данные используются согласно описанию, приведенному в раз-

деле 3.4.2. Степень полиномиального тренда будет меняться от 0 до 5, что, 

согласно Таблицы 3.2, соответствует оптимальной степени для полинома наи-

лучшего приближения на мерном интервале 15 минут. Для обнаружения будет 

использоваться алгоритм CPATV-LP с параметром p = 0,5. Оценка шума будет 

выполняться отдельно (до эксперимента обнаружения) по выборке моделируемой 
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шумовой составляющей )( itn . На вход алгоритма CPATV-LP подается вектор мо-

делируемых измерений y, который формируется как сумма трех векторов: 

,nxsy   (3.45) 
где )( ii tss  – вектор с данными модели полиномиального тренда; )( ii txx  – 

вектор с данными модели кусочно-постоянной функции; )( ii tnn  – вектор со 

случайными значениями белого шума.  

В результате работы алгоритма формируются векторы оценки этих компо-

нентов в векторе y: 

,ˆˆˆ nxsy   (3.46) 

где ŝ  – вектор оценки полиномиального тренда s; x̂  – вектор оценки кусочно-

постоянной функции x;  xsyn ˆˆˆ   – вектор оценки шумовой составляющей. 

В данных экспериментах было использовано 100 независимых реализаций 

шума. 

Пример входного сигнала для алгоритмов CPATV-LP показан на графиках 

(Рисунок 3.14). 

 
Рисунок 3.14 – Исходные данные (первый график – реализация шума (СКО = 1),  

второй график – аддитивная смесь разрыв в данных величиной 1 с полиномиальным трендом 
степени 3, третий график – аддитивная смесь всех трех компонентов) 
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Результаты оценки компонентов ŝ , x̂ , n̂  с использованием алгоритма 

CPATV-LP показаны на графиках (Рисунок 3.15). 

 
Рисунок 3.15 – Результаты работы алгоритма CPATV-LP (на первом графике красным цветом 
выделена моделируемая кусочно-постоянная функция, синим – оценка кусочно-постоянной 

функции; на втором графике красным цветом выделен моделируемый медленно меняющийся 
тренд, синим – оценка медленно меняющегося тренда;  

третий график – разница   )(ˆˆ xsxs  ;  

четвертый график – остаточный шум  xsyn ˆˆˆ   
 

На графике (Рисунок 3.15) показаны истинные и оцененные значения x и x̂ , 

s и ŝ , разность   )(ˆˆ xsxs  , остаточный шум  xsyn ˆˆˆ  . 

Для статистического анализа результатов вычислим вектор скачков по 

оценке кусочно-постоянной функции x̂ . Для этого умножим ее на матрицу xD ˆ , 

в полученном векторе приравняем к нулю все значения, которые по модулю 

меньше 1 % истинной величины оцениваемого разрыва. Предполагается, что дан-

ный вектор должен содержать только один ненулевой элемент. Проверив данное 

условие, вычисляем положение ненулевого элемента относительно положения ис-

тинного разрыва и его величину. Принятие решения о правильном 

обнаружении разрыва выполнялось в случае, если его положение было иден-

тифицировано с точностью ±10 секунд. Результаты моделирования показаны в 

Таблице 3.3. 
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Таблица 3.3 – Вероятность правильного обнаружения одиночного разрыва алго-

ритмом CPATV-LP в аддитивной смеси кусочно-постоянной функции, 

полиномиального тренда и шума 

Степень 
полинома 

СКО шума 
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 

0 1,00 1,00 0,94 0,81 0,63 0,52 0,47 0,42 0,32 0,29 0,25 
1 1,00 1,00 0,95 0,80 0,56 0,42 0,31 0,24 0,18 0,16 0,13 
2 1,00 1,00 0,94 0,79 0,58 0,39 0,29 0,25 0,22 0,18 0,17 
3 1,00 1,00 0,94 0,64 0,38 0,27 0,22 0,17 0,14 0,10 0,08 
4 1,00 1,00 0,93 0,64 0,40 0,29 0,21 0,17 0,14 0,10 0,08 
5 1,00 1,00 0,80 0,43 0,28 0,19 0,11 0,10 0,05 0,04 0,02 

 

Как видно из Таблицы 3.3, вероятность обнаружения положения разрыва 

алгоритмами CPATV-LP зависит как от СКО шума в аддитивной смеси, так и от 

степени полиномиального тренда. При высоком СКО шума (более 1) вероятность 

обнаружения разрыва при повышении степени полинома тренда от 0 до 5 умень-

шается в 2-3 раза. 

 

3.4.7 Модельные эксперименты применения алгоритмов CPHATV-LP и 

CFATV-LP  

 

Было проведено несколько десятков экспериментов для сравнения алгорит-

мов CPHATV-LP и CFATV-LP при одинаковом размере ортонормированного 

базиса в линейном фильтре. Модельные данные используются согласно описа-

нию, приведенному в разделе 3.4.2. Для обнаружения будут использоваться 

алгоритмы CPHATV-LP и CFATV-LP с параметром p = 0,5. Оценка шума будет 

выполняться отдельно (до эксперимента обнаружения) по выборке шума )( itn . На 

вход алгоритма CPATV-LP подается вектор моделируемых измерений y, который 

формируется как сумма трех векторов: 

,nxsy   (3.47) 
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где )( ii tss  – вектор с данными модельной геометрической дальностью; 

)( ii txx  – вектор с данными модели кусочно-постоянной функции; )( ii tnn  – 

вектор со случайными значениями белого шума.  

В результате работы алгоритма формируются векторы оценки этих компо-

нентов в векторе y: 

,ˆˆˆ nxsy   (3.48) 

где ŝ  – вектор оценки модельной геометрической дальности s; x̂  – вектор оценки 

кусочно-постоянной функции x;  xsyn ˆˆˆ   – вектор оценки шумовой состав-

ляющей. 

Для моделирования геометрической дальности использовались SP3-данные 

для спутника системы GPS G01. Интервал моделирования вектора 𝑌 составляет 15 

минут с шагом 1 секунда, что составляет 900 отсчетов. Для формирования обу-

чающей матрицы G используется множество интервалов расчетной 

геометрической дальности для данного спутника (более 900 интервалов). Из мед-

ленно меняющегося тренда была вычтено значение геометрической дальности на 

начало интервала.  

Пример входных данных для алгоритмов показан на графиках (Рисунок 

3.16). 

 
Рисунок 3.16 – Исходные данные (первый график – реализация шума (СКО = 1); второй  

график – аддитивная смесь разрыв в данных величиной 1 с трендом в виде геометрической 
дальности; третий график – аддитивная смесь всех трех компонентов) 
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Результат оценки компонентов ŝ , x̂ , n̂  с использованием алгоритма 

CFATV-LP (размер базиса равен 2) показан на графиках (Рисунок 3.17). 

 
Рисунок 3.17 – Результаты работы алгоритма CFATV-LP (на первом графике красным цветом 
выделена моделируемая кусочно-постоянная функция, синим – оценка кусочно-постоянной 

функции; на втором графике красным цветом выделен моделируемый медленно меняющийся 
тренд, синим – оценка медленно меняющегося тренда; на третьем графике показана разница 

  )(ˆˆ xsxs  ; на четвертом графике – остаточный шум  xsyn ˆˆˆ   
 

На графиках (Рисунок 3.17) показаны истинные и оцененные  

значения x и x̂ , s и ŝ , разность   )(ˆˆ xsxs   и остаточная шумовая составляю-

щая  xsyn ˆˆˆ  .  

На малой выборке было проверено влияние размера адаптивного базиса на 

вероятность обнаружения разрыва и правильность оценки его величины. Увели-

чение размера базиса из адаптивных функций приводит к снижению точности 

определения величины разрыва и вероятности обнаружения разрыва, что соотно-

сится с экспериментами, проведенными в разделе 3.4.5 для полиномиального 

тренда и базиса. 
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Выполним оценку компонентов ŝ , x̂ , n̂  с использованием алгоритма 

CPHATV-LP для размера базиса, равного 2. Результаты оценки показаны на гра-

фиках (Рисунок 3.18). 

 
Рисунок 3.18 – Результаты работы алгоритма CPHATV-LP (на первом графике красным цветом 

выделена моделируемая кусочно-постоянная функция, синим – оценка кусочно-постоянной 
функции; на втором графике красным цветом выделен моделируемый медленно меняющийся 
тренд, синим – оценка медленно меняющегося тренда; на третьем графике показана разница 

  )(ˆˆ xsxs  ; на четвертом графике – остаточный шум  xsyn ˆˆˆ   

 
На графиках (Рисунок 3.18) показаны истинные и оцененные  

значения x и x̂ , s и ŝ , разность   )(ˆˆ xsxs   и остаточная шумовая составляю-

щая  xsyn ˆˆˆ  . 

Выводы по экспериментам с алгоритмами ATV 

Проведя анализ экспериментов, описанных в разделах 3.4.1, 3.4.3, 3.4.4, 

3.4.5, 3.4.7, делаются следующие выводы: 

– чем меньше размер базиса (без потери точности аппроксимации тренда) в 

линейном фильтре, тем выше вероятность правильного обнаружения разрыва в 

кусочно-постоянной функции, что показано в разделах 3.4.4 и 3.4.5; 
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– использование алгоритма CFATV-LP по сравнению с алгоритмами 

CPATV-LP и CPHATV-LP для данных, основанных на геометрической дальности, 

позволяет сократить размер базиса линейного фильтра, что, в свою очередь, дела-

ет возможным повышение вероятности обнаружения положения разрыва кусочно-

постоянной функции. 

 

3.4.8 Статистика обнаружения одиночного скачка  

 

Для определения вероятностных характеристик обнаружения скачков пред-

ложенными в разделе 3.3 алгоритмами было проведено статистическое 

моделирование обнаружения случайного единичного скачка. В эксперименте ис-

пользовались алгоритмы скользящего окна с полиномиальным и адаптивным 

базисом (описание в разделе 3.3.1) и алгоритм CFATV-LP, описанный в разделах 

3.3.2 и 3.3.3. Эксперименты проводились на модельных данных, где в качестве 

медленно меняющегося тренда выступала геометрическая дальность, в качестве 

скачка – функция со случайным положением разрыва и величиной разрыва, рав-

ной единице; в качестве шума выступал дискретный квази-белый нормальный 

шум с различным значением СКО шума и нулевым математическим ожиданием. 

Для набора статистики генерировалось 500 различных реализаций аддитивной 

смеси, длина одной реализации составляла 10800 секунд (3 часа). 

Эксперимент проводился как для данных с шагом в 1 секунду, так и для 

данных с шагом в 30 секунд, что соответствует шагу выдачи данных в реальных 

навигационных приемниках. Критерием правильного обнаружения скачка для 

1-секундных данных было обнаружение положения разрыва с точностью ±30 

секунд и величиной от 0.5 до 1.5, что при округлении до целого приводит к за-

даваемой величине разрыва. Критерием правильного обнаружения скачка для 

30-секундных данных было обнаружение положения разрыва с точностью 

±150 секунд (±5 измерений) и величиной от 0.5 до 1.5, что при округлении до 

целого приводит к задаваемой величине разрыва. 
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Результаты экспериментов представлены в виде таблиц (Таблица 3.4 и Таб-

лица 3.6), выраженных в процентах от числа проведенных экспериментов по 

обнаружению. В Таблице 3.5 и Таблице 3.7 приведена статистика правильного 

принятия решения об отсутствии разрыва кусочно-постоянной функции. 

 

Таблица 3.4 – Вероятность правильного обнаружения (в процентах) одиночного 

скачка, 1-секундные модельные измерения 

СКО 
шума 

CFATV-
LP 

Алгоритмы скользящего окна 
Полином. 

300 с 
Адапт. 
300 c 

Полином. 
600 с 

Адапт. 
600 c 

Полином. 
900 с 

Адапт. 
900 c 

0,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
0,5 100,0 99,8 99,8 100,0 100,0 100,0 100,0 
1,0 99,4 47,6 46,8 92,4 92,4 93,4 94,2 
1,5 97,6 17,6 18,2 49,6 50,4 54,2 54,4 
2,0 87,6 6,6 6,6 25,0 24,6 23,2 24,2 
2,5 74,8 5,2 5,4 14,2 14,2 15,6 15,6 
3,0 53,6 3,4 3,2 10,2 9,6 8,8 9,0 

 

Таблица 3.5 – Вероятность правильного принятия решения (в процентах) об от-

сутствии одиночного скачка, 1-секундные модельные измерения 

СКО 
шума 

CFATV-
LP 

Алгоритмы скользящего окна 
Полином. 

300 с 
Адапт. 
300 c 

Полином. 
600 с 

Адапт. 
600 c 

Полином. 
900 с 

Адапт. 
900 c 

0,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
0,5 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
1,0 99,6 99,8 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
1,5 96,8 96,2 99,0 99,2 99,8 99,6 100,0 
2,0 76,8 92,8 96,0 94,4 95,6 96,6 97,4 
2,5 50,0 87,4 92,8 90,6 93,0 92,0 94,8 
3,0 29,2 82,4 84,6 82,4 87,8 87,2 89,6 

 

Таблица 3.6 – Вероятность правильного обнаружения (в процентах) одиночного 

скачка, 30-секундные модельные измерения 

СКО 
шума 

CFATV-
LP 

Алгоритмы скользящего окна 
Полином. 

300 с 
Адапт. 
300 c 

Полином. 
600 с 

Адапт. 
600 c 

Полином. 
900 с 

Адапт. 
900 c 

0,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
0,5 86,53 12,06 11,3 34,23 35,2 27,3 27,8 
1,0 24,86 3,1 2,96 7,73 7,7 5,93 6,46 
1,5 7,63 1,8 1,96 3,63 3,8 3,53 3,83 
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Окончание таблицы 3.6 

СКО 
шума 

CFATV-
LP 

Алгоритмы скользящего окна 
Полином. 

300 с 
Адапт. 
300 c 

Полином. 
600 с 

Адапт. 
600 c 

Полином. 
900 с 

Адапт. 
900 c 

2,0 2,7 1,56 1,56 2,36 2,26 2,16 2,13 
2,5 1,1 0,8 0,66 1,93 2,03 1,43 1,5 
3,0 0,63 0,13 0,23 1,06 1,1 1,0 1,03 

 

Таблица 3.7 – Вероятность правильного принятия решения (в процентах) об от-

сутствии одиночного скачка, 30-секундные модельные измерения 

СКО 
шума 

CFATV-
LP 

Алгоритмы скользящего окна 
Полином. 

300 с 
Адапт. 
300 c 

Полином. 
600 с 

Адапт. 
600 c 

Полином. 
900 с 

Адапт. 
900 c 

0,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
0,5 43,76 84,3 86,06 86,4 86,9 85,43 88,46 
1,0 10,26 53,56 55,6 54,26 55,7 56,46 59,5 
1,5 5,43 37,4 39,6 37,2 39,96 37,46 41,86 
2,0 3,56 27,0 29,5 28,16 29,13 29,66 29,96 
2,5 2,93 16,96 17,53 24,06 24,56 23,46 25,23 
3,0 2,06 3,33 4,3 17,3 20,0 17,1 19,1 

 

Рассмотренные выше алгоритмы имеют довольно большой интервал (для 1-

секундных измерений ±30 секунд), в котором считается, что положение скачка 

определено верно. В Таблице 3.8 показана вероятность правильного обнаруже-

ния (в процентах) положения скачка с попаданием в интервал ±10 секунд от 

истинного положения. 

 

Таблица 3.8 – Вероятность правильного обнаружения (в процентах) скачка с точ-

ностью ±10 секунд для измерений с шагом в 1 секунду 

СКО 
шума 

CFATV-
LP 

Алгоритмы скользящего окна 
Полином. 

300 с 
Адапт. 
300 c 

Полином. 
600 с 

Адапт. 
600 c 

Полином. 
900 с 

Адапт. 
900 c 

0,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 
0,5 100,0 99,8 99,8 100,0 100,0 100,0 100,0 
1,0 94,2 46,2 45,4 86,6 86,2 87,8 88,2 
1,5 79,2 15,8 16,0 40,6 40,8 46,4 46,0 
2,0 63,2 5,4 5,2 19,6 19,0 20,2 20,4 
2,5 50,2 4,8 5,0 11,0 10,8 12,0 11,8 
3,0 33,6 3,8 3,6 7,4 7,0 6,0 6,0 
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 Как видно из Таблицы 3.8, точность обнаружения положения скачка алго-

ритмом CFATV-LP при увеличении СКО шума выше, чем у оконных алгоритмов. 

Высокая точность определения положения скачка позволяет сократить защитный 

интервал, что, в свою очередь, позволяет сохранить больше измерений в даль-

нейшей обработке. 

3.4.9 Статистика обнаружения нескольких скачков 

 

В реальных данных встречаются случаи, когда скачки в фазовых измерени-

ях происходят один за другим, что сильно затрудняет работу алгоритмов. Как 

было показано в разделе 3.4.4, наибольшая сложность обнаружения разрывов ку-

сочно-постоянной функции происходит, когда разрыв находится близко к краям 

интервала измерений. Была проведена оценка эффективности обнаружения 3 мо-

дельных скачков в положениях в 300, 400 и 500 секунд от начала интервала 

измерений, величины разрывов 1, -1, 1 соответственно. Интервал моделируемых 

измерений составляет 10800 секунд (3 часа). Вероятность правильного обнаруже-

ния всех трех разрывов алгоритмом CFATV-LP от СКО шума показана в Таблице 

3.9. 

 

Таблица 3.9 – Вероятность правильного обнаружения нескольких скачков на  
1-секундных модельных измерениях 

СКО шума 0,0 0,25 0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 
CFATV-LP 100 100 99 69 24 1 1 

 

Как видно из Таблицы 3.9, для СКО шума до 0,5 алгоритм CFATV-LP 

справляется с задачей обнаружения скачков, при повышении уровня шума веро-

ятность обнаружения падает.  
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3.5 Апробация алгоритмов на измерениях навигационных приемников 

3.5.1 Исходные данные для отработки алгоритмов 

 

В данном исследовании для отработки и апробации предложенных алго-

ритмов линейной полиномиальной фильтрации и алгоритма поиска скачков 

CPHATV-LP были выбраны станции, расположенные вблизи северного и южного 

полярного круга.  

Наиболее высокий шум, вносимый ионосферой, наблюдается в период вы-

сокой солнечной активности [89] – исходя из этого, были выбраны дни в 2019 

году с высокой солнечной активностью, согласно данным ИЗМИРАН [89]. Таб-

лица 3.10 содержит данные планетарных ионосферно-плазмосферных бурь с карт 

JPL GIM-TEC IONEX [89]. 

 

Таблица 3.10 – Планетарные ионосферно-плазмосферные бури с карт JPL GIM-

TEC IONEX за 2019 год 

№ 

Начало Пиковое значение Пиковое 
значение 
индекса 

Wp 

Окончание 
Длительность 

в часах 

Среднее 
значение 
индекса 

Wp 
Дата 

Время 
UT 

Дата 
Время 

UT 
Дата 

Время 
UT 

657 2019/01/04 12 2019/01/04 22 5.1 2019/01/06 11 48 4.4 
658 2019/05/14 5 2019/05/14 8 5.4 2019/05/16 0 44 4.0 
659 2019/05/27 8 2019/05/27 12 5.0 2019/05/28 0 17 4.4 
660 2019/08/05 7 2019/08/05 12 5.5 2019/08/06 5 23 4.7 
661 2019/08/30 17 2019/09/01 20 5.1 2019/09/02 1 57 4.4 
662 2019/09/27 11 2019/09/27 23 6.8 2019/09/29 4 42 5.0 

 

Как видно из Таблицы 3.10, общий интервал анализируемых данных со-

ставляет 231 час; так как данные загружались за полные сутки, суммарный 

временной интервал анализируемых данных составляет 264 часа или 11 дней.  

В работе была использована измерительная информация, полученная с сети 

IGS, со станций:  

– KIR0, характеристики которой приведены в Таблице 3.11;  

– REYK, характеристики которой приведены в Таблице 3.12; 

– YELL, характеристики которой приведены в Таблице 3.13; 

– OHI3, характеристики которой приведены в Таблице 3.14. 
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Таблица 3.11 – Характеристика станции KIR0 

Сокращенное название  KIR0 
Местоположение Kiruna, Sweden 
Координаты 67.878N, 21.060E, 498.0 m 
Приемник SEPT POLARX5-5.3.0 
Антенна JNSCR_C146-22-1 – OSOD 
Стандарт частоты INTERNAL 
Обрабатываемые ГНСС GPS+GLO+GAL+BDS+QZSS+SBAS 

 

Таблица 3.12 – Характеристика станции REYK 

Сокращенное название  REYK 
Местоположение Reykjavik, Iceland 
Координаты 64.139N, -21.955E, 93.1 m 
Приемник LEICA GR50-4.31/7.403 
Антенна LEIAR25.R4 – LEIT 
Стандарт частоты INTERNAL 
Обрабатываемые ГНСС GPS+GLO+GAL+BDS+IRNSS+SBAS 

 

Таблица 3.13 – Характеристика станции YELL 

Сокращенное название  YELL 
Местоположение Yellowknife, Canada 
Координаты 62.481N, -114.481E, 181.00 m 
Приемник JAVAD TRE_3N DELTA-3.7.5p1 Jan 23, 2019 
Антенна AOAD/M_T – NONE 
Стандарт частоты EXTERNAL MASER 
Обрабатываемые ГНСС GPS+GLO+GAL 

 

Таблица 3.14 – Характеристика станции OHI3 

Сокращенное название  OHI3 
Местоположение O'Higgins, Antarctica 
Координаты -63.321N, -57.901E, 32.15 m 
Приемник LEICA GR50-4.31/7.403 
Антенна LEIAR25.R4 – LEIT 
Стандарт частоты EXTERNAL H-Maser 
Обрабатываемые ГНСС GPS+GLO+GAL+BDS+SBAS 
 

Из официального архива IGS [90] были получены файлы с 1-секундными 

измерениями от выбранных станций в формате RINEX 2.11 (Receiver INdependent 

EXchenge – формат IGS для обмена информацией от навигационных приемников, 

вне зависимости от его производителя) [91]. Для дальнейшей работы файлы изме-

рений в формате RINEX были переработаны в текстовые файлы в столбцовом 
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формате, содержащие всего два столбца: первый – метка времени в секундах, вто-

рой – измерения или комбинация измерений. Были выделены следующие 

измерения и их комбинации (при наличии всех необходимых измерений) для 

спутников ГЛОНАСС: 

– фазовые измерения на диапазоне L1; 

– фазовые измерения на диапазоне L2; 

– кодовые измерения на диапазоне C1; 

– кодовые измерения на диапазоне C2; 

– разность кодовых и фазовых измерений на диапазоне L1–С1L1; 

– разность кодовых и фазовых измерений на диапазоне L2–С2L2; 

– разность фазовых измерений на диапазоне L1 и L2 – L1L2. 

Фазовые измерения L1 и L2 выражаются в циклах, все остальные измерения 

и разности выражаются в метрах. Все измерения объединяются в интервалы по 

нахождению навигационного спутника в зоне радиовидимости станции наблюде-

ния. Для обработки и формирования измерений для последующей обработки 

различными алгоритмами был использован программный пакет GPStk [92] и раз-

работанные в рамках работы скрипты последовательной предобработки 

измерительной информации на языке Julia и AWK [93]. 

 

3.5.2 Линейная фильтрация измерений (комбинаций измерений)  

 

Примеры измерений с отсутствием скачков в фазовых измерениях 

Для измерений (комбинаций измерений), полученных в разделе 3.5.1, про-

ведем оценку шума измерений (комбинаций измерений) с использованием 

линейного полиномиального фильтра.  

На графиках (Рисунок 3.19) для станции KIR0 по порядку показаны: 

– разности кодовых и фазовых измерений C1L1 до использования линейного 

полиномиального фильтра (красный график) и разность по времени (синий 

график); 
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– разности кодовых и фазовых измерений C1L1 после использования линей-

ного полиномиального фильтра (красный график) и разность по времени 

(синий график); 

– разности фазовых измерений L1L2 после использования линейного поли-

номиального фильтра (красный график) и разность по времени (синий 

график); 

– фазовые измерения L1 до использования линейного полиномиального 

фильтра (красный график) и разность по времени (синий график); 

– фазовые измерения L1 после использования линейного полиномиального 

фильтра (красный график) и разность по времени (синий график). 

Вычисление разности по времени выполнялось между соседними измере-

ниями в векторе измерений без учета разницы во времени.  

Аналогичные графики показаны для станций REYK (Рисунок 3.20), YELL 

(Рисунок 3.21) и OHI3 (Рисунок 3.22). На графиках (Рисунок 3.19, Рисунок 3.20, 

Рисунок 3.21, Рисунок 3.22) были выбраны интервалы, когда согласно разности 

фазовых измерений L1L2 в данных отсутствовали скачки в фазовых измерениях. 

В качестве линейного полиномиального фильтра выступал фильтр, который 

строился с использованием ортонормированных полиномов Хана, размер базиса 

фильтра определялся в зависимости от протяженности интервала измерений. В 

показанных далее графиках использовался полиномиальный фильтр с размером 

базиса 21 (максимальная степень полинома 20). 
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Рисунок 3.19 – Обработка измерений станции KIR0 (красным цветом на графиках выделены 

измерения или результаты линейной фильтрации полиномиальным фильтром, 
синим – разности по времени) 
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Рисунок 3.20 – Обработка измерений станции REYK (красным цветом на графиках выделены 

измерения или результаты линейной фильтрации полиномиальным фильтром, 
синим – разности по времени) 
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Рисунок 3.21 – Обработка измерений станции YELL (красным цветом на графиках выделены 

измерения или результаты линейной фильтрации полиномиальным фильтром, 
синим – разности по времени) 
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Рисунок 3.22 – Обработка измерений станции OHI3 (красным цветом на графиках выделены 

измерения или результаты линейной фильтрации полиномиальным фильтром, 
синим – разности по времени) 
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Как видно из графиков (Рисунок 3.19, Рисунок 3.20, Рисунок 3.21, Рисунок 

3.22), для разностных измерений C1L1 результаты вычисления первых разностей 

по времени слабо зависят от фильтрации полиномиального тренда, однако первые 

разности по времени для непосредственно фазовых измерений L1 и результатов 

полиномиальной фильтрации фазовых измерений L1 значительно отличаются 

друг от друга (±4000 циклов к ±0.1 цикла). Такая ситуация характерна для всех 

интервалов наблюдений. 

На графиках разности по времени фазовых измерений видны «выбросы», 

которые появляются из-за пропусков в измерениях. В результатах фильтрации та-

кие выбросы отсутствуют, что говорит о том, что линейный полиномиальный 

фильтр исключил медленно меняющийся тренд даже с учетом пропусков в дан-

ных. 

 

Понятие шумовой составляющей при использовании полиномиальных 

и адаптивных фильтров 

На графиках (Рисунок 3.19, Рисунок 3.20, Рисунок 3.21, Рисунок 3.22) в ре-

зультатах фильтрации измерений полиномиальным фильтром (сверху второй, 

четвертый, шестой красные графики) наблюдается шумовая составляющая (ре-

зультат удаления медленно меняющегося тренда), которая далека от белого шума, 

использовавшегося в моделировании. Такое поведение шумовой составляющей 

обусловлено тем, что размер базиса полиномиального фильтра выбирался таким 

образом, чтобы уменьшить амплитуду медленно меняющегося тренда до такой 

степени, чтобы алгоритмы, применяемые нами для обнаружения скачков в фазо-

вых измерениях, работали. При увеличении размера базиса шумовая 

составляющая будет приближаться к белому шуму, однако это приведет к невоз-

можности обнаружения скачков в фазовых измерениях. Анализ зависимости 

шумовой составляющей от НП с различными опорными генераторами проведен в 

подразделе 3.5.3. 
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Шумовая составляющая будет зависеть как от анализируемых измерений, 

так и от типа и размера применяемого в фильтре базиса. Во всей главе 3 под шу-

мовой составляющей понимаются именно результаты фильтрации. 

Примеры скачков в фазовых измерениях 

Рассмотрим случаи, когда в фазовых измерениях (предположение строится 

на основании анализа результатов фильтрации разности фазовых измерений 

L1L2) наблюдаются скачки. На графиках (Рисунок 3.23) для станции KIR0 по по-

рядку показаны: 

– разности кодовых и фазовых измерений C1L1 после использования 

линейного полиномиального фильтра (красный график) и разность 

по времени (синий график); 

– разности фазовых измерений L1L2 после использования линейного 

полиномиального фильтра (красный график) и разность по времени 

(синий график); 

– фазовые измерения L1 после использования линейного полиноми-

ального фильтра (красный график) и разность по времени (синий 

график); 

– фазовые измерения L2 после использования линейного полиноми-

ального фильтра (красный график) и разность по времени (синий 

график). 



114 

 
Рисунок 3.23 – Обработка измерений станции KIR0 (красным цветом на графиках показаны из-

мерения или результаты линейной фильтрации полиномиальным фильтром, 
синим – разности по времени) 

 

Как видно из графиков (Рисунок 3.23), в разности фазовых измерений на-

блюдается характерный для скачка остаток фильтрации полиномиальным 

фильтром (фильтрация модельного разрыва показана на графике (Рисунок 3.1)), 

по величине скачка делается предположение о том, что скачок имеет величину 

0.22 м, что с учетом того, что полиномиальный фильтр уменьшает величину скач-

ка, характерно для 1 длины волны в диапазоне L2, 𝜆௅ଶ ≈ 0.24 м. На графиках 

результатов фильтрации фазовых измерений данный скачок визуально не наблю-

дается. Рассмотрим аналогичные графики для станции YELL (Рисунок 3.24). 
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Рисунок 3.24 – Обработка измерений станции YELL (красным цветом на графиках выделены 

измерения или результаты линейной фильтрации полиномиальным фильтром, 
синим – разности по времени) 

 

Как видно из графиков (Рисунок 3.24), в разности фазовых измерений на-

блюдается характерный для скачка остаток фильтрации полиномиальным 

фильтром (фильтрация модельного скачка показана на графике (Рисунок 3.1)), по 

величине скачка делается предположение о том, что скачок имеет величину 0.23 

м, что с учетом того, что полиномиальный фильтр уменьшает величину скачка, 

характерно для 1 длины волны в диапазоне L2, 𝜆௅ଶ ≈ 0.24 м. В этот же момент 

времени в результатах фильтрации фазовых измерений L2 наблюдается аналогич-

ный скачок величиной в один цикл. 
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Аномальное поведение шумовой составляющей 

При анализе измерений описанных выше станций также наблюдались си-

туации, когда по результатам фильтрации фазовых измерений в них 

обнаруживались скачки, а по результатам оценки разностных измерений никаких 

скачков не обнаруживалось, что связано с поведением ШВ НП. Пример такой си-

туации показан на графиках (Рисунок 3.25). 

 
Рисунок 3.25 – Обработка измерений станции KIR0 (красным цветом на графиках выделены 

измерения или результаты линейной фильтрации полиномиальным фильтром, 
синим – разности по времени) 

 
На графиках (Рисунок 3.25) видно, что в результатах фильтрации разности 

фазовых измерений L1L2 характерных для скачков остатков фильтрации не на-

блюдается, однако в результатах фильтрации фазовых измерений L1 и L2 

присутствуют аномальные остатки аппроксимаций, предположительно связанные 

с ШВ НП, о чем подробнее будет рассказано в разделе 3.5.3. 
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3.5.3 Необходимость использования разности кодовых и фазовых измерений  

 

При анализе фазовых измерений от станций сети IGS для НП с внутренним 

(кварцевым) опорным генератором амплитуда шумовой составляющей после вы-

полнения линейной фильтрации медленно меняющегося тренда (Рисунок 3.19 и 

Рисунок 3.20) достигает нескольких фазовых циклов, а разность соседних измере-

ний достигает 1 цикла. Для таких станций была выполнена линейная фильтрация 

медленно меняющегося тренда в кодовых измерениях для оценки шумовой со-

ставляющей. Один из примеров результатов сравнения кодовой и фазовой 

шумовой составляющей показан на графиках (Рисунок 3.26). 

 
Рисунок 3.26 – ШВ НП станции REYK и измерения спутника R01 за 04 января 2019 г.  

 

На графиках (Рисунок 3.26) также приведена оценка ШВ НП, сделанная 

аналитическим центром ИАЦ КВНО в ходе выполнения решения задачи ЭВО. Ре-
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зультаты линейной фильтрации кодовых и фазовых измерений, а также ШВ НП 

имеют схожий характер. Подобная шумовая составляющая в реальных фазовых 

измерениях затрудняет применения алгоритмов поиска скачков, описанных в раз-

деле 3.3.  

Похожее поведение шумовой составляющей для НП с низкостабильными 

(кварцевыми) опорными генераторами в фазовых измерениях описывается в рабо-

тах [55–57] и связывается авторами с непрерывно управляемой ШВ НП для 

синхронизации с СШВ ГНСС. Для исключения данного эффекта предлагается ис-

пользовать разность кодовых и фазовых измерений. Эффективность 

использования разности кодовых и фазовых измерений для обнаружения скачков 

величиной в один цикл и более показана в подразделе 3.5.5. 

Необходимо отметить, что для НП из сети станций IGS с высокостабильны-

ми опорными генераторами такого влияния ШВ НП на фазовые измерения не 

наблюдается, что видно по графикам (Рисунок 3.21 и Рисунок 3.22). При этом 

максимальная амплитуда шумовой составляющей не превышает 0,2–0,4 фазовых 

цикла, а разность соседних значений не превышает 0,05 фазовых циклов.  

 

3.5.4 Апробация алгоритма поиска скачков в одночастотных фазовых  

измерениях 

Для НП с высокостабильными опорными генераторами для обнаружения 

скачков в фазовых измерениях предлагается использовать алгоритм на основе ли-

нейной фильтрации фазовых измерений, который подробно описан в подразделе 

3.3.1. К фазовым измерениям применяется линейный фильтр (адаптивный или по-

линомиальный) и выделяется шумовая составляющая, а также возможные скачки 

в фазовых измерениях. После этого вычисляются разности по соседним измере-

ниям, при этом неважно, были ли в измерениях небольшие (менее 10 минут) 

пропуски по времени (линейный фильтр исключает их влияние). С помощью по-

лученных разностей оценивается присутствие скачка в фазовых измерениях. В 

случае присутствия пропуска в данных величина оценки скачка будет зависеть от 
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длительности интервала пропуска и степени полинома, как показано в подразделе 

3.4.5.  

На графике (Рисунок 3.27) красным показан пример результата фильтрации 

(полиномиальный фильтр с размером базиса 15) фазовых измерений без пропус-

ков и скачков. Предположение об отсутствии скачков строится на основании 

результатов фильтрации разности фазовых измерений L1L2.  

 
Рисунок 3.27 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 15) 

к измерениям спутника R07 станции OHI3 19 мая 2019 г. 
 

Для НП с высокостабильными опорными генераторами полиномиальный 

фильтр подбирается такой степени, чтобы СКО шумовой составляющей после 

фильтрации составляло приблизительно 0.1 цикла. После этого по результатам 

фильтрации вычисляются разности между соседними измерениями, как показано 

синим цветом на графике (Рисунок 3.27).  

Обнаружение скачка в фазовых измерениях без пропусков. Для этого вне-

сем в рассмотренные выше измерения модельный скачок величиной 1 цикл в 

середину интервала измерений и выполним повторно процедуру фильтрации (Ри-

сунок 3.28). 
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Рисунок 3.28 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 15) 

 к измерениям спутника R07 станции OHI3 19 мая 2019 г. (с модельным скачком) 
 

Затем вычисляются разности по времени. На синем графике (Рисунок 3.28) 

виден явный пик в месте, где находится моделируемый скачок, величина которого 

совпадает с величиной моделируемого скачка. 

 

Обнаружение скачка в фазовых измерениях с пропусками. Для этого вне-

сем в измерения с вырезанными выше данными модельный скачок величиной 1 

цикл в середину интервала измерений и выполним повторно процедуру фильтра-

ции. Обратимся к красному графику (Рисунок 3.29). 

 
Рисунок 3.29 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 15) 

 к измерениям спутника R07 станции OHI3 19 мая 2019 г.  
(с модельным скачком и пропуском длительностью 300 секунд) 

 

Затем вычисляются разности по времени. На синем графике (Рисунок 3.29) 

виден явный пик в месте, где находится моделируемый скачок, величина которого 
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совпадает с величиной моделируемого скачка, а также показано, что рассматри-

ваемый алгоритм устойчив к пропускам в измерениях. 

Наибольший интерес представляет определение присутствия скачка в мо-

мент пропуска измерений. Такое определение будет зависеть от длительности 

интервала пропуска и величины скачка. В исходных данных (Рисунок 3.27) выре-

жем участок в 1 минуту с 3000 по 3060 секунду и добавим скачок величиной в 1 

цикл в момент начала второго интервала, после чего выполним процедуру фильт-

рации. Обратимся к красному графику (Рисунок 3.30). 

 
Рисунок 3.30 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 15) 

к измерениям спутника R07 станции OHI3 19 мая 2019 г.  
(с модельным скачком в момент пропуска длительностью 60 секунд) 

 

После этого вычисляются разности по времени. На синем графике (Рисунок 

3.30) виден явный пик, положение и величина которого совпадают с модельным 

скачком, что показывает устойчивость алгоритма к малым пропускам в измерени-

ях при условии присутствия скачка в момент пропуска. 

Далее рассмотрим ситуацию, когда в исходных данных (Рисунок 3.27) вы-

режем участок в 5 минут с 3000 по 3300 секунду и добавим скачок величиной в 1 

цикл в момент начала второго интервала, после чего выполним процедуру фильт-

рации. Обратимся к красному графику (Рисунок 3.31). 
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Рисунок 3.31 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 15) 

к измерениям спутника R07 станции OHI3 19 мая 2019 г.  
(с модельным скачком в момент пропуска длительностью 300 секунд) 

 
Затем вычисляются разности по времени. На синем графике (Рисунок 3.31) 

виден пик в месте, где находится моделируемый скачок, величина которого 

меньше величины моделируемого скачка, что говорит о том, что с увеличением 

длительности интервала пропуска в измерениях величина определяемого скачка 

будет уменьшаться.  

Последняя рассматриваемая ситуация: в исходных данных (Рисунок 3.27) 

вырежем участок в 15 минут с 3000 по 3900 секунду и добавим скачок величиной 

в 1 цикл в момент начала второго интервала, после чего выполним процедуру 

фильтрации. Отразим данную ситуацию на красном графике (Рисунок 3.32). 

 
Рисунок 3.32 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 15) 

к измерениям спутника R07 станции OHI3 19 мая 2019 г.  
(с модельным скачком в момент пропуска длительностью 900 секунд) 
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После этого вычисляются разности по времени. На синем графике (Рисунок 

3.32) не виден пик в месте, где находится моделируемый скачок, что показывает, 

что для длительных интервалов пропусков данный алгоритм не позволяет обна-

руживать малые (величиной в 1 цикл) скачки. Это согласуется с результатами, 

показанными в подразделе 3.4.5. 

 

Примеры применения алгоритма к реальным измерениям 

На графиках (Рисунок 3.33, Рисунок 3.34, Рисунок 3.35) показаны результа-

ты применения алгоритма обнаружения скачков в фазовых измерениях к данным 

станции OHI3, красным цветом на графиках выделены результаты фильтрации, 

синим – разности по времени. 

 
Рисунок 3.33 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 9) 

к измерениям спутника R02 станции OHI3 28 мая 2019 г. 
 

На графике (Рисунок 3.33) обнаруживается целочисленный скачок величи-

ной в 3 цикла. 

 
Рисунок 3.34 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 15) 

к измерениям спутника R03 станции OHI3 30 августа 2019 г. 
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На графике (Рисунок 3.34) наблюдается пропуск в данных, но учитывая его 

длительность и результаты, полученные в разделе 3.4.5, делается вывод о том, что 

в данных измерениях скачки отсутствуют. 

 
Рисунок 3.35 – Результаты применения алгоритма поиска скачков (размер базиса 25) 

к измерениям спутника R06 станции OHI3 30 августа 2019 г. 
 

На графике (Рисунок 3.35) алгоритм обнаруживает целочисленный скачок в 

самом начале измерений, а также скачок после пропуска данных величиной в 0,5 

цикла, что говорит о наличии скачка, и, согласно разделу 3.4.5, его величина ~2 

цикла. 

3.5.5 Апробация алгоритма поиска скачков в одночастотных разностях ко-

довых и фазовых измерений 

В разделе 3.3 были предложены и рассмотрены алгоритмы для обнаружения 

скачков в одночастотных фазовых измерениях, для которых были проведены мо-

дельные эксперименты (показанные в разделе 3.4) по оценке вероятности 

обнаружения скачков в зависимости от отношения величины скачка к СКО шума. 

В данном раздел будет рассмотрено применение алгоритма CPHATV-LP к моде-

лируемым скачкам, добавленным к реальным измерениям. Для экспериментов 

использовались измерения двухчастотных приемников, в которых на основании 

анализа разностей фазовых измерений L1L2 после полиномиального фильтра от-

сутствуют скачки в фазовых измерениях. Как было показано в разделе 3.5.2, для 

навигационных приемников с высокостабильными стандартами частоты СКО ос-

таточного шума после линейной фильтрации фазовых измерений не превышает 
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0.05 цикла, что позволяет выполнять поиск скачков фазовых измерений вычисле-

нием разностей по времени после линейной фильтрации. В экспериментах по 

апробации алгоритмов CPHATV-LP будут использоваться данные в виде разности 

кодовых и фазовых измерений.  

Моделирование одиночного скачка в фазовых измерениях 

Для апробации работы алгоритма было выбрано 11 интервалов измерений 

длительностью от 4000 до 8000 секунд. Для увеличения числа экспериментов и 

набора статистики эксперимент по обнаружению модельного скачка в данных 

выполнялся на интервалах в 1000 секунд, которые выделялись из отобранных ин-

тервалов с шагом в 150 секунд; далее на каждом выбранном интервале 

моделировались скачки величиной от 1 до 5 циклов (величина скачка в метрах 

равна произведению числа циклов на длину волны для данного диапазона), на ка-

ждую величину скачка 25 раз моделировалось случайное (равномерно 

распределенное) положение скачка. Таким образом, было сформировано более 

40000 интервалов, в которых, используя алгоритм CPHATV-LP, выполняли поиск 

положения скачка и величины скачка. 

Все эксперименты обнаружения были распределены на группы для различ-

ного значения отношения величины скачка к СКО шума, общее число 

экспериментов в каждой группе приведено в Таблице 3.15.  

 

Таблица 3.15 – Количество экспериментов обнаружения скачков 

Интервал значений отношения величины 
скачка к СКО шума 

Количество экспериментов  
по обнаружению 

от 0.40 до 0.54 3504 
от 0.54 до 0.62 3628 
от 0.62 до 0.95 3612 
от 0.95 до 1.08 3566 
от 1.09 до 1.22 3458 
от 1.22 до 1.55 3615 
от 1.55 до 1.65 3358 
от 1.65 до 2.00 3406 
от 2.00 до 2.18 3506 
от 2.18 до 2.50 3478 
от 2.50 до 2.75 3577 
от 2.75 до 4.00 3575 
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В качестве критерия правильного обнаружения скачка будем считать, что 

обнаружен только один скачок; отклонение обнаруженного скачка от моделируе-

мого положения не более 60 секунд. Результаты правильного обнаружения 

приведены в Таблице 3.16. 

 

Таблица 3.16 – Количество правильных обнаружений скачков 

Интервал значений отноше-
ния величины скачка к СКО 

шума 

Количество правильно  
обнаруженных скачков 

Процент правильного 
обнаружения 

от 0.40 до 0.54 1188 33,90 
от 0.54 до 0.62 1325 36,52 
от 0.62 до 0.95 2045 56,62 
от 0.95 до 1.08 2883 80,85 
от 1.09 до 1.22 2805 81,12 
от 1.22 до 1.55 3219 89,05 
от 1.55 до 1.65 3260 97,08 
от 1.65 до 2.00 3254 95,54 
от 2.00 до 2.18 3490 99,54 
от 2.18 до 2.50 3464 99,60 
от 2.50 до 2.75 3573 99,89 
от 2.75 до 4.00 3575 100,00 

 

Как видно из Таблицы 3.16, алгоритмы CPHATV-LP позволяют обнаружи-

вать скачки в 1-2 цикла в фазовых измерениях в шуме, соизмеримом с величиной 

скачка по одночастотной разности фазовых и кодовых измерений. Для оценки 

точности определения положения скачка рассмотрим двумерную гистограмму 

(Рисунок 3.36) распределения ошибки определения положения скачка от отноше-

ния величины скачка к СКО шума измерений. График (Рисунок 3.36) нормирован 

по интервалам отношения величины скачка к СКО шума, приведенным в Таблице 

3.15 и Таблице 3.16, так что суммарная вероятность для каждого интервала рав-

на 1. 
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Рисунок 3.36 – Распределение ошибки определения положения скачка  

от отношения величины скачка к СКО шума 
 

Как видно из двумерной гистограммы (Рисунок 3.36), при отношении ска-

чок/шум более 0.5 выше вероятность правильного определения скачка в пределах 

±5 секунд (составляет более 0.5), а при отношении скачок/шум выше 1.5 – более 

0.95, что говорит о том, что алгоритм CPHATV-LP позволяет с высокой точно-

стью обнаруживать положения скачка. 

 

Моделирование множественных скачков в фазовых измерениях 

 

В реальных измерениях встречаются не только одиночные скачки, но также 

и множественные скачки фазовых измерений. На интервалах, отобранных для 

проведения моделирования одиночных скачков фазовых измерений, выделялись 

интервалы длительностью 2000 секунд со сдвигом 150 секунд. На каждом интер-

вале формировалось от 2 до 5 скачков величинами от -6 до 6 циклов, выраженных 

в метрах. Было сформировано 1000 интервалов с модельными скачками. Для по-
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иска скачков был применен алгоритм CPHATV-LP, по результатам которого была 

вычислена вероятность правильной идентификации скачков. 

На графиках (Рисунок 3.37 – Рисунок 3.41) показаны примеры смоделиро-

ванных скачков (синим), суммы смоделированных скачков с разностями кодовых 

и фазовых измерений (верхний красный график), а также результаты обнаружения 

скачков алгоритмом CPHATV-LP (нижний красный график).  

 
Рисунок 3.37 – Модель скачков на интервале и результаты восстановления  

кусочно-постоянной функции алгоритмом CPHATV-LP 
 

На графике (Рисунок 3.37) видно, что алгоритм обнаруживает как большие 

(отношение величины скачка к величине СКО шума больше единицы), так и ма-

лые (отношение величины скачка к величине СКО шума меньше единицы) 

скачки. 
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Рисунок 3.38 – Модель скачков на интервале и результаты восстановления  

кусочно-постоянной функции алгоритмом CPHATV-LP 
 

На графике (Рисунок 3.38) показан случай, когда алгоритм обнаруживает 

малые скачки, однако не все положения скачков были определены правильно. 

 
Рисунок 3.39 – Модель скачков на интервале и результаты восстановления  

кусочно-постоянной функции алгоритмом CPHATV-LP 
 

При этом, как видно на графике (Рисунок 3.39), алгоритм обнаруживает да-

же близко стоящие скачки, которые в смеси реальных измерений и моделируемых 

скачков не видны. 



130 

 
Рисунок 3.40 – Модель скачков на интервале и результаты восстановления  

кусочно-постоянной функции алгоритмом CPHATV-LP 
 

На графике (Рисунок 3.40) показано обнаружение малых скачков. 

 
Рисунок 3.41 – Модель скачков на интервале и результаты восстановления  

кусочно-постоянной функции алгоритмом CPHATV-LP 
 

Помимо этого, бывают ситуации, когда алгоритм пропускает малые скачки, 

как это продемонстрировано на графике (Рисунок 3.41). 

Как видно из графиков (Рисунок 3.37 – Рисунок 3.41), алгоритмы CPHATV-

LP позволяют восстанавливать множество скачков в фазовых измерениях, однако 
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при этом может возникать ошибка с положением и величинами обнаруженных 

скачков. Общее число успешно обнаруженных множественных скачков составля-

ет приблизительно 70 % на 1000 экспериментов обнаружения. 

 

3.6 Выводы по главе 3 

В данной главе была решена задача поиска скачков в фазовых измерениях 

одночастотного навигационного приемника с использованием как высокоста-

бильного, так и низкостабильного опорного генератора.  

Для одночастотных навигационных приемников с высокостабильным опор-

ным генератором поиск скачков фазовых измерений выполняется 

непосредственно по фазовым измерениям с исключением медленно меняющегося 

тренда линейным адаптивным фильтром. Скачки в фазовых измерениях, в таком 

случае, непосредственно видны в разностях по времени в фильтрованных фазо-

вых измерениях. Данный алгоритм устойчив к пропускам в измерениях. 

Для одночастотных навигационных приемников с низкостабильным опор-

ным генератором было показано, что на шумовую составляющую фазовых 

измерений большое влияние оказывает шкала времени НП, для исключения кото-

рой предлагается использовать разность фазовых и кодовых измерений. Поиск 

скачков в фазовых измерениях в таком случае выполняется разработанными алго-

ритмами CPHATV-LP или CFATV-LP с вероятностью не менее 80 % при 

отношении величины скачка к СКО остаточного шума измерений, равным 1. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Проведенное исследование было посвящено повышению точности обработ-

ки данных ГНСС, а именно, обработки фазовых измерений одночастотных НП и 

высокоточных финальных орбит НС, рассчитанных аналитическими центрами.  

В первой главе диссертации была разработана и исследована методика ис-

пользования полиномиальной аппроксимации для обнаружения малых аномалий 

в финальных орбитах НС и определения их типа. Исследованные в данной главе 

методы полиномиальной аппроксимации были применены в третьей главе для по-

строения линейного фильтра, исключающего медленноменяющийся тренд в 

фазовых измерениях.  

Во второй главе была исследована и разработана новая концепция адаптив-

ной (свободной) интерполяции. Разработанная концепция успешно исследована 

на решении задачи интерполяции и экстраполяции орбит НС. С помощью данной 

концепции разработаны способы интерполяции кинематических параметров НС: 

линейный  по 6 SP3-точкам и нелинейный по 2 SP3-точкам с точностью в не-

сколько миллиметров. Данная концепция используется в третьей главе для 

построения линейного фильтра медленноменяющегося тренда измерений на ос-

нове адаптивного базиса, что позволяет сократить его размер по сравнению с 

полиномиальным базисом. Концепция свободной интерполяции, разработанная в 

данной главе, имеет большой спектр применения в задачах обработки данных 

ГНСС, в частности, уже нашла применение в задачах моделирования ионосферы, 

о чем написано в выводах по главе. 

В третьей главе диссертации разработаны и исследованы методы поиска 

скачков в фазовых измерениях НП с использованием алгоритмов из семейства 

sparse recovery, а также полиномиальных (проработанных в первой главе) и адап-

тивных (проработанных во второй главе) методов.  

Полученные результаты были успешно применены автором при решении 

задач обработки данных ГНСС, при выполнении работ, выполняемых СФУ по за-

казу АО «ИСС», что подтверждается актами внедрения. 



133 

В ходе проведения диссертационного исследования были достигнуты сле-

дующие результаты: 

1. Разработана методика применения ортогональных полиномов высокой сте-

пени для обнаружения и идентификации аномалий в SP3-данных путем 

аппроксимации этих данных. Настоящая методика позволяет обнаруживать 

аномалии величиной 5 мм и более в SP3-данных; 

2. Выполнен поиск аномалий в орбитах, рассчитанных аналитическими цен-

трами IGS, CODE, ESA, ИАЦ ГЛОНАСС с использованием разработанной в 

рамках диссертации методики. Показаны результаты анализа обнаруженных 

в орбитах аномалий, приведена статистика таких аномалий с 2010 по 2018 

годы. Наименьшее количество аномалий было обнаружено в SP3-данных, 

предоставляемых аналитическим центром CODE. Наибольшее число анома-

лий было обнаружено у аналитического центра ESA; 

3. Разработан линейный метод свободной интерполяции, позволяющий с СКО 

не более 5 мм восстанавливать орбиту НС по 6 SP3-точкам без использова-

ния дополнительной информации; 

4. Разработан нелинейный метод свободной интерполяции, который по двум 

SP3-точкам (используя все три координаты) и с привлечением дополни-

тельной информации о векторе лунно-солнечных ускорений позволяет 

восстанавливать орбиту НС с СКО не более 2 мм; 

5. Разработан линейный фильтр для исключения медленно меняющегося 

тренда из измерений НП на основе полиномиального и адаптивного базиса; 

6. Линейная фильтрация фазовых измерений позволяет обнаруживать скачки в 

фазовых измерениях НП с высокостабильным опорным генератором; 

7. Разработан алгоритм CFATV-LP для поиска скачков в фазовых измерениях, 

который позволяет обнаруживать одиночные скачки с вероятностью 0,8 и 

множественные скачки с вероятностью 0,7 по разности кодовых и фазовых 

измерений даже при низкостабильном опорном генераторе НП. 
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СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

 

CODE – Center for Orbit Determination in Europe (Центр определения орбит в Европе) 

ESA – European Space Agency (Европейское космическое агентство) 

IGS – International GNSS Service (Международная служба ГНСС) 

ИАЦ КВНО – информационно-аналитический центр координатно-временного и навига-
ционного обеспечения 

НС – Навигационный спутник 

НП – Навигационный приемник 

ЭВО – Эфемеридно-временное обеспечение 

SP3 – Standard Product 3 

SP3-данные – Данные об орбите навигационного спутника  

SP3-точка – Эфемериды навигационного спутника на определенный момент времени из 
SP3-данных 

СКО – Среднеквадратичное отклонение 

ЦНИИ – Центральный научно-исследовательский институт 

ГЛОНАСС – ГЛОбальная НАвигационная Спутниковая Система 

ГНСС – Глобальные навигационные спутниковые системы 

RINEX – Receiver independent exchange 

SINEX – Solution independent eschange 

СОЗ – Солнце-объект-Земля 

NANU – Notice Advisory to Navstar Users 

IAU – International Astronomical Union 

IERS – International Earth Rotation and Reference Systems Service 

SOFA – Standards of Fundamental Astronomy 

ПЗ.90 – Параметры Земли 90.11 

ATV – Approximation – Total Variation 

CPHATV – Constrained Polynomial Hahn Approximation – Total Variation 

ШВ – Шкала времени 

СШВ – Системная шкала времени 

SVD – singular value decomposition 

LASSO – least absolute shrinkage and selection operator 

CPATV – Constrained Polynomial Approximation – Total Variation 

CFATV – Constrained Free Approximation – Total Variation 
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