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Одним из современных направлений мембранной науки является разработка “умных” мембран,
которые способны влиять на транспорт компонентов посредством внешнего воздействия. В случае
ионов таким воздействием может быть электрическое поле, создаваемое проводящей поверхностью
пор. В работе предложена математическая модель транспорта ионов в цилиндрической нанопоре с
электронным зарядом на проводящей поверхности и химическим зарядом, отделенным от поверх-
ности слоем Штерна. Модель основана на одномерных уравнениях для потенциала, концентрации
ионов и давления в диффузном слое. В работе она применяется для описания мембранного потен-
циала при нулевом токе, который характеризует величину и тип ионной селективности мембраны.
Показано, что при изменении потенциала поверхности поры в направлении от отрицательных зна-
чений к положительным селективность поры непрерывно изменяется от катиона к аниону. Умень-
шение емкости слоя Штерна или увеличение радиуса поры приводят к снижению ионной селектив-
ности. Наличие положительного (отрицательного) химического заряда вызывает смещение потен-
циала поверхности, при котором происходит переключение ионной селективности, в область
отрицательных (положительных) значений. При указанном значении потенциала мембрана теряет
селективность, диффузионный поток ионов достигает максимального значения, а осмотический
перенос раствора прекращается. Предложенная модель позволяет количественно и качественно
описать результаты экспериментов по переключаемой селективности трековых мембран, модифи-
цированных слоем золота.
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бранный потенциал, математическое моделирование
DOI: 10.1134/S2218117220010071

1. ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время для селективного удаления

ионов из растворов используются как баромем-
бранные процессы, в которых движущей силой
является градиент давления (обратный осмос [1],
нано- и ультрафильтрация [2]), так и электромем-
бранные процессы, где транспорт ионов проис-
ходит под действием градиента электрического
потенциала (электродиализ [3], емкостная де-
ионизация [4]). Для разделения и концентриро-
вания ионов также используют диализ Доннана,
где в качестве движущей силы выступает градиент
концентрации [5]. Задержание и/или селектив-
ный транспорт заряженных компонентов через
мембрану определяются размером пор и зарядом
их поверхности [6]. Развитие мембранных техно-
логий в данной области связано с созданием мем-
бранных материалов с максимальной селектив-

ностью и проницаемостью для целевых ионных
компонентов при минимуме энергетических за-
трат [2, 6, 7]. Такие материалы будут востребованы
не только в области разделения и очистки [8], но и
для создания электрохимических сенсоров и анали-
заторов [9], микро- и нанофлюидных устройств [10],
топливных элементов [11], а также синтетических
аналогов биологических ионных каналов [12].

Одним из современных направлений является
разработка “умных” мембран, которые дают воз-
можность влиять на транспортные свойства це-
левых компонентов посредством внешнего воз-
действия. Управляемый транспорт ионов через
мембрану может быть реализован в результате
взаимодействия структуры пор (их геометрии и
физико-химических свойств поверхности) с
внешним воздействием (трансмембранным по-
тенциалом, внешним электрическим полем, во-
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дородным показателем раствора, температурой,
излучением и др.) [13–15].

В работах [16, 17] была предложена модифика-
ция трековых мембран путем нанесения на по-
верхность пор слоя золота. Было установлено, что
селективность таких мембран можно непрерывно
и обратимо изменять от катиона к аниону путем
приложения внешнего потенциала к проводящей
поверхности мембраны. Эксперименты показа-
ли, что диффузионные потоки ионов через мем-
брану, а также ее ионную проводимость можно
регулировать путем изменения приложенного
потенциала [18, 19]. Реализация описанных меха-
низмов может быть затруднена, если имеет место
адсорбция ионов электролита на поверхность пор
или диссоциация поверхностных функциональ-
ных групп. Следует заметить, что недостатком
модифицированных трековых мембран является
низкая пористость (менее 1%), что затрудняет их
применение в баромембранных процессах. В ра-
ботах [20, 21] были предложены высокопористые
мембраны (60–70%) на основе нановолокон ок-
сида алюминия диаметром порядка 10 нм, покры-
тых слоем углерода с помощью химического оса-
ждения из газовой фазы. Показана возможность
изменения мембранного потенциала при нулевом
токе и ионной проводимости мембраны путем
приложения внешнего потенциала к ее поверхно-
сти [22]. Для отдельных нанопор эти эффекты бы-
ли продемонстрированы ранее в работе [23].
Композитная нанофильтрационная мембрана
на основе проводящего полимера и углеродных
нанотрубок была предложена в [24]. Авторы
впервые продемонстрировали увеличение задер-
жания одновалентных ионов при неизменном
значении жидкостной проницаемости посред-
ством приложения к мембране заданного потен-
циала. В настоящее время также проводятся ис-
следования ионной селективности мембран из
пористого анодного оксида алюминия с проводя-
щим углеродным покрытием, которые представ-
ляют из себя массив параллельных цилиндриче-
ских нанопор [25–27].

Для эффективной реализации процессов управ-
ляемого разделения ионных растворов необходимо
глубокое понимание механизмов транспорта ионов
в нанопористых мембранах. Это требует разработки
математических моделей, связывающих структур-
ные свойства мембраны (размер пор, их форма,
заряд или потенциал поверхности) с ее кинети-
ческими свойствами (жидкостная и диффузионная
проницаемость, ионная проводимость и селектив-
ность, задержание ионов). Попытки создания тео-
рии переключаемого транспорта ионов в проводя-
щих нанопорах на основе ряда существенных
упрощений (замена постоянного потенциала на
поверхности поры постоянной плотностью заря-
да [28], использование равных концентраций со-
ли в резервуарах, разделяемых мембраной, вместо

различных концентраций, которые были в экспе-
рименте [29]) показали лишь удовлетворительное
(качественное) согласие с экспериментом. Од-
ним из распространенных подходов к описанию
мембран являются капиллярные модели, в кото-
рых мембрана представляется в виде массива пря-
мых цилиндрических пор. В качестве альтерна-
тивного подхода можно указать ячеечные модели,
в которых предполагается, что мембрана состоит
из пористых заряженных частиц сферической
формы, окруженных электролитом [30]. Класси-
ческая двумерная капиллярная модель простран-
ственного заряда c постоянной плотностью заря-
да на поверхности поры [31, 32] была обобщена на
случай постоянного потенциала в [33]. При этом
открыт новый эффект усиления мембранного по-
тенциала при нулевом токе за счет индуцирован-
ного заряда на проводящей поверхности [34, 35].
Однако расчеты на основе данной модели [36] по-
казали, что диапазон изменения потенциала по-
верхности поры, в пределах которого происходит
изменение селективности мембраны от катиона к
аниону, на порядок меньше, чем в эксперименте
[16, 17]. В работе [37] была предложена одномер-
ная модель переноса ионов через нанопору при
одновременном присутствии электронного и хи-
мического заряда на поверхности (последний
связан с диссоциацией поверхностных групп и
зависит от pH среды).

Целью данной работы является разработка
усовершенствованной модели переноса ионов
через нанопору с проводящей поверхностью и ее
применение к интерпретации эксперименталь-
ных данных в области управляемого ионного
транспорта (в частности, к зависимости мембран-
ного потенциала при нулевом токе от потенциа-
ла, приложенного к поверхности мембраны).

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
2.1. Постановка задачи

Рассмотрим мембрану, разделяющую два ре-
зервуара с различными концентрациями  и 
симметричного и одновалентного (1 : 1) водного
электролита  Резервуары поддержива-
ются при постоянном давлении. Мембрана рас-
сматривается как массив однонаправленных ци-
линдрических пор радиуса  и длины  Такой
подход является адекватным для описания треко-
вых мембран [16] или мембран из пористого
анодного оксида алюминия [26, 27] со сплошным
проводящим покрытием, которое имеется как на
стенках пор, так и на внешней поверхности мем-
браны. Транспорт ионов осуществляется только
через поры мембраны. Рассматриваемый подход
также может быть применен к описанию мембран
из нановолокон с проводящим углеродным по-
крытием [20, 21]. В этом случае в качестве радиуса

HС LС

( )≥ .H LС C

R .L
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поры может быть выбран средний радиус, вычис-
ляемый из распределения пор по размерам.
В рамках рассматриваемого подхода достаточно
построить математическую модель транспорта
ионов в одной поре (рис. 1). Предполагается, что
стенки поры обладают электронной проводимо-
стью, что типично для металлов или проводящих
полимеров. Таким образом, заряд поверхности 
обусловлен избытком или недостатком электро-
нов и может регулироваться за счет внешнего ис-
точника путем приложения к поверхности задан-
ного потенциала  Будем также предполагать
возможность химического взаимодействия по-
верхности с раствором электролита путем адсорб-
ции ионов или диссоциации поверхностных
групп (например, протонирование/депротониро-
вание) [38, 39]. Заряд поверхности  обуслов-
ленный указанными процессами, будем называть
химическим. Он может зависеть от концентрации
ионов, pH среды, потенциала внутри поры и др.
[37]. В данной работе химический заряд предпо-
лагается постоянным (такая ситуация может на-
блюдаться, например, при фиксированном pH
среды). В рамках рассматриваемой модели элек-
тронный и химический заряды разделены слоем
Штерна, имеющем толщину  и относительную
диэлектрическую проницаемость  Внутри этого
слоя отсутствуют ионы, однако могут находиться
молекулы воды (рис. 1). Типичные значения тол-
щины слоя Штерна лежат в диапазоне 0.2–0.5 нм
[38–40]. Ионы электролита вместе с молекулами
воды находятся в диффузном слое, имеющем ра-
диус  и диэлектрическую проницаемость 
Наличие сильных электрических полей вблизи
проводящей поверхности может приводить к
ориентации молекул воды (диполей) в слое
Штерна, в результате чего его диэлектрическая

σe

Φ .w

σ ,с

δ
ε .s

− δR ε.

проницаемость существенно снижается по срав-
нению с диффузным слоем  [40]. Далее,
будем предполагать, что радиус диффузного слоя
меньше или сравним с длиной Дебая

где  – универсальная газовая постоянная,  – тем-
пература,  – постоянная Фарадея,  –
концентрация электролита,  – электрическая
постоянная. Тогда потенциал , концентрации
ионов  и давление  можно считать однород-
ными (постоянными) в любом сечении поры. Од-
нако, они зависят от расстояния вдоль поры (про-
дольной координаты ).

2.2. Уравнения математической модели

В силу того, что в слое Штерна отсутствуют ио-
ны, электрический потенциал  внутри него
удовлетворяет уравнению Пуассона в отсутствии
объемных зарядов и граничным условиям

Решение данной задачи дается формулой

(1)

Запишем граничное условие для потенциала
на границе диффузного слоя и слоя Штерна:

( )ε < εs

εε
λ = 0

2 ,
2 '

gR T

С F
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− δ
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s w
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( ) ( )( )∂Φ ∂Φ−ε ε − δ − −εε − δ = σ
∂ ∂0 0 .s

s cR R
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Рис. 1. Схема двойного электрического слоя в цилиндрической нанопоре (а) и профиль электрического потенциала (б).
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Учитывая то, что второй член в левой части ра-
вен заряду  на границе диффузного слоя и ис-
пользую формулу (1), найдем

(2)

где

(3)

есть емкость слоя Штерна. Из формулы (2) вид-
но, что заряд на границе диффузного слоя опре-
деляется как электронным, так и химическим ти-
пами заряда. Следует заметить, что

Таким образом, вклад электронного заряда 
на стенке цилиндрической поры в величину эф-
фективного заряда на границе диффузного слоя 
удовлетворяет соотношению  В плоской
поре имеет место равенство 

Рассмотрим теперь диффузный слой, в кото-
ром электрический потенциал, концентрации
ионов и давление зависят от расстояния вдоль по-
ры, но не зависят от радиальной координаты.
В этом случае можно использовать одномерную
модель однородного потенциала (uniform poten-
tial model) [32, 37], которая является упрощением
двумерной модели пространственного заряда на
основе уравнений Навье–Стокса, Нернста–
Планка и Пуассона [31]. Введем плотность потока
ионов  (моль/м2 c) и плотность объемного по-
тока (скорость) раствора  (м3/м2 с = м/c) в на-
правлении нормали к поперечному сечению по-
ры. Далее, определим сумму  и раз-
ность  плотностей потоков ионов через
пору. Тогда плотность ионного тока определяется
величиной  (К/м2 с), где  – постоянная Фара-
дея. Для формулировки уравнений модели введем
безразмерные переменные

Здесь  и  – коэффициенты диффузии ка-
тиона и аниона соответственно,  – характерное
значение концентрации (далее принято равным
1 моль/м3). На основе поверхностных плотностей
электронного и химического типов заряда рас-
считываются соответствующие объемные плот-
ности и представляются в безразмерном виде:

σ
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(4)

(5)

где  – безразмерная ем-
кость слоя Штерна,  и  – безразмерные потен-
циалы, соответствующие  и   – полная объ-
емная плотность заряда. Последняя равна по ве-
личине и противоположна по знаку ионной
плотности заряда  в силу условия электро-
нейтральности

(6)

Уравнения модели однородного потенциала
имеют вид [37]

(7)

(8)

(9)

Здесь  – суммарная концентрация
катионов и анионов,  – отношение
коэффициентов диффузии ионов,  ×
×  – безразмерный параметр,
определяемый вязкостью раствора. Подставляя
объемную плотность заряда из (4), (5) в уравне-
ния (7)–(9), перепишем их в виде системы обык-
новенных дифференциальных уравнений
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(11)
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2.3. Граничные условия

Рассмотрим случай нулевого ионного тока че-
рез пору  Без ограничения общности при-
мем, что потенциал в резервуаре с большей кон-
центраций электролита равен нулю, в то время
как потенциал в резервуаре с меньшей концен-
трацией обозначим  (при этом  есть соот-
вествующее ему безразмерное значение). Таким
образом,  есть мембранный потенциал при ну-
левом токе. Далее, давления в обоих резервуарах
будем считать равными нулю. Запишем условия
внутри поры на входе со стороны резервуара с
большей концентрацией (при ) [32, 37]:

(13)

(14)

(15)

Здесь  есть скачок потенциала Доннана на
входе в пору. Соответствующие скачки концен-
траций и осмотического давления описываются
условиями (14) и (13). Учитывая то, что

 и подставляя эти выражения
в (4)–(6), получим уравнение для определения
потенциала 

(16)
Запишем теперь условия внутри поры на выхо-

де со стороны резервуара с меньшей концентра-
цией (при ):

(17)

(18)

(19)

Соотношение, аналогичное (16) при  име-
ет вид

и позволяет определить мембранный потенциал

(20)

2.4. Метод решения

Для вычисления скорости течения  проинте-
грируем уравнение (7) от  до  с учетом
граничных условий (13)–(15), (17)–(19):

(21)

( )= 0 .i

ΔΦ Δφ
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1 2
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(1) 4 (0) 4 .

L H

L H

du X dz c c
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X c X c

Аналогично, интегрируя уравнение (8), най-
дем сумму плотностей потоков ионов 

(22)

Сформулируем алгоритм численного решения
уравнений модели.

1. Задать начальные приближения для скоро-
сти  и суммы плотностей потоков ионов 

2. Определить потенциал  из (16) и вычис-
лить 

3. Задать начальные условия при  соглас-
но (13)–(15).

4. Проинтегрировать численно уравнения (10)–
(12) от  до 

5. Вычислить скорость  и сумму плотностей
потоков ионов  по формулам (21), (22).

6. Повторить шаги 2–5 до достижения необхо-
димой точности в вычислении  и 

7. Вычислить мембранный потенциал по фор-
муле (20).

Для интегрирования уравнений модели в ра-
боте использовался метод Рунге–Кутты–Мерсо-
на 5 порядка точности с переменным шагом. За-
метим, что для вычисления величин  и  можно
также воспользоваться методом секущих, требуя
выполнения условий (17), (18) и уточняя значе-
ния величин на каждой итерации. Однако, пред-
ложенный подход на основе формул (21) и (22)
является менее чувствительным к выбору началь-
ных приближений.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Рассмотрим применение предложенной моде-

ли для описания мембранного потенциала при
нулевом токе. Значение этого потенциала для
случая идеально селективной мембраны дается
формулой

(23)

Знак “+” соответствует катион-селективной
мембране, а знак “–” отвечает анион-селективной
мембране. Таким образом, знак мембранного по-
тенциала определяет тип селективности, а его ве-
личина – насколько селективной является мем-
брана по отношению к идеальному случаю, опи-
сываемому формулой (23) [41, 42]. Заметим, что
если коэффициенты диффузии ионов существен-
но отличаются, то заметный вклад в значение

:j
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мембранного потенциала вносит так называемый
диффузионный потенциал [5].

3.1. Теоретические расчеты

Начнем с водного раствора KCl, для которого
коэффициенты диффузии ионов имеют значения

 м2/c и  м2/c. Зна-
чения остальных параметров выбраны следую-
щим образом: длина поры  мкм, толщина
слоя Штерна  нм, вязкость раствора

 Па c, относительная диэлектриче-
ская проницаемость диффузного слоя 
температура  K.

На рис. 2 представлена зависимость мембран-
ного потенциала от потенциала поверхности на-
нопоры для различных значений емкости слоя
Штерна  Ф/м2 в отсутствие хими-
ческого заряда (  К/м2). Соотношение кон-
центраций в резервуарах  Согласно
формуле (3), при заданных значения радиуса поры
(  нм) и толщины слоя Штерна (  нм)
указанные значения емкости соответствуют зна-
чениям относительной диэлектрической проница-
емости слоя Штерна  Последние
меньше значения  для воды в диффузном
слое, что позволяет описать эффект экранирова-
ния сильных электрических полей вблизи стенки
поры за счет ориентации молекул воды. Видно,
что при изменении приложенного потенциала 
в направлении от отрицательных значений к по-

−
+ = × 91.957 10D −

− = × 92.032 10D

= 10L
δ = 0.5

−μ = × 30.888 10
ε = 78.49,

= 298.15T

= 0.02, 0.1, 1sC
σ = 0c

= 10.H LС C

= 2R δ = 0.5

ε = 1, 4.9, 48.8.s

ε = 78.49

Φw

ложительным мембранный потенциал изменяет-
ся от  до  что соответствует непрерывному
изменению селективности поры от катиона к анио-
ну. При большой емкости слоя Штерна (1 Ф/м2) пе-
реход от одного типа селективности к другому
происходит достаточно резко (в диапазоне значе-
ний приложенного потенциала  от –20 до 20 мВ),
в то время как уменьшение емкости приводит к
более плавному переходу в силу того, что в слое
Штерна происходит частичное экранирование
электрического поля, создаваемого стенкой поры.

Влияние радиуса поры на мембранный потен-
циал показано на рис. 3. При фиксированном по-
верхностном потенциале, определяющем элек-
тронный заряд поверхности, увеличение радиуса
поры приводит к уменьшению плотности объем-
ного заряда поры согласно формулам (4). В резуль-
тате селективность мембраны снижается, при этом
наблюдается сокращение диапазона изменения
мембранного потенциала при варьировании по-
верхностного потенциала от –100 до +100 мВ.

На рис. 4 представлены зависимости мембран-
ного потенциала от логарифма отношения кон-
центраций при фиксированном значении мень-
шей концентрации (  мМ). C увеличением
данного отношения абсолютная величина мем-
бранного потенциала возрастает. Здесь также на-
блюдается изменение селективности поры от ка-
тиона к аниону при изменении приложенного
потенциала от –100 до +100 мВ. Для крайних зна-
чений приложенного потенциала  кривые
близки к случаям идеальной селективности, од-
нако с ростом концентрации  мембранный по-

+ΔΦI
−ΔΦ ,I

Φw

= 1LС

Φw

HС

Рис. 2. Зависимость мембранного потенциала от по-
тенциала поверхности поры для различных значений ем-
кости слоя Штерна в водном растворе KCl.  мМ,

 мМ,  нм,  К/м2.
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Рис. 3. Зависимость мембранного потенциала от по-
тенциала поверхности поры для различных значений
радиуса поры в водном растворе KCl.  мМ,

 мМ,  Ф/м2,  К/м2.
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тенциал отклоняется от идеального, что свиде-
тельствует о снижении селективности. При значе-
нии  мВ мембранный потенциал является
отрицательным и растет по абсолютной величине с
увеличением  Этот эффект связан с различием
коэффициентов диффузии ионов (диффузион-
ный потенциал), который усиливается за счет ин-
дуцированного заряда на проводящей стенке по-
ры (подробное описание данного эффекта можно
найти в [33–37]).

Влияние химического заряда на селективные
свойства поры показано на рис. 5а. При  К/м2

переключение ионной селективности происхо-
дит вблизи нулевого значения поверхностного
потенциала  а форма кривой мембранного по-
тенциала близка к нечетной функции (небольшое
отличие связано с наличием диффузионного по-
тенциала). Если химический заряд является по-
ложительным, то происходит сдвиг кривой в на-
правлении отрицательных значений потенциала.
Это связано с экранированием отрицательного
электронного заряда стенки положительным хи-
мическим зарядом. Такая ситуация схематично
показана на рис. 1. При  К/м2 область
поверхностных потенциалов, в которой мембра-
на является анион-селективной, расширяется до
значений  мВ, а область катион-селек-
тивности соответствует значениям  мВ.
Аналогично, при отрицательных значениях хи-
мического заряда наблюдается сдвиг кривой мем-
бранного потенциала в направлении положи-
тельных значений  где и происходит переклю-
чение селективности поры. На рис. 5б и 5в
показаны зависимости скорости течения раствора
и плотности потока ионов соответственно. Поток
ионов положителен, так как происходит диффу-
зия ионов из резервуара с большей концентраци-
ей в резервуар с меньшей концентрацией соли.
В то же время, скорость течения раствора отрица-
тельна, что соответствует осмотическому перено-
су воды из резервуара с меньшей концентрацией
в резервуар с большей концентрацией соли. Этот
перенос происходит под действием градиента дав-
ления (первый член в правой части уравнения (7)),
который вызван различными скачками давлений
на входе и выходе из поры (граничные условия (13)
и (17)), а также под действием электрического по-
ля на нескомпенсированный заряд внутри поры
(электроосмос) (второй член в правой части урав-
нения (7)). Значения потенциала поверхности 
при которых происходит смена знака мембранно-
го потенциала, соответствуют случаю отсутствия
ионной селективности, см. рис. 5а. В этом случае ос-
мотический перенос воды прекращается (рис. 5б), а
плотность потока ионов достигает максимально-
го значения (рис. 5в). Строго говоря, эти рассуж-
дения справедливы для случая одинаковых коэф-

Φ = 0w

.HС

σ = 0c

Φ ,w

σ = 0.005c

Φ > −50w

Φ < −50w

Φ ,w

Φ ,w

фициентов диффузии ионов. Для рассматривае-
мого водного электролита KCl они очень близки

 Если коэффициенты диффузии
ионов существенно различны и на поверхности
поры имеется постоянная плотность заряда, то мем-
бранный потенциал обращается в ноль, когда раз-
ность потенциалов Доннана на границах компенси-
руется диффузионным потенциалом. Для случая
мембран с проводящей поверхностью ситуация бо-
лее сложная, так как перенос ионов с различными
коэффициентами диффузии приводит к возникно-
вению индуцированного заряда на проводящей по-
верхности, который, в свою очередь, влияет на по-
тенциалы Доннана [33–35]. В случае идеально се-
лективной поры, когда мембранный потенциал
близок к  абсолютная величина скорости осмо-
тического переноса приближается к максималь-
ной (рис. 5б), а диффузионный поток стремится к
минимальному значению (рис. 5в).

3.2. Cравнение с экспериментальными данными
В данном разделе проводится сравнение рас-

четов на основе предложенной модели с экспери-
ментальными данными для трековых мембран с
проводящим покрытием из золота [16, 17]. Исход-
ные трековые мембраны имели радиус пор поряд-
ка 15 нм и толщину 6 мкм, при этом после осажде-
ния золота на стенки пор радиус был уменьшен до
значения 1.1 нм.

На рис. 6 показана зависимость мембранного
потенциала от потенциала поверхности мембра-
ны относительно 4.2 M Ag/AgCl электрода для

( )− + = 1.038 .D D

±ΔΦ ,I

Рис. 4. Зависимость мембранного потенциала от ло-
гарифма отношения концентраций для различных
значений потенциала поверхности поры в водном
растворе KCl.  мМ,  нм,  Ф/м2,

 К/м2.
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водного раствора KF. Коэффициент диффузии
ионов фтора  м2/c. При расчетах
осуществлялась подгонка значения химического
заряда  для минимизации отклонения теорети-
ческих значений от экспериментальных (мини-
мизировалась сумма квадратов разностей по всем
точкам). Остальные параметры были фиксированы
и приведены в подписях к рисункам. В расчетах для
радиуса поры использовалось значение  нм,
а для толщины слоя Штерна  нм. Таким об-
разом,  нм соответствует эффективно-
му радиусу пор модифицированных золотом
трековых мембран. Для емкости слоя Штерна
использовалось значение  Ф/м2, что
соответствует относительной диэлектрической
проницаемости  Из рис. 6 видно, что

−
− = × 91.47 10D

σc

= 1.6R
δ = 0.5

− δ = 1.1R

= 0.025sС

ε = 1.16.s

модель позволяет описать экспериментальные
результаты не только качественно, но и количе-
ственно. Однако, в расчетах наблюдается более рез-
кое изменение мембранного потенциала при пере-
ходе от катион- к анион-селективному состоянию.
Возможные причины этого будут обсуждены ниже.
Заметим, что в расчетах использовались концентра-
ции, а не активности. Использование активностей
при рассматриваемых малых значениях концен-
траций (1–10 мМ) практически не влияет на ре-
зультаты.

Сравнение результатов для водного раствора
KBr приведено на рис. 7 (коэффициент диффузии
ионов брома  м2/c). В работах [16,
17] было показано, что ионы Br– адсорбируются
на поверхности мембраны, покрытой золотом.
В результате при отрицательных приложенных

−
− = × 92.08 10D

Рис. 5. Зависимость мембранного потенциала (а), скорости течения раствора (б) и плотности потока ионов (в) от по-
тенциала поверхности поры для различных значений химического заряда в водном растворе KCl.  мМ,  мМ,

 нм,  Ф/м2.
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потенциалах мембрана сохраняет селективность
к катиону, однако при положительных потенциа-
лах происходит экранирование электронного за-
ряда поверхности химическим. Переключения
селективности не происходит, и мембрана оста-
ется катион-селективной даже при больших по-
ложительных значениях  При подгонке пара-
метра модели для данного случая было получено
отрицательное значение химического заряда

 К/м2, который соответствует адсор-
бированным ионам Br–. Теоретическая кривая
хорошо согласуется с экспериментальными дан-
ными.

Для предотвращения адсорбции ионов Br– ав-
торами [16, 17] была предложена модификация
мембраны пропантиолом CH3(CH2)2SH, который
формирует на поверхности пор самоорганизую-
щийся монослой толщиной около 0.5 нм с отно-
сительной диэлектрической проницаемостью по-
рядка 2.3 [43, 44]. Соответствующее значение ем-
кости слоя составляет  Ф/м2 для радиуса
поры  нм. Из рис. 7 видно, что модифици-
рованная мембрана обладает возможностью пе-
реключения ионной селективности при измене-
нии потенциала поверхности. Расчеты на основе
модели качественно согласуются с эксперимен-
тальными данными, однако переход от катион- к
анион селективному состоянию в расчетах полу-
чается более резким. Заметим, что две серии экс-
периментальных данных, показанные на рис. 7,

Φ .w

σ = −0.0261c

= 0.05sС
= 1.6R

несколько отличаются друг от друга. На основа-
нии расчетов было определено значение химиче-
ского заряда  К/м2, приводящее к сме-
щению кривой мембранного потенциала в об-
ласть отрицательных значений  Этот результат
согласуется с экспериментальными данными ра-
боты [44], где было показано, что потенциал ну-
левого заряда диффузного слоя лежит в отрица-
тельной области относительно стандартного ка-
ломельного электрода (потенциал последнего
незначительно отличается от потенциала хлорсе-
ребряного электрода, использованного для изме-
рений в [16, 17]).

Отличие характера изменения мембранного
потенциала при переходе от катион- к анион се-
лективному состоянию между теорией и экспери-
ментом свидетельствует о необходимости даль-
нейшего совершенствования предложенной мо-
дели. Одним из возможных направлений может
быть учет наличия на поверхности гидроксиль-
ных групп, участвующих в протолитических ре-
акциях [38], а также механизма адсорбции ионов
электролита [39]. Равновесие в этих реакциях за-
висит от локальной концентрации ионов, кото-
рая, в свою очередь, определяется локальным
значением потенциала. Другим направлением
усовершенствования модели может быть учет
диффузионных слоев вблизи поверхности мем-
браны, которые приводят к снижению эффектив-
ной разности концентраций и, как следствие,

σ = 0.0049c

Φ .w

Рис. 6. Зависимость мембранного потенциала от по-
тенциала поверхности мембраны для водного раство-
ра KF. Точки – две серии экспериментальных данных
[16, 17], сплошная линия – расчет.  мМ,

 мМ,  нм,  нм,  Ф/м2,
 К/м2.
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Рис. 7. Зависимость мембранного потенциала от по-
тенциала поверхности мембраны для водного раство-
ра KBr. Точки – две серии экспериментальных дан-
ных [16, 17], сплошная линия – расчет.  мМ,

 мМ,  нм,  нм,  Ф/м2.
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уменьшению мембранного потенциала. Этот эф-
фект может быть существенен как раз в области
перехода от катион- к анион-селективному со-
стоянию, где мембрана теряет селективность и
диффузионный поток достигает наибольших зна-
чений, см. рис. 5в.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложена математическая модель

переноса ионов в цилиндрической нанопоре с
проводящей поверхностью. Предполагается, что
нанопора состоит из двух слоев – диффузного
слоя, содержащего ионы и молекулы воды, и слоя
Штерна, прилегающего к стенке поры и содержа-
щего только молекулы воды. Ориентация послед-
них в сильном электрическом поле вблизи стенки
приводит к снижению диэлектрической прони-
цаемости слоя Штерна по сравнению с диффуз-
ным слоем. Электронный заряд поверхности по-
ры может изменяться путем приложения к ней за-
данного потенциала от внешнего источника. На
границе слоя Штерна и диффузного слоя задается
постоянный химический заряд. Электрический
потенциал, концентрации ионов и давление в
диффузном слое зависят от расстояния вдоль по-
ры и описываются одномерной моделью, которая
получена из уравнений Навье–Стокса, Нернста–
Планка и Пуассона в предположении об одно-
родности всех величин в поперечном сечении по-
ры. Последнее имеет место, когда радиус поры
меньше или сравним с длиной Дебая.

Разработанная модель применена к описанию
мембранного потенциала при нулевом токе, ко-
торый характеризует величину и тип ионной се-
лективности мембраны. Расчеты показали, что
при изменении потенциала поверхности поры в
направлении от отрицательных значений к поло-
жительным селективность поры непрерывно из-
меняется от катиона к аниону. Уменьшение ем-
кости слоя Штерна или увеличение радиуса поры
приводят к снижению ионной селективности.
Наличие положительного (отрицательного) хи-
мического заряда вызывает смещение потенциа-
ла поверхности, при котором происходит пере-
ключение ионной селективности, в область отри-
цательных (положительных) значений. При
данных значениях потенциала мембрана теряет
селективность, диффузионный поток ионов до-
стигает максимального значения, а осмотический
перенос раствора прекращается. Показано, что
предложенная модель позволяет количественно и
качественно описать результаты экспериментов по
переключаемой селективности трековых мембран,
модифицированных слоем золота. Для устранения
некоторых расхождений между расчетами и экспе-
риментальными данными требуется учет деталь-
ных механизмов формирования химического за-
ряда поверхности.
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Modelling of Conductive Nanoporous Membranes with Switchable Ionic Selectivity
I. I. Ryzhkov1, 2, *, A. S. Vyatkin1, and E. V. Mikhlina1

1Institute of Computational Modelling SB RAS, FSC KSC SB RAS,
Akademgorodok 50-44, Krasnoyarsk, 660036 Russia

2Siberian Federal University, Svobodny prospect 79, Krasnoyarsk, 660041 Russia
*e-mail: rii@icm.krasn.ru

A modern and perspective direction in membrane science is the development of ‘smart’ membranes, which
can affect the transport properties of selected components via external stimuli. In the case of ions, such stimuli can
be realized with the help of electric field created by the conductive pore surface. In this work, we have proposed a
mathematical model of ions transport in a cylindrical nanopore with the electronic charge at the conductive surface
and the chemical charge, which is separated from the surface by the Stern layer. The model is based on one-dimen-
sional equations for potential, ion concentrations, and pressure in the diffuse layer. It is applied for describing the
membrane potential at zero current, which characterizes the type and strength of ionic selectivity. It is shown that
the change of surface potential in the direction from negative to positive results in the continuous change of pore
selectivity from cation to anion. The decrease of Stern layer capacitance and increase of the pore radius lead to the
decrease of ionic selectivity. The presence of positive (negative) chemical charge causes the shift of potential value,
at which the selectivity is switched, in the direction of negative (positive) values. At this value of potential, the mem-
brane becomes non-selective, the diffusive flux of ions reaches maximum, and the osmotic flow vanishes. The sug-
gested model provides qualitative and quantitative description of experimental results on switchable ion transport
in track-etched membranes modified by the gold coating.

Keywords: nanopore, conductive surface, Stern layer, ionic selectivity, membrane potential, mathematical
modelling
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