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ВВЕДЕНИЕ 

Модели, описывающие поведение мультиагентных систем, учитывающих 

макроскопическое взаимодействие агентов как результат совокупности 

предпринимаемых ими решений и действий, находят свое применение в 

различных областях науки: от моделирования взаимодействия больших 

социологических групп в сети Интернет [1] до оптимизации добычи и обработки 

исчерпаемых ресурсов (например, таких как нефть) среди большого числа 

производителей [2]. В основе такого моделирования лежит принцип 

наименьшего действия [3], предпосылки к которому для физических систем 

были заложены еще Эйлером: поведение популяции складывается из отдельных 

действий, которые должны быть оптимальными в отношении к какой-либо цели, 

общей для популяции. Такая связь присутствует в любой системе, где 

пространство состояний каждого отдельно взятого индивидуума определяется 

стратегиями и состояниями остальных агентов. Таким образом, моделирование 

поведения мультиагентных систем должно отражать зависимость между 

распределением всей совокупности агентов и действиями ее отдельно взятых 

индивидуумов. Один из подходов к моделированию, отвечающий 

вышеизложенным критериям, получил название «Игры среднего поля» («Mean 

Field Games» в оригинале), возникший как раздел теории некооперативных игр, 

который рассматривает взаимодействие агентов (игроков) в асимптотическом 

пределе, когда число агентов стремится в бесконечность.  

Структура игры «среднего поля» традиционно выражена в виде связанной 

пары дифференциальных уравнений в частных производных: уравнения 

Фоккера-Планка (Колмогорова), эволюционирующего вперед во времени и 

определяющего распределение агентов по пространству состояний; и 

Гамильтона-Якоби-Беллмана, эволюционирующего назад во времени, которое 

отвечает за оптимальность выбранной игроком стратегии.  
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Теория «игр среднего поля» позволяет также преодолевать ограничения 

альтернативных методов прогнозирования. Фундаментальные методы 

прогнозирования (например, динамическое программирование) учитывают 

взаимодействие только с локальным окружением (иначе задача становится 

вычислительно невыполнимой) и могут столкнуться с трудностями при 

объяснении некоторых явлений, происходящих в результате неявной 

оптимизации [4]. Более того, представление агентов в качестве распределения 

некой эмпирической характеристики означает, что подход можно 

масштабировать до произвольных размеров популяции, что позволяет 

имитировать явления, происходящие в реальной жизни. Таким образом, 

относительная новизна теории и её широкая применимость приводят к поиску 

эффективных вычислительных методов решения как классических «игр среднего 

поля», так и их модификаций.  

Целью данной работы является адаптация математических моделей, 

используемых в международном экономическом сообществе и описываемых 

дифференциальными уравнениями в частных производных, к оптимизации 

затрат, доходов, достижению поставленных социальных и экономических целей, 

прогнозированию критических ситуаций для выбранной области 

моделирования; а также разработка и обоснование эффективных численных 

методов решения задач, описываемых такими математическими моделями. 

Для достижения поставленной цели были поставлены следующие задачи. 

1. Адаптировать математические модели «Игры среднего поля» для применения 

в области экологии, экономики отдельных отраслей и регионов для 

достижения заданных социальных и экономических целей и прогноза 

критических ситуаций.  

2. Использовать модели для прогнозирования мезо- и макроповедения больших 

популяций (население, пользователи, клиенты или предприятия) в различных 

внешних условиях (экономические, социальные, экологические, 

политические), включая угрозы и критические ситуации. 
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3. Разработать и обосновать эффективные численные методы решения задач 

«среднего поля», описываемых системами дифференциальных уравнений в 

частных производных с новыми формулировками данных. 

Научная новизна: разработаны численные методы решения задач, 

описываемых математическими моделями игр «среднего поля», превосходящие 

по быстродействию известные вычислительные алгоритмы. Построены новые 

модели, основанные на традиционной постановке задач «среднего поля», но 

более адаптированные для реальных физических приложений.  

Практическая значимость: результаты, полученные в диссертационной 

работе, могут быть использованы для применения в области экологии, 

экономики отдельных отраслей, достижения социально-экономических целей и 

прогноза макроповедения мультиагентных систем под воздействием различных 

внешних условий, как экономических, социальных, экологических, так и 

политических. 

Методология и методы исследования: В настоящее время использование 

аппарата «игры среднего поля» в основном оправдано при прогнозировании 

макроповедения большого числа агентов во внешнеэкономической среде с 

учетом личной финансовой выгоды [5].  В некоторых работах, например в [6], 

анализируется также ситуация оптимизации затрат при покупке квот на выбросы 

диоксида углерода в атмосферу. В то же время теория «игр среднего поля» 

содержит возможности прогнозирования затрат (финансовых и 

организационных) для достижения других определенных экономических, 

экологических и социальных целей путем некоторой переформулировки 

известных динамических моделей. В качестве метода исследования в основном 

используется вычислительный эксперимент, включающий в себя следующие 

этапы: математическая формулировка задачи, построение численного 

алгоритма, его программная реализация, проведение расчетов и анализ 

полученных результатов.  

Основные положения, выносимые на защиту: 
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1. математическая модель, основанная на теории «игр среднего поля» и 

применимая к оптимизационным задачам с неквадратичным контролем; 

2. математическая модель, основанная на теории «игр среднего поля» и 

применимая к оптимизационным задачам с ограничениями на финальное 

состояние агентов; 

3. вычислительные алгоритмы, предложенные для одно- и двумерных 

оптимизационных задач, основанные на полулагранжевом приближении, 

превосходящие по быстродействию известные вычислительные алгоритмы. 

Достоверность полученных результатов подтверждена проверкой и 

обоснованием сходимости численных методов, сравнением полученных 

результатов с известными в научной литературе результатами других авторов, 

строгом выводе используемых моделей и обеспечением законов сохранения при 

построении вычислительных схем.  

Апробация работы. Основные результаты работы изложены в виде 

докладов:  

1. Доклад «Поиск равновесия по Нэшу для задачи загрязнения атмосферы 

диоксидом углерода» на XIX всероссийской конференции молодых учёных 

по математическому моделированию и информационным технологиям, 

Кемерово, 2018; 

2. Доклад «Применение методов статистической физики к оптимизационным 

задачам с большим числом игроков» на Открытой конференции молодых 

ученых ИВМ СО РАН по математическому моделированию и 

информационным технологиям, Красноярск ИВМ СО РАН, 2019; 

3. Доклад «Numerical Methods for Mean Field Game with Discontinuous Control 

function» на XI международной конференции по применению математических 

подходов в технических и естественных науках (AMiTaNS’19), Албена, 

Болгария, 2019; 

4.  Доклад «Computation of mean-field equilibria for various optimization problem 

with non-symmetric control» на международной конференции «Актуальные 
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проблемы вычислительной и прикладной математики 2019» (АПВПМ 2019), 

Новосибирск, 2019. 

5. Доклад «The finite-difference solving the planning problem of oncoming to a given 

state» на XII международной конференции по применению математических 

подходов в технических и естественных науках (AMiTaNS’20), Болгария, 

2020; 

Научно-квалификационная работа (НКР) докладывалась также на 

совместном семинаре Института вычислительного моделирования СО РАН и 

базовой кафедры вычислительных и информационных технологий Института 

математики и фундаментальной информатики Сибирского Федерального 

университета.  

Разные этапы работы поддерживались следующими проектами: 

1. Проект РФФИ № 17-01-00270 «Построение и обоснование новых 

эрмитовых конечных элементов для численного решения задач 

математической физики»; 

2. Проект РФФИ № 20-01-00090 «Эйлерово-лагранжевы (полулагранжевы) 

методы конечных разностей и конечных элементов со специальными 

свойствами»; 

3. Проект РНФ № 20-61-46017 «Развитие динамических математических 

моделей прогноза критических социально-экономических ситуаций и 

создание эффективных численных методов решения таких моделей». 

Личный вклад. Личный вклад автора состоит в прямом участии в 

исследовании применимости полулагранжева метода к решению задач 

прогнозирования, оценке сходимости полученных методов, разработке 

вычислительного алгоритма и комплекса программ, проведении расчетов, 

обработке и анализе полученных результатов, подготовке научных статей и 

докладов по теме диссертационной работы. Научному руководителю Шайдурову 

В.В. принадлежат постановка задачи и общая оригинальная идея использования 

полулагранжева подхода в применении к моделям «игр среднего поля».  
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Публикации.  Основные результаты по теме НКР опубликованы в  10 
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наименование. 



10 
 
 Во введении кратко описан объект исследования, сформулирована цель 

диссертационной работы, а также выделены её задачи. Обоснована актуальность 

работы, теоретическая и практическая значимость, а также достоверность 

полученных результатов. Перечислены основные публикации по теме 

диссертации и дана общая характеристика работы.  

 В первой главе приведен исторический обзор развития моделей «игр 

среднего поля». Сформулированы актуальные проблемы использования таких 

моделей. Представлен общий математический подход к их построению. 

Представлена общая схема численного решения таких задач, используемая в 

последующих главах. Показана применимость и преимущество применения 

полулагранжевых методов к решению таких задач. Представлен краткий обзор 

развития полулагранжевых методов численного решения дифференциальных 

уравнений.  

 Вторая глава содержит постановку одномерной дифференциальной игры 

«среднего поля» с неквадратичной функцией контроля. Для её решения 

предложен численный алгоритм, основанный на полулагранжевом 

приближении, и показано условие выбора оптимальной стратегии, 

предоставляющее наискорейший спуск к минимуму функционала стоимости. 

Определены границы применимости метода. Численный алгоритм апробирован 

на задаче экономического взаимодействия в условиях наличия альтернативных 

ресурсов. Рассмотрены случаи разрывного управления.  

 В третьей главе сформулирована модель с ограничением на финальное 

распределение агентов. Для ее численного решения предложен алгоритм 

последовательного приближения к финальному состоянию.  

 Четвертая глава посвящена постановке двумерной игры «среднего поля» 

и обобщению численного алгоритма, рассмотренного во второй главе, на 

двумерный случай. Показана сходимость метода и условия наискорейшего 

спуска к минимуму функционала стоимости. Предложенный метод применен к 

анализу ситуации торговли квотами на эмиссию в условиях различной налоговой 

политики.  
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 В пятой главе рассмотрены двумерные модели «игр среднего поля» со 

смешанным контролем, к которым неприменим алгоритм, предложенный в 

четвертой главе. Для решения таких задач предложены эффективные 

вычислительные схемы.  

 В заключении дано краткое обобщение полученных результатов. 

Показано, что намеченные задачи решены и поставленная цель достигнута. 

Проведена оценка новизны результатов.  

 В приложениях рассмотрены вопросы аппроксимации предложенных 

разностных схем и представлена копия свидетельства о регистрации 

программного обеспечения.   
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