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Изложены результаты разработки методов анализа нестационарных процессов объектов 
с распределенными параметрами и использования в производстве высокоэффективных 
методов и средств решения задач проектирования оптимальных режимов и систем 
управления химико-технологическими установками на примере технологических печей. 
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Введение

Важное место среди непрерывно действующих промышленных установок занимают та-
кие, в которых технологический процесс происходит при движении взаимодействующих сред. 
Это технологические печи, трубчатые реакторы, ректификационные колонны, вращающиеся 
печи, теплообменные аппараты, сушильные камеры непрерывного действия, металлургиче-
ские проходные, нагревательные печи, парогенераторы энергетических установок, длинные 
трубопроводы и целый ряд других [16].

В современных условиях развития нефтеперерабатывающей и нефтехимической промыш-
ленности актуальной задачей становится повышение эффективности и экологической безопас-
ности эксплуатации применяемого в отрасли топливоиспользующего энергоемкого оборудова-
ния, в особенности трубчатых печей, так как их стоимость достигает 25 % от стоимости всех 
технологических установок нефтеперерабатывающих заводов (НПЗ).

В зависимости от специфики технологического процесса, физико-химических свойств 
нагреваемой среды и вида топлива применяют печи различных конструкций и параметров. 
Вместе с тем габаритные размеры трубчатых печей и другие конструктивные особенности не 
позволяют в полной мере осуществить совершенствование их конструкций и технологических 
процессов на базе экспериментальных исследований. Таким образом, существует проблема по-
вышения точности проектирования, эксплуатации, управления и контроля технологий произ-
водства нефтепродуктов, решение которой позволит экономить топливные ресурсы и снизить 
вредные выбросы в атмосферу.
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Современные требования к теплотехнологиям, широкое внедрение процессорных методов 
измерения, контроля и управления ставят в число приоритетных задач более детальную разра-
ботку физико-математических моделей гидродинамических, тепломассообменных и термоди-
намических процессов. В случае математического моделирования этих явлений и реализации 
их численными или аналитическими методами получаемые результаты обладают большей об-
щностью и удобством для практического использования. Успешное решение названной задачи 
определяет реальные возможности повышения технического уровня и эффективности эксплуа-
тации технических систем.

Рассматриваемые процессы имеют значительную распределенность в пространстве, что 
хорошо иллюстрирует описание технологического оборудования Ачинского НПЗ, на примере 
которого были апробированы разработанные модели [7-11]. Пренебрежение важным свойством 
распределенности процессов приводит к принципиальным ошибкам в решении задач автома-
тического управления. В этой связи для математического описания таких процессов применя-
ют дифференциальные уравнения в частных производных и соответствующие краевые задачи, 
некоторые численные методы, пользуясь которыми можно рассчитывать статические и дина-
мические характеристики управляемых объектов [12-17]. 

Существующие подходы моделирования характеризуются отсутствием количественной 
основы, связывающей фундаментальные и специальные знания. До настоящего времени си-
стемы обработки данных и управления для процессов нефтепереработки часто создавали на 
основе анализа статических характеристик, что не всегда должным образом повышает эффек-
тивность их функционирования. 

Актуальная задача – численная реализация методов решения краевых задач и задач определения 
статических и динамических характеристик рациональных режимов работы теплотехнологических 
процессов и установок. Основы в этой области представляют опубликованные работы Н. Д. Демиден-
ко, Г. И. Марчука, Н. Н. Моисеева, Р. П. Федоренко, В. В. Шайдурова, Ю. И. Шокина, Н. Н. Яненко и 
др. [13, 14, 18, 19].

Разработка методов анализа нестационарных процессов объектов с распределенными 
параметрами является центральным вопросом в проблеме моделирования статических и ди-
намических режимов технологических процессов. Декомпозиция общей проблемы на ряд от-
дельных задач и разработка метода их решения определяют возможность успешного достиже-
ния цели. Такой подход в итоге приводит к повышению эффективности технологических процессов, 
минимизации затрат на производство продуктов и сокращению сроков их выпуска. Кроме того, он даёт 
возможность исследовать закономерности поведения объектов и более детально изучить технологиче-
ские процессы.

Физическая картина явлений, происходящих в объектах, как правило, несколько упрощена 
во избежание излишней громоздкости записей и для выделения общих свойств рассматривае-
мого класса объектов. Последнее обстоятельство связано с возможностью типизации моделей 
и применением общих для всего класса объектов методов исследования и управления.

Таким образом, важна, прежде всего, структура математических моделей. Следует под-
черкнуть, что аналитический метод построения моделей промышленных объектов не всегда 
обеспечивает удовлетворительное совпадение предсказанных моделью значений с экспери-
ментом. Это объясняется влиянием на реальный процесс многих неучтенных моделью фак-
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торов (часто неизвестных), случайным характером внешних воздействий на объект, а также 
неточным знанием физических констант, характеризующих процесс в исследуемом объекте. В 
связи с указанными выше факторами полученные аналитическим путем модели, как правило, 
проверяются на адекватность реальному объекту и в случае необходимости корректируются. 
Однако, несмотря на отмеченный недостаток, феноменологический (аналитический) подход 
остается одним из основных инструментов получения математических моделей промышлен-
ных объектов, так как определяет структуру модели и дает большую априорную информацию 
об объекте управления.

В области моделирования процессов нефтепереработки значительные результаты полу-
чены В. Н. Ветохиным, Н. Д. Демиденко, В. В. Кафаровым [3, 13-15, 20-23]. В области систем с 
сосредоточенными параметрами основополагающими являются работы Р. Габасова, Ф. М. Ки-
риловой, Н. Н. Красовского, Л. С. Понтрягина и др. Важные задачи оптимального управле-
ния для распределенных систем решены А. Г. Бутковским, Г. Л. Дегтяревым, Н. Д. Демиденко, 
А. И. Егоровым, Т. К. Сиразетдиновым и др. [4, 14, 17, 19, 24].

Основная идея исследования 

Основная идея заключается в комплексном использовании метода декомпозиции общей 
проблемы на ряд отдельных задач построения и исследования моделей сложных систем с рас-
пределенными параметрами и математического моделирования тепломассообменных процес-
сов в трубчатых печах с целью повышения эффективности и экологической безопасности произ-
водства нефтепродуктов на базе принципов оптимального управления и контроля технических 
систем. Разработанный в итоге программный инструмент представляет собой вычислительную 
экспериментальную установку, эффективность и экономичность которой заведомо повышает 
эффективность и экономичность лабораторных и промышленных исследований, обеспечивая 
безотказность, надежность, гибкость, модифицируемость, простоту освоения и эксплуатации.

Методика исследований 

Численный анализ проводили с применением методов решения дифференциальных урав-
нений с обыкновенными производными (метод Кутта–Мерсона и др.) и программного ком-
плекса COMSOL Multiphysics для систем уравнений с частными производными. Изложены 
принципы и задачи компьютерного моделирования процессов в трубчатой печи. Приведен тепловой 
расчет. Предложена математическая модель процесса горения капель топлива с учетом потерь 
на излучение.

Считается, что пары топлива сгорают в весьма тонком сферическом слое радиусом rε, ко-
торый называется зоной горения. Скорость горения определяется подводом к зоне горения кис-
лорода извне и паров топлива изнутри. Такой подход позволяет вычислить скорость испарения 
капли, температуру в зоне горения, радиус зоны горения, температуру капли. В практически 
важных случаях температура капли оказывается близкой к температуре кипения. Теория раз-
вита для случая молекулярных процессов горения. Ее можно распространить на случай кон-
вективного тепло- и массообмена. Однако вышеприведенная теория встречается с серьезными 
трудностями. Экспериментально установлено, что температура в зоне горения значительно 
ниже расчетной.
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Имеются некоторые расхождения в математических методах анализа, используемых раз-
ными авторами, но для стационарного сферического горения используется единый подход. 
Для упрощения модели приняты следующие допущения:

– жидкая капля имеет сферическую форму;
– влиянием конвекции пренебрегают, пламя рассматривают как сферическую поверх-

ность, концентрическую с каплей;
– пламя считают разновидностью диффузионного пламени, которое образуется в ре-

зультате реакции между парами горючего и воздухом, которые реагируют в стехиометриче-
ском соотношении;

– рассматривают стационарное состояние при постоянном диаметре капли, хотя реаль-
но диаметр жидкой капли уменьшается по мере горения, однако это изменение происходит 
медленно по сравнению с изменением скорости диффузии и прочими факторами;

– температура капли одинакова по всему объему;
– давление в течение всего процесса горения считается постоянным;
– влияние излучения рассматривают отдельно.
Исходя из законов механики сплошных сред, модель нестационарного горения можно 

представить следующими уравнениями:
1. Уравнение неразрывности:

0.
u

t l
 (1)

Для покомпонентной модели процесса горения уравнение (1) можно записать в виде

ρ ρ ρ
τ

x xu x
t l

,   (2)

здесь x – концентрация горючего вещества в смеси (0 ≤ x ≤ 1); τ – время сгорания.
2. Уравнение движения в виде

ρ 0.u u Pu
t l l

 (3)

3. Уравнение сохранения энергии:

1 C
ρρ ,
τ

S S xT u q Q T K T T
t l

 (4)

где q – теплота сгорания топлива; Q(T) – потери на излучение; S – энтропия, причем γln
ρv
PS C   

(γ = 1,0 – 1,4, так как для жидкостей различие между Cv и Cp незначительно); K1 – коэффициент 
теплопередачи для рабочего потока.

Уравнение (4) после ряда преобразований можно записать как

1 C1 γ .
v v

Q TT u T xqT u K T T
t l l C C  
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4. Уравнение теплообмена:

C C
2 C

T Tw K T T
t l ,  (5)

где K2 – коэффициент теплопередачи для стенки печи.
Уравнения (1)–(5) представляют собой математическую модель теплового процесса печи, 

которая может быть реализована относительно скорости движения смеси и концентрации 
горючего вещества в смеси по длине камеры сгорания и использована для получения других 
параметров печи, которые зависят от x и u.

Для получения x, u, ρ, P, T, Tc как функции длины и времени в камере сгорания 
формулируется смешанная краевая задача. Для этого к уравнениям (1)–(5) добавляют 
начальные условия:

1 2 3 C 4 5,0 , ,0 , ,0 , ,0 , ρ ,0x l l u l l T l l T l l l l  (6)

и граничные условия:

1 2 3 C 4 50, , 0, , 0, , ( , ) ( ), ρ(0, ) ( )x t t u t t T t t T L t t t t  (7)

Стационарная модель процесса горения следует из (1)–(5). В этом случае уравнения 
могут быть значительно упрощены. При / 0t  первое слагаемое в левых частях уравнений 

(1)–(5) обращается в ноль и d
dl l

, так как остается лишь одна независимая переменная. Тогда 

модель после соответствующих преобразований может быть представлена в виде

2

d ,
d τ

,

d γ ( ) ,
d 2 γ 1 1 1v v

x x
l u

Mu P

u uP R x RQ Tq
l M С u С M

 (8)

где М, П – константы.
Система (8), состоящая из обыкновенных дифференциальных уравнений, теперь может 

быть разрешена относительно скорости движения смеси и концентрации горючего вещества в 
смеси по длине камеры сгорания. Это решение может быть использовано для получения дру-
гих параметров печи, которые зависят от x и u. 

Решение стационарной модели 

Для определения x и u как функций длины в камере сгорания формулируем задачу Коши, 
задавая значения x и u на входе в камеру сгорания.

d ,
d

( )d ,
d γ

0 .
v

x x
l ul
Mxq uQ Tu R

l С u P Mu

l L  
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Начальные условия:

1

2

(0) α ,
(0) α .

x
u

 
 

Были проведены расчеты горения капель различного диаметра для решения задачи Коши 
с начальными условиями, м/с:

(0) 0,346,
(0) 1,0.

x
u  

Капли диаметром 0,01 мм имеют время сгорания τ = 0,00011 и потери на излучение 
Q = 0,00001498 Дж/с; диаметром 0,1 мм – τ = 0,011 и Q = 0,001498 Дж/с; диаметром 1 мм – 
τ = 0,07 и, соответственно, потери на излучение Q = 0,1498 Дж/с; диаметром 2 мм – время 
сгорания τ = 2,3 и Q = 0,27818 Дж/с. В задаче использовались постоянные величины: давление – 
P = 101 000 Па, теплота сгорания – q = 26 000 000 Дж/кг (с учетом диссоциации продуктов сго-

рания), массовый расход – М = 144, γ 1,1р

v

С
С

. Результаты расчетов, представленные на рис. 1 

и 2, показывают, что скорость горения и концентрация горючего вещества по длине печи, как 
и потери тепла на излучение, существенно зависят от размеров капель топлива. Наилучшие 
параметры горения имеют капли диаметром 1 мм, причем по скорости горения для этих капель 
наблюдается локальный максимум.

При правильно принятых физических предпосылках результаты решения дифференци-
альных уравнений, описывающих рассматриваемые процессы, могут отражать их общий ход 
и меру влияния отдельных факторов на их протекание. Качественный анализ полученных со-
отношений и зависимостей в целом может явиться основой для построения (уточнения) физи-
ческой модели горения жидкого топлива, моделирования и оптимизации сложных процессов 
разделения и систем управления. 

Рис. 1. Изменение скорости горения смеси по 
длине печи: 1– диаметр капли 1 мм; 2 – 2 мм; 
3 – меньше 1 мм

Рис. 2. Изменение концентрации горючего вещества 
по длине печи: I – горение капель диаметром 1 мм; 
II – 2 мм; III – менее 1 мм
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На рис. 3 показано влияние концентрации капель жидкого горючего на скорость распро-
странения пламени на начальной стадии процесса. Видно, что по мере увеличения x – концен-
трации капель определенного размера – скорость распространения пламени уменьшается при 
x < 9 % (для диаметра капель ~ 1 мм) и несколько возрастает при более высоких x. При очень 
малых и очень больших концентрациях горючего влияние размеров капель, по существу, от-
сутствует.

При увеличении количества сконденсированного горючего полная концентрация, при ко-
торой достигается максимальная скорость распространения пламени, сдвигается в стороны 
больших значений концентрации горючего, а значение максимальной скорости распростране-
ния пламени уменьшается. Влияние концентрации жидких капель на скорость горения иден-
тично влиянию концентрации жидких капель на скорость распространения пламени, причем 
этот эффект выражен тем сильнее, чем выше скорость распространения пламени. Это, в свою 
очередь, показывает, что в случае высокой скорости распространения пламени жидкие капли 
размером 1 мкм не успевают полностью испариться перед фронтом пламени.

Исследования динамических характеристик систем 
с распределенными параметрами

Рассмотрим решение задач оптимального контроля для непрерывного процесса взаимо-
действия двух разнонаправленно движущихся сред в тепломассообменном аппарате с про-
странственно распределенным воздействием и оптимального управления для процесса неста-
ционарной массопередачи в трубчатой печи.

Изучим непрерывный процесс взаимодействия двух противоточно движущихся сред в 
тепломассообменном аппарате с пространственно распределенным воздействием. Исходя из 
закона сохранения количества тепла или массы рассмотрим уравнения, описывающие этот 
процесс:

Рис. 3. Влияние концентрации капель жидкого горючего на скорость распространения пламени на 
начальной стадии процесса
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1 2 1

2 22
2 1 2

ω
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ω
æ , , ,

TT l t T T
t l

TT l t T T f l t
t l

 (9)

где Ti = Ti (l, t), i = 1, 2 – функция распределения температуры; ωi = ωi(l, t), i = 1, 2 – скорость 
движения соответственно первой и второй сред; f(l, t) – функция внешнего воздействия; æi = æi 
(l, t), i = 1, 2 – коэффициенты, характеризующие свойства взаимодействующих сред.

Здесь внешнее воздействие приложено в m промежуточных точках и представляется в 
виде

1

, χ  
m

j j
j

f l t l v t . 
 

В качестве функции распределенного внешнего воздействия возьмем функцию следую-
щего вида:

, 0, ;
χ

0, , ;

jb c l l
j j

j

j

a l l e l l
l

l l l
 

где lj – координата точки приложения внешнего воздействия; a = 738,91; b = 2; с = 20.
Дополним систему уравнений (9) следующими начальными и граничными условиями:

,0 0iT l , – 1,2i ,  (10)

1 1вх0,T t T t , – 2 2вх1,T t T t , (11)

где T1вх (t), T 2вх (t) – заданные функции. Функционал качества имеет вид

2θ
*

1 1
0

1, 1, d ,I T t T t t  (12)

где θ – фиксированное время процесса управления; T1
*(1, t) – заданное значение регулируе-

мой величины; T1вх (1, t) – регулируемая величина. Используется возможность подачи на 
объект m + 1 управляющих воздействий: при j = 0 – за счет изменения граничных условий 
на входе второй (регулирующей) среды v0 (t) = T2вх (t); при j = 1,…, m – промежуточных 
внешних воздействий vj (t). Таким образом, получаем m + 1 – контурную систему автома-
тического регулирования. Функции управляющих воздействий vj (t), j = 0,…, m представ-
ляются в виде

1 1

1
0 0

,τ ,τ d dτ,   0,..., ,j j jv t u t T l g l l j m  (13)

здесь vj (t) – операторы используемых управляющих устройств (в данном случае интегральные) 

с заданными ядрами uj (t, τ), определенными в треугольнике 0 ≤ τ ≤ t T, 
1

1
0

φ τ ,τ dj jT l g l l  – 

воздействия на входе регуляторов, характеризующие состояние объекта управления и выра-
жающиеся через весовые функции распределенного контроля gj (x). Таким образом, задача 
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оптимизации системы управления такова: найти такие весовые функции gj (l), при которых 
значение функции состояния T1(1, t) минимизировало бы функционал качества (12).

Представлены примеры расчета систем контроля. На рис. 4 и 5 приведены кривые опти-
мального управления и соответствующие функции распределенного контроля с подачей управ-
ляющих воздействий в точки, распределенные по длине аппарата.

На основе математической модели, записанной уравнениями (1)–(5), рассмотрим следую-
щую тепломассообменную задачу для трубчатой печи:

1 C

c c
2 c

,

,

,

1 γ ,

.

v v

uu
t l l
x x xu
t l
u u T RTu R
t l l l

Q TT u T xqT u K T T
t l l C C
T Tw K T T
t l

 
 (14)

К системе (14) добавим начальные и граничные условия (6)–(7). Примем следующие огра-
ничения на управления:

min max( ) .i i iv v t v  (15)

Вводя фиктивные управления zi, 1,  5i , сведем неравенство (15) к равенству

2
max min 0,i i i i iv v v v z  1,  5.i  (16)

Связь граничных условий с управлениями такова:

1 1

0,
( ),

t
b v t

t 2 2

0,
( ),

x t
b v t

t 3 3

0,
( ),

u t
b v t

t  

Рис. 5. Начальные g0
1, g4

1 и оптимальные g0
n, g4

n – 
весовые функции распределенного контроля

Рис. 4. Изменения температуры в переходном 
режиме и при оптимальном контроле с весовыми 
функциями g0, g4
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Задача оптимального управления в этом случае состоит в нахождении таких управлений 
vi(t), i = 1,5 из промежутков (15), которые удовлетворяют системе уравнений (16), соответствую-
щим граничным условиям и минимизируют функционал качества: 

2*
с c

0 0

, , d d ,
T L

Т l t Т l t l t . (17)

Введем следующие обозначения: 

1ζ ,
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l
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l
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  (18)

C учетом (18) система (14) будет иметь вид:

1 3
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 (19)

Собрав слагаемые при одинаковых вариациях функции и используя аргументацию теории 
вариационных исчислений, получим сопряженную систему уравнений относительно функции 
Лагранжа:

3 11 1
1 3 42 2

2 2
2 4

1 2 3 43 3
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здесь ξ ,  i l t , η ,  i l t  – функции Лагранжа.

1 1 3

2 2

3 1 3 4

4 3 4

5 5
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 (21)

,
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С помощью (21), исключая из (20) 1η , 2η , 3η , 4η , 5η , получим сопряженную систему отно-
сительно i , 1,  5i
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(22)

Начальные условия

, 0i l T , 1,  5.i  (23)

После преобразований получим

1
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2
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где i t , ( 1,  5i )  – функции Лагранжа;

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

0,   0,    0,   0,   0.

, 0,   , 0,   , 0,    , 0,   0, 0. 

T T T T T

L t L t L t L t t
 (25)

Численное исследование сделали для реального объема трубчатой печи. Здесь неизвест-
ными являются х, u, ρ, Т и Тс. Для указанных неизвестных были взяты следующие входные 
значения: x = 47 % u = 4 м/с, ρ = 854 кг/м3, Т = 530° C, Тс = 270 ° C. Моделирование проводили 
с использованием программы COMSOL Multiphysics, предназначенной для решения широко-
го круга задач, формулируемых системами уравнений с частными производными. Результаты 
расчетов приведены на рис. 6–14.

Полученные результаты дают возможность сделать следующие заключения:
– увеличение плотности потока на выходе из печи происходит вследствие снижения 

скорости потока газа и продуктов сгорания. Из рис. 7 видно, что топливо полностью вы-

,
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Рис. 6. Распределение плотности потока по длине 
печи

 

Рис. 7. Изменение концентрации горючего 
вещества

Рис. 8. Изменение скорости движения потока Рис. 9. Распределение температуры потока по 
длине печи

горает. При детальном рассмотрении процесса с помощью двумерных зависимостей наблю-
дается оптимум в области температур вблизи 470 °С. Увеличение плотности потока выше 
оптимального приводит к увеличению недожога, снижению КПД процесса и увеличению 
количества вредных выбросов в окружающую среду. Снижение плотности характеризует 
недогрев сырья и, соответственно, неоптимальный режим работы технологической установ-
ки в целом;

– выявлен эффект перераспределения теплообмена между потоком горячих газов и сы-
рьем по длине печи (рис. 11), что может оказать влияние на качество получаемого продукта, 
следовательно, изменяя температуру потока по длине печи или задавая режим работы, можно 
получать продукт заданного качества;
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Рис. 10. Изменение температуры сырья

– управляя скоростью движения потока, возможно регулировать плотность и, как след-
ствие, величину недожога и, соответственно, количество выбросов в окружающую среду на 
выходе из печи.

Сопоставление полученных результатов со значениями управляющих параме-
тров реального производства АНПЗ показало хорошее соответствие (отличие составляет 
1–5 %).

Выводы

1. На основе анализа моделей процессов нестационарного теплообмена с разнонаправ-
ленными потоками найдены определяющие параметры для моделирования статических и ди-
намических режимов технологических печей. На этой основе на примере процессов горения в 
технологических печах реализованы задачи получения статических и динамических характе-
ристик объектов с распределенными параметрами [25].

2. Разработаны и реализованы математические модели нестационарных режимов ра-
боты технологических печей. С помощью метода Кутта–Мерсона на основе предложенного 
уравнения сохранения энергии, учитывающего тепломассообмен в одно- и разнонаправ-
ленных потоках, решена задача Коши для совершенствования режимов работы технологиче-
ских печей. Показана эффективность предложенных численных алгоритмов, подтвержденная 
сравнением с характеристиками натурных установок и актами об использовании результатов 
исследований [7, 25–28].

3. Предложен способ построения математических моделей для процессов теплообмена с 
взаимодействующими потоками в нефтеперерабатывающей отрасли промышленности. Спо-
соб основан на применении принципа декомпозиции общей проблемы на ряд отдельных задач 
с поиском решения для каждой из них и последующим синтезом. Это дает возможность наибо-
лее полно учесть характерные особенности распределенных процессов, подробно исследовать 
закономерности поведения объектов и более детально изучить технологические процессы неф-
техимии и нефтепереработки.
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4. На основе численного анализа математических моделей тепломассообменных процес-
сов статических и динамических режимов работы технологических печей установлены взаи-
мозависимости рассматриваемых параметров управления, которые позволяют разрабатывать 
режимы работы технологического оборудования уже на стадии проектирования или создавать 
максимально приближенные к реальным данным программы автоматического управления 
промышленными комплексами.

5. Определено влияние концентрации капель жидкого топлива на скорость распростра-
нения пламени на начальной стадии процесса. Наилучшие параметры горения имеют капли 
диаметром 1 мм, причем по скорости горения для этих капель наблюдается локальный мак-
симум. При численном моделировании установлено, что по мере увеличения концентрации 
капель этого размера скорость распространения пламени уменьшается при х < 9 % и несколько 
возрастает при более высоких х. При очень малых и очень больших концентрациях горючего 
влияние размера капель, по существу, отсутствует.

6. На основе анализа нестационарных режимов в системах контроля и управления рас-
пределенными процессами найдены критерии оптимального управления теплотехнологиче-
скими процессами в трубчатых печах, что позволяет выбирать оптимальные режимы работы 
уже на стадии проектирования оборудования.
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