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Используя методы теории производящих функций и интегральных представлений, получена

асимптотическая оценка для функции векторного разбиения.
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Обозначим Z множество целых чисел, ai =







a1i

...

ani






— вектор-столбцы с целыми ком-

понентами aji ∈ Z, i = 1, . . . ,m, и рассмотрим в n-мерной целочисленной решетке Z
n конус,

порожденный этими векторами:

σ = {β ∈ Z
n : β =

m
∑

i=1

αia
i, αi ∈ Z+}.

Обозначим b(β) число всех представлений вектора β через систему образующих {ai}, i =

1, . . . ,m с целыми неотрицательными коэффициентами αi. Функция b(β) целочисленных ар-

гументов β изучалась в работе [1] в связи с исследованиями рациональных многогранников

и была названа функцией векторного разбиения. Для нее в [1] были получены несколько

формул, в частности многомерный аналог формулы Эйлера-Маклорена. В другой интер-

претации числа b(β) появляются в комбинаторном анализе (см. [2]) в задаче об отыскании

целых неотрицательных решений α ∈ Z
m
+ системы линейных диофантовых уравнений

Aα = β, (1)

где A = ‖aij‖ — матрица размерности n × m, α и β — вектор-столбцы

α =







α1

...

αm






, β =







β1

...

βn






.

В данном случае b(β) — число решений системы (1) с целыми неотрицательными компо-

нентами. Отметим еще работу [3], где рассматривается уравнение

a1α1 + · · · + amαm = β
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с целыми коэффициентами a1, . . . , am, а целочисленные решения α = (α1, . . . , αn) ищутся в

кубе 0 6 αi 6 k. Такие уравнения возникают в ряде задач целочисленного программирова-

ния, а также при изучении алгебраических и комбинаторных свойств матриц планов экс-

периментов. В последнем случае изучаются линейные комбинации векторов с элементами

из конечного алфавита над кольцом целых чисел Z. Существование линейной зависимости

таких векторов влечет существование решений последнего уравнения.

Рассмотрим n-мерную последовательность {b(β)}β∈σ. Задачу об оценке b(β) будем по-

нимать в следующем смысле (см., например, [4]). Фиксируем элемент p ∈ Z
n и рассмотрим

одномерную подпоследовательность {b(µp)}∞µ=0 последовательности {b(β)}β∈σ. Нас будет

интересовать асимптотическое поведение величины b(µp) при µ → ∞.

Поскольку основной результат удобнее формулировать в терминах теории выпуклых

многогранных конусов, приведем необходимые определения (см., например, [2]).

Выпуклым многогранным конусом в R
n называется пересечение конечного числа полу-

пространств.

Мы будем рассматривать выпуклый многогранный конус вида

σ = {x ∈ R
n : x =

m
∑

i=1

λia
i, λi > 0}, (2)

где ai — вектор-столбцы матрицы A.

Опорной гиперплоскостью H конуса σ называется такая гиперплоскость, пересекающая

σ, что конус лежит по одну сторону от нее.

Грань τ конуса σ — это подмножество H ∩ σ в σ, где H — какая-либо опорная гипер-

плоскость. Всякая грань τ конуса σ сама является выпуклым многогранным конусом.

Размерностью грани τ называется размерность подпространства в R
n, натянутого на τ .

Если dim τ = k, то τ называется k-гранью и обозначается τk.

Для конуса (2) всякую его грань τk можно записать в виде

τk = {x ∈ R
n : x =

k
∑

j=1

λij
aij , λij

> 0}

с некоторым набором векторов aij из семейства {aj}.

Конус σ называется заостренным, если из того, что aj ∈ σ и −aj ∈ σ, следует, что

aj = 0.

Теорема 1. Пусть σ — заостренный конус, порожденный векторами ai с целочисленны-

ми компонентами. Если целочисленный вектор p = (p1, . . . , pn) принадлежит k-грани τk

конуса σ, тогда для функции векторного разбиения справедлива оценка

b(µp) 6 cµmk−k, для µ = 0, 1, 2, . . . ,

где mk — число векторов из семейства a1, . . . , am, лежащих на грани τk, а c = c(p) —

константа, зависящая лишь от p.

Замечание 1. Если p /∈ σ ∩ Z
n, то очевидно b(µp) = 0.

Отметим, что случай, когда компоненты векторов ai неотрицательны, т.е. ai ∈ Z
n
+, рас-

сматривался в статье [5].
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Для доказательства данной теоремы мы будем использовать понятия многогранника

Ньютона и амебы алгебраической гиперповерхности. Введем соответствующие обозначения

и определения.

Пусть Γ = {γ} ⊂ Z
n — некоторое фиксированое конечное множество векторов с це-

лыми компонентами. Рассмотрим многочлен Лорана вида
∑

γ∈Γ

cγxγ ≡ P (x), где xγ =

xγ1

1 . . . xγn
n , x = (x1, . . . , xn) ∈ C

n, а C
n — n-мерное комплексное пространство.

Многогранником Ньютона NP многочлена Лорана P называется выпуклая оболочка в

R
n элементов множества Γ.

Амебой называется образ множества нулей V = {x ∈ C
n : P (x) = 0} многочлена P (x)

при отображении

Log : x = (x1, . . . , xn) → (log |x1|, . . . , log |xn|) = Log x.

Приведем два нужных нам свойства амебы. Другие свойства, а также их доказательства

приведены в [6].

(i) Дополнение амебы R
n \Log V состоит из конечного числа связных компонент, которое

не превосходит числа целых точек многогранника NP .

(ii) Если ν — вершина многогранника NP , то ей соответствует (непустая) связная ком-

понента дополнения амебы Eν такая, что двойственный конус Cν = {s ∈ R
n : 〈s, ν〉 =

max
α∈NP

〈s, α〉} является асимптотическим для этой компоненты, т.е. для любого u ∈ Eν спра-

ведливо включение u + Cν ⊂ Eν , и никакой конус, содержащий Cν , этому свойству не

удовлетворяет.

Пусть теперь F (x) =
∑

β∈Zn

b(β)xβ — производящая функция n-мерной последовательно-

сти {b(β)}β∈σ∩Zn (функции векторного разбиения). Непосредственно проверяется, что

F (x) =
m
∏

i=1

(1 −
n

∏

j=1

x
aji

j )−1 =
m
∏

i=1

1

Qi

, (3)

где Qi = 1−xai

, xai

= xa1i

1 · · ·xani
n . Обозначим P (x) =

m
∏

i=1

Qi и NP — многогранник Ньютона

многочлена P (x), а V = {x ∈ C
n : P (x) = 0} — множество нулей этого многочлена. Отметим,

что из определения многочлена P следует, что 0 ∈ NP , а так как конус σ заостренный, то

точка 0 — вершина многогранника NP .

Пусть E0 — связная компонента дополнения R
n \Log V , соответствующая этой вершине.

Нетрудно видеть, что

E0 = {u ∈ R
n : 〈ai, u〉 < 0, i = 1, 2, . . . ,m}

и, если u ∈ E0, то на остове Tn = Log−1 u = {x ∈ C
n : |xj | = euj , j = 1, . . . , n} справедливо

неравенство |xai

| < 1.

Для фиксированных p = (p1, . . . , pn) ∈ σ ∩ Z
n и s = (s1, . . . , sn) ∈ σ ∩ Z

n определим

(однократный) степенной ряд

hp,s(z) =

∞
∑

µ=0

b(µp − s)zµ, (4)

который назовем (p, s) — диагональю ряда F (x).
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Предложение 1. Для производящей функции hp,s(z) одномерной последовательности

{b(µp − s)}∞µ=0 при |z| < 1 справедливо интегральное представление

hp,s(z) =
1

(2πi)n

∫

T n

xp+s−Idx

Q0(x, z)Q1(x) · · ·Qm(x)
, (5)

где Q0(x, z) = xp − z, Tn = Log−1 u, u ∈ E0 ∩ {u ∈ R
n : 〈p, u〉 > log |z|}.

Доказательство. Так как p ∈ σ и |z| < 1, то пересечение полупространства Πz = {u ∈

R
n : 〈p, u〉 > log |z|} с компонентой дополнения амебы E0 не пусто. Для u ∈ E0 ∩ Πz на

остове Tn = Log−1 u справедливы неравенства

|xai

| < 1 и |
z

xp
| < 1.

Разлагая подынтегральную функцию
1

Q0(x, z)Q1(x) · · ·Qm(x)
в ряд, равномерно сходящий-

ся на Tn, и почленно его интегрируя, убедимся в справедливости формулы (5). 2

Интегралы вида (5) изучались в работе [7], где доказано, что hp,s(z) является рацио-

нальной функцией, все полюса которой лежат на единичной окружности {|z| = 1}. Од-

нако метод доказательства (повторное интегрирование в (5)) не дает возможности оценить

порядки этих полюсов, которые и определяют асимптотику коэффициентов b(µp − s). Нас

же интересует полюс наивысшего порядка, который вносит основной вклад в асимптотику.

Предложение 2. Если рациональная, с полюсами на единичной окружности функция,

определенная формулой (5), имеет полюс в точке z = 1, то это полюс наивысшего порядка.

Доказательство. Пусть порядок полюса в точке z = 1 равен q, а порядок полюса в точке

z = eiϕ, ϕ 6= 0, равен t. Предположим, что t > q, тогда для r < 1

|(reiϕ − eiϕ)thp,s(re
iϕ)| = |r − 1|t

∞
∑

µ=0

b(µp − s)eiµϕrµ| 6

6 |r − 1|t
∞
∑

µ=0

b(µp − s)rµ = |r − 1|thp,s(r).

Переходя к пределу при r → 1 − 0, получим, что

lim
r→1−0

(reiϕ − eiϕ)sh(reiϕ) = 0,

а это противоречит тому, что z = eiϕ — полюс порядка t. 2

Предложение 3. Если p ∈ σ ∩ Z
n, то подынтегральную функцию в (5) можно предста-

вить в виде

1
m
∏

i=0

Qi

=
1

1 − zλ0

m
∑

k=0

Pk(x, z)
m
∏

i=0

i6=k

Qi

, (6)

где λ0 ∈ Z+, а Pk(x, z) — некоторые многочлены переменных x, z.
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Доказательство. Если p ∈ σ ∩ Z
n, то найдутся такие неотрицательные δ1, . . . , δm, что

p = δ1a
1 + · · · + δmam. Так как p — целочисленный вектор и aij ∈ Z, то числа δi можно

выбрать рациональными и записать

λ0p =

m
∑

i=1

λia
i, λi ∈ Z+, i = 0, 1, . . . ,m.

Далее имеем xλ0p = xλ1a1

· · ·xλmam

и, следовательно,

(Q0 + z)λ0 = (1 − Q1)
λ1 · · · (1 − Qm)λm .

Раскроем скобки и сгруппируем следующим образом:

1 − zλ0 =

m
∑

k=0

Pk(x, z)Qk,

где Pk(x, z) — некоторые многочлены переменных x, z. Разделив последнее равенство на

1 − zλ0 · Q0 · Q1 · · ·Qm, получим (6). 2

Для доказательства теоремы нам потребуются следующие свойства конусов, которые

ввиду очевидности мы не доказываем.

Предложение 4. Если вектор p ∈ σ, то для любого s ∈ R
n прямая x = µp − s, µ ∈ R

n

пересекает конус по лучу x = µp − s, µ > µ0. Если вектор p /∈ σ, то эта прямая либо

пересекает конус по отрезку x = µp − s, µ1 6 µ 6 µ2, либо не пересекает вовсе.

Замечание 2. В случае p /∈ σ, (p, s) — диагональ ряда (4) — многочлен по переменной z

(может быть степени 0).

Доказательство теоремы. Поскольку k — грань конуса σ сама является конусом, не

теряя общности, доказательство проведем для конуса σ размерности n. Итак, пусть p при-

надлежит внутренности конуса σ.

Для производящей функции n-мерной последовательности {b(β)}β∈Zn запишем инте-

гральное представление ее (p, 0)-диагонали (5). Согласно предложению 3 функцию hp,0

можно представить в виде

hp,0(z) =
1

(2πi)n

1

1 − zλ0

n
∑

j=1

∫

T n

Pj(x, z)xp−Idx
m
∏

i=0

i6=j

Qi

. (7)

Слагаемое с индексом j = 0 в данной сумме равно нулю. В самом деле, функция

(Q1, · · · , Qm)−1 разлагается в Log−1 E0 в ряд Лорана
∑

k∈σ

b(k)xk, а среди мономов, полу-

ченных при умножении этого ряда на многочлен P0(x, z)xp, нет монома xI .

Обозначим σi конусы, порожденные векторами a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , am. Если m =

dimσ = n, то p /∈ σi для i = 1, . . . ,m и, согласно замечанию 2, все слагаемые в (7) яв-

ляются многочленами по z. Если m > dim σ = n, то найдется хотя бы один конус σi такой,

что dim σi = n и p ∈ σi. К слагаемым в (7), которые соответствуют этим конусам, применим

опять предложение 3. В результате после (m−n) шагов получим, что hp(z) представляется

суммой рациональных функций вида

P (z)

(1 − zλ0)(1 − zλ1) · · · (1 − zλt)
,
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где t 6 m − n + 1. С учетом предложения 2 отсюда следует, что функция hp(z) имеет в

точке z = 1 наивысший порядок полюса m − n + 1. Согласно [8, с. 54] отсюда получаем

утверждение теоремы. 2
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On the Asymptotics of the Vector Partition Function

Denis E. Leinartas

We obtain the asymptotic estimate for the vector partition function by using generating functions and

the integral representations method.

Keywords: generating function, integral representation, amoeba of the algebraic hypersurface.
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