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Изучается задача о двумерном стационарном течении двух несмешивающихся жидкостей в плос-

ком канале с твёрдыми стенками на одной из которых поддерживается заданное распределение темпера-

туры, а другая стенка теплоизолирована. На общей поверхности раздела учитывается изменение межфаз-

ной энергии. Температура в жидкостях распределена по квадратичному закону, что согласуется с полем

скоростей типа Хименца. Возникающая сопряжённная краевая задача является нелинейной и обратной

относительно градиентов давлений вдоль канала. Применение к ней тау-метода показывает, что она имеет

три различных решения. Численно установлено, что полученные решения с уменьшением числа Маран-

гони сходятся к решениям задачи о ползущем течении. Для каждого из решений построены характерные

структуры течения.

Ключевые слова: граница раздела, термокапиллярность, обратная задача, тау-метод.

∗Работа выполнена при поддержке проекта РФФИ №17-01-00229

1



1. ВВЕДЕНИЕ

При исследовании, вообще говоря, нестационарного движения жидких сред с по-

верхностью раздела Γ в неоднородном поле температур разность потоков тепла на ней, в

общем случае, не равна нулю [1], [2]

k2
∂θ2

∂n
− k1

∂θ1

∂n
= æθdivΓu +ω(θt + u · ∇Γθ), (1.1)

где æ = −∂σ/∂θ, ω = ∂(σ(θ) + æ(θ))/∂θ, σ(θ) — коэффициент поверхностного натяжения.

В равенстве (1.1) kj, θj — коэффициенты теплопроводностей и температуры жидкостей,

j = 1, 2; θ = θ1 = θ1, u = u1 = u2 — общие значения температур и векторов скоростей на

поверхности раздела Γ, n — нормаль к Γ, направленная во вторую жидкость. Для многих

жидких сред σ(θ) хорошо аппроксимируется линейной функцией

σ(θ) = σ0 − æ(θ− θ0) (1.2)

с положительными постоянными σ0, æ, θ0. В этом случае энергетическое равенство (1.1)

упрощается

k2
∂θ2

∂n
− k1

∂θ1

∂n
= æθdivΓu. (1.3)

Порядок отношения правой части равенства (1.3) к первому члену левой её части

оценивается параметром E = æθ∗/µ2k2 (для второго надо положить µ1k1, µj — динамиче-

ские вязкости), определяющим влияние межфазной энергии на динамику движения жид-

костей внутри слоёв; θ∗ — характерная температура на границе раздела. Эти параметры

для обычных жидкостей при комнатной температуре малы [2] – [4]. Так, в экспериментах в

системе воздух – этиловый спирт при θ∗ = 15◦C имеем E ∼ 5 · 10−4. Поэтому часто правую

часть в (1.1) опускают и говорят о равенствах потока тепла через границу раздела. Однако

для маловязких жидкостей эти слагаемые надо учитывать. Расчёты [4], проведённые для

движения пузырьков в различных жидкостях, показали, что значение E = O(1) дости-
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гаются при достаточно высоких температурах — вязкость быстро уменьшается с ростом

температуры. Кроме того, этот факт имеет место и для некоторых криогенных жидкостей,

например для жидкого CO2. Максимальные значения E достигаются вблизи критических

точек. Так для воды E ∼ 0.02 при θ = 303.15K; E ∼ 0.6 при θ = 573.15K; E ∼ 0.7 при

θ = 623.15K (критическая точка для воды θкр = 647.30K).

В книге [2] на простых примерах двухслойных систем, когда основное состояние

либо покой, либо однонаправленное стационарное течение показано влияние теплоты, по-

глощаемой или выделяющейся при локальных изменениях площади межфазной поверх-

ности, на формирование напряжений Марангони и слаболинейных волновых режимов на

границе раздела жидкостей, вязкость которых достаточно мала. В [5] изучено влияние из-

менения межфазной поверхностной энергии на характер и тип неустойчивостей основного

однонаправленного течения, когда для возмущений использовано условие (1.3). Показано,

что существенное отличие от классического случая (правая часть в (1.3) равна нулю) в

поведении возмущений наблюдается в области коротких волн. Именно, в задаче с полным

условием кризис течения вызывается тепловой колебательной модой и сопровождается

формированием поперечных бегущих волн, которые распространяются в противополож-

ном основному течению направлении. В задаче с классическим условием неустойчивость

проявляется в виде поперечных стоячих волн. Учёт дополнительного слагаемого в энерге-

тическом условии позволил получить результат, качественно совпадающий с эксперимен-

тальными данными для системы FC-72 – азот.

В задачах упомянутых выше основное стационарное двухслойное течение не зависе-

ло от изменения межфазной энергии. В настоящей работе исследуется такая зависимость

для двумерного двухслойного стационарного течения с полем скоростей типа Хименца.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается плоское двухслойное стационарное течение вязких теплопровод-

ных жидкостей в слоях, ограниченных твёрдыми стенками y = 0, y = h с общей поверхно-

стью раздела y = l < h в отсутствие массовых сил.
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Межфазная поверхность предполагается плоской, для этого достаточно потребо-

вать, чтобы капиллярное число Ca = µ1χ1/σ0l � 1 [6], χ — коэффициент температу-

ропроводности. Поле скоростей и температур системы уравнений вязкой теплопроводной

жидкости в слоях ищется в виде

u1
j(x, y) = wj(y)x, u2

j(x, y) = vj(y),

θj(x, y) = aj(y)x2 + bj(y),
(2.1)

причём 0 < y < l при j = 1, l < y < h при j = 2 и divΓu = w1(l). Такое представле-

ние поля скоростей соответствует известному решению Хименца [7]. Подстановка (2.1) в

уравнения движения и переноса тепла и их анализ на совместность приводит к следующим

следствиям: функции wj(y), vj(y), aj(y) и bj(y) есть решения нелинейных систем уравнений

vjwjy + w2
j = νjwjyy + fj, wj + vjy = 0,

2wjaj + vjajy = χjajyy,

vjbjy = χjbjyy + 2χjaj,

(2.2)

где νj — кинематические вязкости, ρj = µj/νj — плотности, fj — постоянные. Давления в

жидкостях распределены по законам

1

ρj
p(x, y) = νjvjy −

v2
j

2
− fj

x2

2
+ d0j, d0j = const, (2.3)

так что значения fj характеризуют градиенты давлений вдоль оси x.

Будем считать, что на твёрдой стенке y = 0 (подложке) задано распределение тем-

пературы θ1(x, 0) = a10x
2 + b10 с постоянными a10, b10. При a10 > 0 температура имеет в

точке x = 0 минимальное значение, а при a10 < 0 — максимальное. Верхняя стенка теп-

лоизолирована: θ2y(x, h) = 0. Таким образом, на твёрдых стенках для искомых функций
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заданы условия

w1(0) = v1(0) = 0, a1(0) = a10, b1(0) = b10,

w2(h) = v2(h) = 0, a2y(h) = b2y(h) = 0. (2.4)

На границе раздела y = l выполнены соотношения

w1(l) = w2(l), v1(l) = v2(l) = 0, a1(l) = a2(l), b1(l) = b2(l),

µ2w2y(l)− µ1w1y(l) = −2æa1(l),

k2a2y(l)− k1a1y(l) = æa1(l)w1(l),

k2b2y(l)− k1b1y(l) = æb1(l)w1(l).

(2.5)

Первые четыре условия в (2.5) есть следствия непрерывности поля скоростей и температур

на границе раздела, а пятое — динамическое условие. Последние два условия получены с

учётом зависимости коэффициента поверхностного натяжения (1.2) и соотношения (1.3).

Замечание 1. Поставленная задача является обратной, поскольку наряду с функ-

циями wj, vj, aj, bj постоянные fj (градиенты давлений вдоль слоёв) также неизвестны.

Сами давления по известным vj и fj определяются по формулам (2.3).

Исключим вертикальные скорости vj(y) из уравнений неразрывности с учётом усло-

вий прилипания на стенках (2.4)

v1(y) = −
y∫

0

w1(z) dz, 0 6 y 6 l; v2(y) = −
h∫
y

w2(z) dz, l 6 y 6 h. (2.6)

Тогда основной будет следующая обратная сопряжённая краевая задача
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ν1w1yy = w2
1 − f1 − w1y

y∫
0

w1(z) dz,

χ1a1yy = 2a1w1 − a1y

y∫
0

w1(z) dz, 0 < y < l,

ν2w2yy = w2
2 − f2 − w2y

h∫
y

w2(z) dz,

χ2a2yy = 2a2w2 − a2y

h∫
y

w2(z) dz, l < y < h.

(2.7)

Граничные условия для неё следуют из (2.4), (2.5) и представлений (2.6)

w1(0) = 0, a1(0) = a10, w2(h) = 0, a2y(h) = 0,
l∫

0

w1(z) dz = 0,

h∫
l

w2(z) dz = 0,

µ2w2y(l)− µ1w1y(l) = −2æa1(l), w1(l) = w2(l),

a1(l) = a2(l), k2a2y(l)− k1a1y(l) = æa1(l)w1(l).

(2.8)

Задача для функций bj(y) отделяется и они находятся после решения задачи (2.7), (2.8) и

не влияют на поле скоростей в слоях.

Введём безразмерные функции и параметры

Wj(ξ) =
h2

Mχ1

wj(y), Aj(ξ) =
aj(y)

a10

, Fj =
h4

Mχ2
1

fj, ξ =
y

h
, Pj =

νj

χj
,

M =
æa10h

3

χ1µ2

, E =
æ2a10h

2

µ2k2

,

(2.9)

где Pj — числа Прандтля, M — число Марангони, θ∗ = |a10|h2 — характерная температура,

так что M, E могут быть как положительными, так и отрицательными числами. Тогда в
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безразмерных переменных нелинейная сопряжённая краевая задача примет вид

W1ξξ =
M
P1

W 2
1 −W1ξ

ξ∫
0

W1(z) dz

− F1

P1

,

A1ξξ = M

2A1W1 − A1ξ

ξ∫
0

W1(z) dz

 , 0 < ξ < γ,

(2.10)

W2ξξ =
χM
P2

W 2
2 −W2ξ

ξ∫
1

W2(z) dz

− χF2

P2

,

A2ξξ = χM

2A2W2 − A2ξ

ξ∫
1

W2(z) dz

 , γ < ξ < 1,

(2.11)

W1(0) = 0, W2(1) = 0, A1(0) = 1, A2ξ(1) = 0, (2.12)

W1(γ) = W2(γ), A1(γ) = A2(γ), (2.13)

W2ξ(γ)− µW1ξ(γ) = −2A1(γ), (2.14)

A2ξ(γ)− kA1ξ(γ) = EA1(γ)W1(γ), (2.15)

где γ = l/h < 1, µ = µ1/µ2, χ = χ1/χ2, k = k1/k2. К граничным условиям (2.12) – (2.15)

необходимо добавить интегральные условия переопределения

γ∫
0

W1(z) dz = 0,

1∫
γ

W2(z) dz = 0, (2.16)

которые позволяют найти неизвестные постоянные (градиенты давлений вдоль слоёв) Fj,

j = 1, 2.

3. РЕШЕНИЕ МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ — ПОЛЗУЩИЕ ТЕЧЕНИЯ

Предположим, что |M| � 1 и ищем решение задачи (2.10) – (2.16) в виде Wj =

W 0
j + MW 1

j + ..., Fj = F 0
j + MF 1

j + ..., Aj = A0
j + MA1

j + ..., тогда решение для нулевого
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приближения имеет вид [8]

W 0
1 (ξ) =

ν(1− γ)2

6γ2P1

F 0
2 (−3ξ2 + 2γξ) ,

A0
1(ξ) = 1 + C1ξ, 0 6 ξ 6 γ,

(3.1)

W 0
2 (ξ) =

χF 0
2

6P2

(−3ξ2 + 2(γ+ 2)ξ− 1− 2γ) ,

A0
2(ξ) = 1 + γC1 ≡ C2, γ 6 ξ 6 1,

(3.2)

причём

F 0
1 =

ν(1− γ)2

γ
F 0

2 , F 0
2 =

3γP1C2

ν(γ− 1) (γ+ µ(1− γ))
, (3.3)

и C2 есть решение квадратного уравнения

γ2(1− γ)EC2
2

2k (γ+ µ(1− γ))
+ C2 − 1 = 0 (3.4)

с дискриминантом

D = 1 +
2γ2(1− γ)E

k[γ+ µ(1− γ)]
.

Поэтому при

E > −k[γ+ µ(1− γ)]

2γ2(1− γ)
= E∗

имеется два решения (для a10 > 0 это всегда так), при E = E∗ — одно, а при E < E∗

решений нет. Последние два случая реализуются только для a10 < 0, когда температура на

нижней стенке имеет максимум в точке x = 0. Выражения для безразмерных вертикальных

скоростей определятся по формуле (2.6) и будут иметь вид

V 0
1 (ξ) =

ν(1− γ)2

6γ2P1

F 0
2 (ξ3 − γξ2) , 0 6 ξ 6 γ,

V 0
2 (ξ) =

χF 0
2

6P2

(ξ3 − (γ+ 2)ξ2 + (1 + 2γ)ξ− γ) , γ 6 ξ 6 1.
(3.5)

Замечание 2. Простые вычисления показывают, что при E = 0 единственное
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решение задачи (1.10) – (1.16), при малых числах Марангони, таково

W 0
1 (ξ) = −(γ− 1)

2δγ
(3ξ2 − 2γξ) , A0

1(ξ) = 1, 0 6 ξ 6 γ,

W 0
2 (ξ) = − γ

2δ(γ− 1)
(3ξ2 − 2(γ+ 2)ξ+ 2γ+ 1) , A0

2(ξ) = 1, γ 6 ξ 6 1,

F 0
1 =

3(γ− 1)P1

γδ
, F 0

2 =
3P2γ

χδ(γ− 1)
, δ = γ− µ(γ− 1).

(3.6)

Полученное решение существенно отличается от решения (3.1) – (3.4).

4. МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Для решения общей нелинейной задачи (2.10) – (2.16) применяется тау-метод, яв-

ляющийся модификацией метода Галёркина [9]. Произведём замену переменных: ξ′ = ξ/γ

для j = 1 и ξ′ = (1− ξ)/(1− γ) для j = 2. Тогда задача (2.10) – (2.16) перепишется в виде

(штрихи опущены)

L1(W1, F1) ≡ W1ξξ −
γ2M
P1

W 2
1 −W1ξ

γξ∫
0

W1(z) dz

− γ2F1

P1

= 0,

N1(W1, A1) ≡ A1ξξ − γ2M

2A1W1 − A1ξ

γξ∫
0

W1(z) dz

 = 0, 0 < ξ < 1,

(4.1)

L2(W2, F2) ≡ W2ξξ −
χ(1− γ)2M

P2

W 2
2 −W2ξ

1−(1−γ)ξ∫
0

W2(z) dz

− χ(1− γ)2F2

P2

= 0,

N2(W2, A2) ≡ A2ξξ − χ(1− γ)2M

2A2W2 − A2ξ

1−(1−γ)ξ∫
0

W2(z) dz

 = 0, 0 < ξ < 1,

(4.2)

W1(0) = W2(0) = 0, A1(0) = 1, A2ξ(0) = 0, (4.3)

W1(1) = W2(1), A1(1) = A2(1), (4.4)

1

1− γ
W2ξ(1) +

µ

γ
W1ξ(1) = 2A1(1), (4.5)

1

1− γ
A2ξ(1) +

k

γ
A1ξ(1) = −EA1(1)W1(1), (4.6)
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1∫
0

W1(z) dz = 0,

1∫
0

W2(z) dz = 0, (4.7)

Приближённое решение задачи (4.1) – (4.7) ищется в виде сумм

Wjn(ξ) =
n∑
k=1

W k
j Rk(ξ), Ajn(ξ) =

n∑
k=0

AkjRk(ξ), (4.8)

где Rk(z) = Pk(2z − 1) — смещённые полиномы Лежандра, z ∈ [0, 1], Pk(z) — обычные

полиномы Лежандра. В общем виде Rk(z) определяются следующем образом [10]

Rk(z) =
1

k!

dk

dzk
[
(z2 − z)k

]
.

Из интегральных условий (3.7), учитывая ортогональность полиномов Лежандра Rk(z) на

отрезке [0, 1] [10]

1∫
0

Rk(z)Rm(z) dz = δkmhm, hm =
1

2m+ 1
, δkm =


1, k = m,

0, k 6= m,

получим W 0
1 = W 0

2 = 0. Остальные коэффициенты W k
j , Akj и постоянные F1, F2 находятся

из системы галёркинских приближений

1∫
0

Lj(Wjn, Fj)Rm(ξ) dξ = 0,

1∫
0

Nj(Wjn, Ajn)Rm(ξ) dξ = 0, m = 0, ..., n− 2, j = 1, 2

(4.9)
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и преобразованных граничных условий (4.3) – (4.6)

n∑
k=1

(−1)kW k
1 = 0,

n∑
k=1

(−1)kW k
2 = 0,

n∑
k=0

(−1)kAk1 = 1,
n∑
k=0

Ak2R
′
k(0) = 0,

n∑
k=1

W k
1 =

n∑
k=1

W k
2 ,

n∑
k=0

Ak1 =
n∑
k=0

Ak2,

1

1− γ
n∑
k=1

W k
2 R
′
k(1) +

µ

γ

n∑
k=1

W k
1 R
′
k(1) = 2

n∑
k=0

Ak1,

1

1− γ
n∑
k=0

Ak2R
′
k(1) +

k

γ

n∑
k=0

Ak1R
′
k(1) = −E

n∑
k=0

Ak1
n∑
k=1

W k
1 .

(4.10)

При выводе системы (4.10) было учтено, что Rk(1) = 1, Rk(0) = (−1)k. Таким образом

уравнения (4.9), (4.10) образуют замкнутую систему алгебраических нелинейных уравне-

ний на коэффициенты W k
j , Akj и постоянные Fj, j = 1, 2.

Расчёты проводились для следующих значений определяющих параметров, соответ-

ствующих системе вода (j = 1) – водяной пар (j = 2) на линии насыщения при температуре

300 ◦C: ρ1 = 712 кг/м3, ρ2 = 46.8 кг/м3, ν1 = 1.3·10−7 м2/с, ν2 = 4.2·10−7 м2/с, χ1 = 1.4·10−7

м2/с, χ2 = 2.5 · 10−7 м2/с, k1 = 0.54 Вт/м ·◦ C, k2 = 0.0719 Вт/м ·◦ C, æ = 1.4 · 10−4 Н/м ·◦ C,

P1 = 0.96, P2 = 1.69, E = 0.6, M = 16.5, h = 1 · 10−9 м, l = 0.5 · 10−9 м и n = 15. Бы-

ло получено три различных значения безразмерных постоянных F1, F2: {F 1
1 = −16.4524,

F 1
2 = −55.8561}, {F 2

1 = 399.756, F 2
2 = 1256.7683} и {F 3

1 = −1137.0024, F 3
2 = −5820.4456}

(верхний индекс означает номер решения). При этом разность значений полученных при

n = 15 и n = 16 составляет порядка 10−20, 10−12 и 10−7 для F 1, F 2 и F 3 соответственно, что

говорит о хорошей сходимости τ – метода при решении данной краевой задачи. На фиг.1Фиг 1

приведены профили безразмерных функций Wj(ξ) и поперечных скоростей Vj(ξ) для зна-

чений F 1 и F 2, соответственно. Здесь и далее функцииW (ξ) и V (ξ) совпадают с функция-

миWj(ξ) и Vj(ξ), j = 1, 2, соответственно, на своих областях определения. Для F 3 профили

W (ξ) и V (ξ) качественно совпадают с профилями как при F 1. Однако, стоит отметить,

что течение, отвечающее F 3, является более интенсивным, так max
ξ∈[0,1]

|V (ξ, F 3)| = 6.023,

max
ξ∈[0,1]

|W (ξ, F 3)| = 99.895, а max
ξ∈[0,1]

|V (ξ, F 1)| = 0.053, max
ξ∈[0,1]

|W (ξ, F 1)| = 0.718.

На фиг.2 изображена зависимость безразмерных постоянных F 1
j и F 2

j , j = 1, 2 отФиг 2
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числа Марангони M. Видно, что с ростом M значения безразмерных постоянных увеличи-

ваются по модулю. Стоит также отметить, что с уменьшением числа Марангони получен-

ные решения F 1
1 , F

1
2 и F 2

1 , F
2
2 стремятся к решениям модельной задачи F 01

1 = −0.001036,

F 01
2 = −0.003505 и F 02

1 = 0.57784, F 02
2 = 1.95525, соответственно (см. (3.3)), так, при

M = 0.001, получим |F 01
j − F 1

j |≈ 10−9 и |F 02
j − F 2

j |≈ 10−3, j = 1, 2.

На фиг. 3, 4 изображена зависимость безразмерных постоянных F 1
1 и F 2

1 от чисeлФиг 3,4

Прандтля (P1, P2). Видно, что с ростом P1 значения F 1
1 и F 2

1 увеличиваются по модулю, а

с ростом P2 значение F 1
1 увеличивается, а F 2

1 — уменьшается. Зависимость безразмерных

постоянных F 1
2 и F 2

2 от P1, P2 аналогична F 1
1 и F 2

1 , соответственно.

На фиг. 5 изображены профили безразмерной функции W (ξ) и поперечной скоро-Фиг 5

сти V (ξ) для F 1 в зависимости от безразмерного параметра E. Случай, когда E,M < 0,

означает, что a10 < 0 и температура в точке x = 0, y = 0 максимальна.

Для случая, когда E = 0 было получено два различных значения безразмерных

постоянных F1, F2: {F 1
1 = −16.44687, F 1

2 = −55.91119} и {F 2
1 = 414.4302, F 2

2 = 1299.6786}.

Напомним, что при E = 0 имеется только однорешение краевой задачи, описывающее

ползущее течение, см. формулы (3.6). Стоит также отметить, что с уменьшением числа

Марангони полученное решение F 1
1 , F

1
2 стремится к единственному решению модельной

задачи (3.6) F 0
1 = −0.001037, F 0

2 = −0.003511, так при M = 0.001 имеем |F 0
j − F 1

j |≈ 10−9,

j = 1, 2.

12
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Подписи к ФИГУРАМ ст. Андреева Виктора Константиновича, Лемешковой Елены

Николаевны

Фиг.1. Профили безразмерной функции W (ξ) (—–) и поперечной скорости V (ξ)

(−−) для F 1 (а) и F 2 (б)

Фиг.2. Зависимость безразмерных постоянных F 1 (а) и F 2 (б) от числа Марангони:

1 — F 1
1 , F

2
1 ; 2 — F 1

2 , F
2
2

Фиг.3. Зависимость безразмерных постоянных F 1
1 (а) и F 2

1 (б) от числа Прандтля

(P1)

Фиг.4. Зависимость безразмерных постоянных F 1
1 (а) и F 2

1 (б) от числа Прандтля

(P2)

Фиг.5. Профили безразмерной функции W (ξ) (а) и поперечной скорости V (ξ) (б)

в зависимости от безразмерного параметра E, M = 16.5: 1 — E = 0.6; 2 — E = 0.4; 3 —

E = 0.2; 4 — E = −0.2; 5 — E = −0.4; 6 — E = −0.6
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Андреев, Лемешкова. Фигура 1

Фиг. 1.
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Андреев, Лемешкова. Фигура 2

Фиг. 2. Зависимость безразмерных постоянных F 1 (а) и F 2 (б) от числа Марангони: 1 —
F 1

1 , F
2
1 ; 2 — F 1

2 , F
2
2
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Андреев, Лемешкова. Фигура 3

Фиг. 3.
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Андреев, Лемешкова. Фигура 4

Фиг. 4.
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Андреев, Лемешкова. Фигура 5

Фиг. 5.
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