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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé îáùåãî
âèäà. Îïðåäåëÿþòñÿ âû÷åòíûå èíòåãðàëû ïî öèêëàì, ñâÿçàííûì ñ ñèñòåìîé. Ïðèâîäÿòñÿ
ôîðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ è óñòàíàâëèâàþòñÿ ìíîãîìåðíûå àíàëîãè ôîðìóë Âàðèíãà, ò. å.
ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèé è ñòåïåííûìè ñóììàìè êîðíåé ñèñòåìû.
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ÓÄÊ: 517.53

DOI: 10.26907/0021-3446-2019-5-40-55

Ââåäåíèå

Äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â Cn íà îñíîâå ìíîãîìåðíîãî ëîãà-
ðèôìè÷åñêîãî âû÷åòà ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòåïåííûõ ñóìì
êîðíåé ñèñòåìû, íå âû÷èñëÿÿ ñàìèõ êîðíåé [1]�[3]. Äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ñèñòåì òàêèå ôîð-
ìóëû èìåþò ðàçíûé âèä. Íà ýòîé îñíîâå â Cn ïîñòðîåí íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îí âîçíèê â ðàáîòå Ë.À.Àéçåíáåðãà [1], à åãî ðàçðàáîòêà ïðî-
äîëæåíà â ìîíîãðàôèÿõ [2], [4]. Åãî îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ñòåïåííûõ
ñóìì êîðíåé ñèñòåìû (â ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè), à çàòåì â èñïîëüçîâàíèè îäíîìåðíûõ
èëè ìíîãîìåðíûõ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë Íüþòîíà [5]. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà
èñêëþ÷åíèÿ îí ìåíåå òðóäîåìîê è íå óâåëè÷èâàåò êðàòíîñòè êîðíåé.
Â åãî îñíîâå ëåæèò ôîðìóëà [1], ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî

âû÷åòà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñóììû çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà â êîðíÿõ çàäàííîé
ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áåç íàõîæäåíèÿ ñàìèõ êîðíåé.
Äëÿ ñèñòåì íåàëãåáðàè÷åñêèõ (òðàíñöåíäåíòíûõ) óðàâíåíèé ôîðìóëû äëÿ ñóììû çíà÷å-

íèé êîðíåé ñèñòåìû ïîëó÷èòü, êàê ïðàâèëî, íåëüçÿ, ïîñêîëüêó êîðíåé ñèñòåìû ìîæåò áûòü
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî è ðÿäû èç êîîðäèíàò òàêèõ êîðíåé ðàñõîäÿùèåñÿ. Òåì íå ìåíåå íåàë-
ãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè [6],
[7]. Òåì ñàìûì, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ ñèñòåì.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20.04.2018, ïîñëå äîðàáîòêè 01.06.2018. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 20.06.2018

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíòû 18-51-41011-Óçá_t è 18-31-00019, è ãðàíò 14.Y26.31.0006 Ïðàâèòåëü-
ñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ïîääåðæêè íàó÷íûõ øêîë ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùåãî ó÷åíîãî â
Ñèáèðñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå.
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Â ðàáîòàõ [8]�[16] ðàññìîòðåíû ñòåïåííûå ñóììû êîðíåé â îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè äëÿ
ðàçíûõ ñèñòåì òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ñòåïåííûõ ñóìì èñïîëü-
çóåòñÿ âû÷åòíûé èíòåãðàë, èíòåãðèðîâàíèå â êîòîðîì âåäåòñÿ ïî îñòîâàì ïîëèêðóãîâ ñ
öåíòðîì â íóëå. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò âû÷åòíûé èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãî-
ìåðíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì âû÷åòîì èëè âû÷åòîì Ãðîòåíäèêà. Äëÿ ðàçëè÷íîãî òèïà ìëàä-
øèõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó, ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ íàõîæäå-
íèÿ âû÷åòíûõ èíòåãðàëîâ, óñòàíîâëåíà èõ ñâÿçü ñî ñòåïåííûìè ñóììàìè êîðíåé ñèñòåìû â
îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè.
Â ðàáîòàõ [14], [15] èññëåäîâàíû áîëåå ñëîæíûå ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ìëàäøèå îäíîðîäíûå

÷àñòè ðàçëàãàþòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè è öèêëû èíòåãðèðîâàíèÿ â âû÷åòíûõ èíòåãðà-
ëàõ, ñòðîÿòñÿ ïî ýòèì ìíîæèòåëÿì.
Â ðàáîòå [16] èññëåäîâàíà ñèñòåìà, âîçíèêàþùàÿ â ìîäåëè Çåëüäîâè÷à�Ñåìåíîâà [6], [7]

â õèìè÷åñêîé êèíåòèêå.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé, ó êîòîðûõ ìëàäøèå îäíîðîäíûå ÷àñòè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó,
îáðàçóþò íåâûðîæäåííóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé: íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ âû÷åòíûõ èíòåãðàëîâ, ñòåïåííûå ñóììû êîðíåé â îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè è óñòà-
íîâëåíû ìíîãîìåðíûå àíàëîãè ôîðìóë Âàðèíãà, ò. å. ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé ñ
âû÷åòíûìè èíòåãðàëàìè.

1. Âû÷åòíûå èíòåãðàëû

Ïóñòü f1(z), . . . , fn(z) � ñèñòåìà ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò
â ìíîãîìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn, z = (z1, . . . , zn).
Ðàçëîæèì ôóíêöèè f1(z), . . . , fn(z) â ðÿäû Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è

ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

fj(z) = Pj(z) +Qj(z) = 0, j = 1, . . . , n, (1)

ãäå Pj � ìëàäøàÿ îäíîðîäíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ôóíêöèè fj(z). Ñòåïåíü âñåõ
ìîíîìîâ (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ), âõîäÿùèõ â Pj , ðàâíà mj , j = 1, . . . , n. Â ôóíêöèÿõ
Qj ñòåïåíè âñåõ ìîíîìîâ ñòðîãî áîëüøå, ÷åì mj .
Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé Qj , Pj , j = 1, . . . , n, â îêðåñòíîñòè íóëÿ â ðÿäû Òåéëîðà, ñõîäÿùèåñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â ýòîé îêðåñòíîñòè, èìåþò âèä

Qj(z) =
∑
‖α‖>mj

ajαz
α, (2)

Pj(z) =
∑
‖β‖=mj

bjβz
β, (3)

j = 1, . . . , n, ãäå α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) � ìóëüòèèíäåêñû, ò. å. αj , βj � íåîò-
ðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, j = 1, . . . , n, ‖α‖ = α1 + · · · + αn, ‖β‖ = β1 + · · · + βn, ìîíîìû

zα = zα1
1 · z

α2
2 · . . . · zαn

n , zβ = zβ11 · z
β2
2 · . . . · z

βn
n .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ P1(z), . . . , Pn(z) íåâûðîæ-

äåíà, ò. å. åå îáùèì íóëåì ñëóæèò òîëüêî òî÷êà íóëü � íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî (ñïåöèàëüíûé àíàëèòè÷åñêèé ïîëèýäð) âèäà

DP (r1, . . . , rn) = {z : |Pj(z)| < rj , j = 1, . . . , n},
ãäå r1, . . . , rn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Åãî îñòîâ èìååò âèä

ΓP (r1, . . . , rn) = ΓP (r) = {z : |Pj(z)| = rj , j = 1, . . . , n}.
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Ýòè ìíîæåñòâà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ìíîãîìåðíûõ âû÷åòîâ (íàïðèìåð, [2]).

Ëåììà 1 ([2]). Äëÿ íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì ìíîãî÷ëåíîâ P1, . . . , Pn ìíîæåñòâî DP (r1, . . . ,
rn) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, à äëÿ ïî÷òè âñåõ (ï. â.) r1, . . . , rn îñòîâ ΓP (r1, . . . , rn) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì öèêëîì ðàçìåðíîñòè n.

Ëåììà 2. Ïóñòü ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ

P1(z), . . . , Pn(z) (4)

òàêîâà, ÷òî íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè {z1 = 0} â íåé íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ïîäñèñ-

òåìà, ñîñòîÿùàÿ èõ n − 1 ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåííûõ z2, . . . , zn. Òîãäà îñòîâ ïîëèýäðà

ΓP (r1, . . . , rn) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ {z1 = 0} äëÿ ï. â. r1, . . . , rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ïîäñèñòåìà èìååò âèä

P2(0, z2, . . . , zn), . . . , Pn(0, z2, . . . , zn). (5)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì ïîíÿòèå è ñâîéñòâà ðåçóëüòàíòà, ââåäåííîãî À.Ê.Öèõîì
([3], � 18, ï. 3) äëÿ ïåðåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì ôóíêöèé.
Îáîçíà÷èì P ′ = (P2, . . . , Pn), z′ = (z2, . . . , zn). Ïî ëåììå 1 ïîëèýäð

G′P ′ = {z′ : |Pj(0, z′)| < rj , j = 2, . . . , n} (6)

ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ëþáûõ r2 > 0, . . . , rn > 0. Ïîñêîëüêó
ñèñòåìà (5) ñîñòîèò èç îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé
(5) èç Cn−1 â Cn−1, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P ′ : G′P ′ → B′ � àíàëèòè÷åñêîå
íàêðûòèå íàä ïîëèêðóãîì B′ = {|w2|<r2, . . . , |wn|<rn}: äëÿ êàæäîãî w = (w2, . . . , wn)∈B′
ïðîîáðàç (P ′)−1(w′) ñîñòîèò èç îäíîãî è òîãî æå (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé) ÷èñëà òî÷åê

(z′)(ν)(w′) ∈ G′P ′ , ν = 1, . . . , p (ò. å. ñèñòåìà óðàâíåíèé P ′(0, z′) = w′ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
êîðíåé).
Îïðåäåëèì ðåçóëüòàíò ôóíêöèè P1(0, z′) − w1 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû P ′(0, z′) ([3], � 18,

ï. 3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(w) = R(w1, w
′) =

p∏
ν=1

[P1(0, (z′)(ν)(w′))− w1]. (7)

Êàê ïîêàçàíî â ([3], � 18, ï. 3) äëÿ ñîáñòâåííûõ îòîáðàæåíèé, R(w) � ìíîãî÷ëåí. ßñíî, ÷òî
R(0) = 0 è R(w) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî

A = {w : R(w) = 0}.

Èç îïðåäåëåíèÿ (7) ðåçóëüòàíòà ÿñíî, ÷òî w /∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé

P1(0, z′) = w1, . . . , Pn(0, z′) = wn (8)

íå èìååò êîðíåé.
Òàê êàê ìíîæåñòâî A èìååò ðàçìåðíîñòü 2n − 2, òî ðàññìàòðèâàÿ îñòîâû w : |w1| =

= r1, . . . , |wn| = rn, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ï. â. r1, . . . , rn ýòè îñòîâû íå ïåðåñåêàþòcÿ ñ A. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè {zj = 0} íàéäåòñÿ íåâûðîæäåí-
íàÿ ïîäñèñòåìà ïîðÿäêà (n − 1) ñèñòåìû (5), òî äëÿ ï. â. r1, . . . , rn îñòîâ ΓP (r1, . . . , rn) íå
ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.



ÂÛ×ÅÒÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ È ÔÎÐÌÓËÛ ÂÀÐÈÍÃÀ 43

Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 2 íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ñèñòåìó (êðîìå íåâûðîæäåííîñòè)
íàëàãàòü íå íóæíî.
Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ri öèêëû ΓP ëåæàò â îáëàñòè ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèé fi, ïîýòîìó

ðÿäû ∑
‖α‖>mi

|aiα|r
α1
1 · · · r

αn
n

ñõîäÿòñÿ, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà íà öèêëå ΓP (tr) = ΓP (tr1, tr2, . . . , trn) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
t > 0, èìååì

|Pi(tr)| =
∣∣∣∣ ∑
‖β‖=mi

biβ(tr)β
∣∣∣∣ =

∑
‖β‖=mi

t‖β‖|biβ|rβ = tmi
∑
‖β‖=mi

|biβ|rβ, i = 1, . . . , n,

|Qi(tr)| =
∣∣∣∣ ∑
‖α‖>mi

aiα(tr)α
∣∣∣∣ 6 ∑

‖α‖>mi

t‖α‖|aiα|rα = tmi+1
∑
‖α‖>mi

|aiα|rαt‖α‖−(mi+1).

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t íà öèêëå ΓP (tr) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|Pi(z)| > |Qi(z)|, i = 1, 2, . . . , n. (9)

Òàêèì îáðàçîì,

fi(z) 6= 0 íà ΓP (tr), i = 1, 2, . . . , n.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t = 1, ò. å. íåðàâåíñòâî (9) ñïðàâåäëèâî íà öèêëå
ΓP (r1, . . . , rn).
Ââåäåì ïîíÿòèå âû÷åòíîãî èíòåãðàëà Jγ ([17]). Îïðåäåëèì

Jγ =
1

(2π
√
−1)n

∫
ΓP

1

zγ+I
· df
f

=

=
1

(2π
√
−1)n

∫
ΓP

1

zγ1+1
1 · zγ2+1

2 · . . . · zγn+1
n

· df1

f1
∧ df2

f2
∧ . . . ∧ dfn

fn
, (10)

ãäå γ = (γ1, . . . , γn) � ìóëüòèèíäåêñ, à ìóëüòèíäåêñ I = (1, . . . , 1). Ýòîò âû÷åòíûé èíòåãðàë
îïðåäåëåí, åñëè r1, . . . , rn âûáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíåíî (9) è öèêë ΓP íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè (ñì. ñëåäñòâèå 1). Îòìåòèì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîìåðíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì âû÷åòîì èëè âû÷åòîì Ãðîòåíäèêà.

Tåîðåìà 1. Åñëè ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ (4) íåâûðîæäåíà è äëÿ íåå âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ñëåäñòâèÿ 1, òî äëÿ ñèñòåìû âèäà (1) ñïðàâåäëèâî

Jγ =
1

(2π
√
−1)n

∫
ΓP

1

zγ+I
· df
f

=
1

(2π
√
−1)n

∑
‖α‖6‖γ‖+n

(−1)‖α‖
∫

ΓP

[
∆ ·Qα · dz
zγ+I · Pα+I

]
,

ãäå α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ, ∆ � ÿêîáèàí ñèñòåìû (1), Qα = Qα1
1 · . . . · Qαn

n ,

Pα+I = Pα1+1
1 · . . . · Pαn+1

n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è óñëîâèå (9) íà ΓP , ïî-
ëó÷èì

1

fi
=

1

Pi +Qi
=
∞∑
s=0

(−1)s
Qsi
P s+1
i

.
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Òîãäà

Jγ =
1

(2π
√
−1)n

∑
‖α‖>0

(−1)‖α‖
∫

ΓP

∆

zγ1+1
1 · . . . · zγn+1

n

· Qα1
1 · . . . ·Qαn

n

Pα1+1
1 · . . . · Pαn+1

n

dz. (11)

Ïîëó÷åííûé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé ñóììå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îòëè÷íî îò íóëÿ. Äëÿ ýòî-

ãî ïîäñ÷èòàåì ñòåïåíè (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ) ìîíîìîâ, âõîäÿùèõ â ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.
Ñòåïåíü (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ) deg ∆ ìîíîìîâ, âõîäÿùèõ â ∆, íå ìåíüøå, ÷åì

m1 + · · ·+mn − n. Äëÿ ñòåïåíè ìîíîìîâ, âõîäÿùèõ â Qα, ïîëó÷àåì îöåíêó

degQαi
i > (mi + 1) · αi, i = 1, . . . , n.

Ïîýòîìó ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ íå ìåíüøå, ÷åì

m1 + · · ·+mn − n+
n∑
s=1

αs(ms + 1).

Ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ ðàâíà ‖γ‖+ n+m1(α1 + 1) + · · ·+mn(αn + 1).
Â ñóììå (11) âñå ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ áîëüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ

íà n, ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàåì â êàæäîì èíòåãðàëå èç (11) çàìåíó ïåðåìåííûõ

zj → eθ
√
−1zj , j = 1, . . . , n, 0 6 θ 6 2π. Ïðè òàêîé çàìåíå èíòåãðàë è öèêëû èíòåãðèðîâàíèÿ

íå èçìåíÿòñÿ â ñèëó îäíîðîäíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ Pi(z), à â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè

âûíåñåòñÿ ìíîæèòåëü eθ
√
−1 â ñòåïåíè, ðàâíîé ðàçíîñòè ìåæäó ñòåïåíÿìè ÷èñëèòåëÿ (âìåñòå

ñ dz) è çíàìåíàòåëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ ëèøü ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ

m1 + · · ·+mn − n+ α1(1 +m1) + α2(1 +m2) + . . .+ αn(1 +mn) 6

6 ‖γ‖+ (α1 + 1)m1 + . . .+ (αn + 1)mn,

‖m‖+ ‖α‖+
n∑
s=1

αsms 6 ‖γ‖+ n+ ‖m‖+
n∑
s=1

αsms,

ò. å. ‖α‖ 6 ‖γ‖+ n. �
Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëû â ôîðìóëå (11) ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç

êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ôóíêöèé fi è ñâÿçàòü ñî ñòåïåííûìè ñóììàìè êîðíåé ñèñòåìû (1).
Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî íàëîæèòü íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè Qi(z), i = 1, . . . , n.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç ïðîñòðàíñòâà òåîðèè ôóíêöèé Cn, ðàâíîãî ïðîèçâåäå-
íèþ n ýêçåìïëÿðîâ ñôåð Ðèìàíà CP1, ò. å. Cn = CP1 × · · · × CP1.
Ïóñòü zj : wj � îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû â j-ì ìíîæèòåëå ïðîñòðàíñòâà Cn è ïóñòü

Fj(z1, w1, . . . , zn, wn) = 0, j = 1, . . . , n, (12)

� ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîãî÷ëåíîâ Fj , îäíîðîäíûõ ïî êàæäîé ïàðå ïåðåìåí-
íûõ (zk, wk), k = 1, . . . , n. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå êîðíè (z1, w1, . . . , zn, wn) ñèñòåìû
(12), äëÿ êîòîðûõ

(zk, wk) ∈ C2 \ {(0, 0)}, k = 1, . . . , n.

Êîðíè ñècòåìû (12) ñ ïàðàìè, èìåþùèìè ïðîïîðöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû, îïðåäåëÿþò îäèí

êîðåíü (z1 : w1, . . . , zn : wn) â Cn.
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Ïóñòü

a = (z
(0)
1 : w

(0)
1 , . . . , z(0)

n : w(0)
n )

åñòü êîðåíü ñèñòåìû (12), ó êîòîðîãî âñå w
(0)
k 6= 0. Òîãäà òî÷êà (z1, 1, . . . , zn, 1) ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ñèñòåìû

Fj(z1, 1, . . . , zn, 1) = 0, j = 1, . . . , n,

â Cn. Êîðíÿì a, ó êîòîðûõ íåêîòîðûå w
(0)
j ðàâíû íóëþ, ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íî óäàëåí-

íûå êîðíè â Cn.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà (1) ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ

fj(z). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè áåñêîíå÷íî óäàëåííûå êîðíè ýòîé ñèñòåìû â Cn, íóæíî ñíà÷à-
ëà ïåðåéòè ê îäíîðîäíûì êîîðäèíàòàì, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî zk îòíîøåíèÿ zk/wk è îòáðàñû-
âàÿ ïîëó÷èâøèéñÿ çíàìåíàòåëü, òåì ñàìûì ïîëó÷èòü ñèñòåìó òèïà (12). Ðåøàÿ åå íàéäåì
îáû÷íûå êîðíè è áåñêîíå÷íî óäàëåííûå êîðíè ñèñòåìû (1).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êðîìå íåâûðîæäåííîñòè ñèñòåìà P1(z), . . . , Pn(z) íå èìååò áåñ-

êîíå÷íûõ êîðíåé â ïðîñòðàíñòâå Cn.
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Qi(z), i = 1, . . . , n, èìåþò âèä (2), ò. å.

Qi(z) =
∑
‖α‖>mi

aiαz
α.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ordQi ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà Qi, ò. å. íàèìåíüøóþ ñòåïåíü âñåõ ìîíîìîâ,
âõîäÿùèõ â Qi.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i-ãî óðàâíåíèÿ èç (1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

degzi Pi < ordzi Qi, degzjPi > ordzj Qi, j 6= i. (13)

Çäåñü degzi P (z) � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P ïî ïåðåìåííîé zi ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ, à ordzi Q � ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà Q ïî ïåðåìåííîé zi ïðè ôèêñèðîâàííûõ
îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Èìååì degPi = mi. Îáîçíà÷èì ordQi = si, degzj Pi = mj
i , ordzj Qi = sji . Òîãäà mi < si,

mi
i < sii, i = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî, mj

i > sji ïðè j 6= i. Íå èñêëþ÷åíû ñëó÷àè, êîãäà
n∑
j=1

mj
i > mi.

Ñäåëàåì âî âñåõ ôóíêöèÿõ fi(z) = Pi(z)+Qi(z), i = 1, 2, . . . , n, çàìåíó zi =
1

wi
, i = 1, . . . , n,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå wi 6= 0. Ïîëó÷èì

Pi

(
1

w1
, . . . ,

1

wn

)
=

∑
‖β‖=mi

biβ
1

wβ11

· . . . · 1

wβnn
=

1

w
m1

i
1

· . . . · 1

w
mn

i
n

∑
‖β|=mi

biβw
m1

i−β1
1 · . . . · wm

n
i −βn

n ,

Qi

(
1

w1
, . . . ,

1

wn

)
=

∑
‖α‖>mi

aiα
1

wα1
1

· . . . · 1

wαn
n

=
1

w
s1i
1

· . . . · 1

w
sni
n

∑
‖α‖>mi

aiαw
s1i−α1

1 · . . . · ws
n
i −αn
n .

Èìååì

fi

(
1

w1
, . . . ,

1

wn

)
= Pi

(
1

w1
, . . . ,

1

wn

)
+Qi

(
1

w1
, . . . ,

1

wn

)
=

=
1

w
m1

i
1 · . . . · ws

i
i
i · . . . · w

mn
i

n

·
(
P̃i(w) + Q̃i(w)

)
, (14)
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ãäå

P̃i(w1, . . . , wn) = w
m1

i
1 · . . . · ws

i
i
i · . . . · w

mn
i

n · Pi
(

1

w1
, . . . ,

1

wn

)
=

= w
sii−mi

i
i

∑
‖β‖=mi

biβw
m1

i−β1
1 · . . . · wm

n
i −βn

n = w
sii−mi

i
i · ˜̃P i

è ˜̃
P i =

∑
‖β‖=mi

biβw
m1

i−β1
1 · . . . · wm

n
i −βn

n

� îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû. Â
˜̃
P i çà çíàê ñóììû íå âûíîñèòñÿ íè w1, . . . , íè wn. Ìíîãî÷ëåíû

Q̃i èìåþò âèä

Q̃i(w1, . . . , wn) = w
m1

i
1 · . . . · ws

i
i
i · . . . · w

mn
i

n ·Qi
(

1

w
, . . . ,

1

wn

)
=

= w
m1

i
1 · . . . · ws

i
i
i · . . . · w

mn
i

n · 1

w
s1i
1

· . . . · 1

w
sni
n

∑
‖α‖>mi

aiαw
s1i−α1

1 · . . . · ws
n
i −αn
n =

= w
m1

i−s1i
1 · . . . · [wi] · . . . · w

mn
i −sni

n ·
∑
‖α‖>mi

aiαw
m1

i−α1

1 · . . . · wm
n
i −αn

n .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̃i ìíîãî÷ëåíû

f̃i(w) = P̃i(w) + Q̃i(w) = w
sii−mi

i
i · ˜̃P i + Q̃i(w), i = 1, 2, . . . , n. (15)

Èìååì
deg P̃i > ord Q̃i, i = 1, . . . , n. (16)

Ëåììà 3. Ñèñòåìà ˜̃
P j(w) = 0, j = 1, . . . , n, (17)

èìååò òîëüêî îäíî íóëåâîå ðåøåíèå, ò. å. îíà íåâûðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííûé íóëü w1 = w2 = . . . = wn = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî âåäåì îò ïðîòèâíîãî, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ñèñòåìà

Pj(z) = 0, j = 1, . . . , n, (18)

äî çàìåíû ïåðåìåííûõ èìåëà åäèíñòâåííûé íóëü z1 = z2 = . . . = zn = 0.
Ïóñòü ñèñòåìà (17) èìååò êîðåíü, ó êîòîðîãî íåêîòîðûå wj = 0. Òîãäà ýòîò êîðåíü ÿâëÿ-

åòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûì êîðíåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (18), ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ.
Ïóñòü ñèñòåìà (17) èìååò ðåøåíèå wj = αj 6= 0, j = 1, . . . , n. Òîãäà, äåëàÿ îáðàòíóþ

çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì zj = 1
αj
, j = 1, . . . , n. Ïîýòîìó ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

ñèñòåìû (18), ÷òî íåâîçìîæíî. �

Ëåììà 4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

P̃j(w) = 0, j = 1, . . . , n. (19)

Åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ i1, . . . , ik, i1 < i2 < · · · < ik, k = 1, . . . , n, ñèñòåìû óðàâíå-

íèé ˜̃
P j1(w) = 0, . . . ,

˜̃
P jn−k

= 0
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ïðè wi1 = 0, . . . , wik = 0 è ïðè jp 6= iq ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, òî ñèñòåìà (19) òàêæå

íåâûðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç âèäà ôóíêöèé P̃j(w) è ëåììû 3.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 2 ëåììû 3, 4 ñïðàâåäëèâû áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íà
P1(z1, z2) è P2(z1, z2).

3. Íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (1) ñ ìíîãî÷ëåíàìè Qi(z), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëî-
âèÿì (13). Ïóñòü ñèñòåìà ôóíêöèé (19) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 4 è ñëåäñòâèÿ 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ

P̃
= Γ

P̃
(ε) öèêë

Γ
P̃

= {w ∈ Cn : |P̃i| = εi, εi > 0, i = 1, . . . , n},
êîòîðûé â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè ïðè ï. â. εi,
i = 1, . . . , n.
Ðàññìîòðèì âû÷åòíûé èíòåãðàë

J̃γ =
1

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ+I df(1/w)

f(1/w)
,

ãäå wγ+I = wγ1+1
1 · . . . ·wγn+1

n , f(1/w) = f1(1/w1, . . . , 1/wn) · . . . ·fn(1/w1, . . . , 1/wn), df(1/w) =

df1(1/w1, . . . , 1/wn) ∧ · · · ∧ dfn(1/w1, . . . , 1/wn). Ôàêòè÷åñêè J̃γ ïîëó÷àåòñÿ èç Jγ (10) ñ ïî-
ìîùüþ çàìåíû â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè zj = 1/wj , j = 1, . . . , n, è çàìåíû öèêëà
èíòåãðèðîâàíèÿ ΓP íà Γ

P̃
. Íî ðàâåíñòâî ýòèõ èíòåãðàëîâ íóæíî äîêàçûâàòü.

Ëåììà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà γ èíòåãðàë

J̃γ =
1

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ1+1
1 · wγ2+1

2 · . . . · wγn+1
n · df̃1

f̃1

∧ df̃2

f̃2

∧ · · · ∧ df̃n
f̃n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôîðìóëû (14) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dfj

(
1
w1
, 1
w2
, . . . , 1

wn

)
fj

(
1
w1
, 1
w2
, . . . , 1

wn

) =
df̃j(w)

f̃j(w)
−

n∑
k=1

cjk ·
dwk
wk

,

ãäå cjk � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Íàïîìíèì, ÷òî f̃i = P̃i + Q̃i = w
sii−mi

i
i · ˜̃P i + Q̃i. Òîãäà

J̃γ =
1

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ+I · df
f

=
1

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ1+1
1 ·wγ2+1

2 ·. . .·wγn+1
n · df1

f1
∧ df2

f2
∧· · ·∧ dfn

fn
=

=
1

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ+I

(
df̃1(w)

f̃1(w)
−

n∑
k=1

c1
k ·
dwk
wk

)
∧ · · · ∧

(
df̃n(w)

f̃n(w)
−

n∑
k=1

cnk ·
dwk
wk

)
.

Èíòåãðàëû ∫
Γ
P̃

wγ+I dw1 ∧ dw2 ∧ · · · ∧ dwn
w1 · . . . · wn

= 0

â ñèëó òåõ æå ïðè÷èí, ÷òî è èíòåãðàëû â òåîðåìå 1, ïîñêîëüêó ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ ðàâíà
n è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíüøå ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì èíòåãðàëû∫
Γ
P̃

wγ+I df̃i1(w)

f̃i1(w)
∧ · · · ∧ df̃il(w)

f̃il(w)
∧ dwj1
wj1

∧ . . . ∧
dwjn−l

wjn−l

, (20)

åñëè 0 6 l < n è εj äîñòàòî÷íî âåëèêè. Òàê êàê

1

f̃j(w)
=

∞∑
p=0

(−1)pQ̃pj (w)

P̃ p+1
j

,

òî èíòåãðàëû (20) ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè èç èíòåãðàëîâ âèäà∫
Γ
P̃

wγ+I
Q̃p11 · Q̃

p2
2 · . . . · Q̃

p
il
· h(w)dw1 ∧ dw2 ∧ · · · ∧ dwn

P̃ p1+1
1 · P̃ p2+1

2 · . . . · P̃ pl+1
il

· wji1 · . . . · wjn−l

,

ãäå h(w) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ ïî w. Âñå îíè îáðàùàþòñÿ â íóëü. Äåéñòâè-

òåëüíî, â çíàìåíàòåëå îòñóòñòâóþò ìíîæèòåëè wi, à òàêæå êàêîé-òî èç P̃j . Ïîýòîìó öèêë Γ
P̃

ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé öåïè Sj = {|P̃1(w)| = ε1, . . . , |P̃j−1(w)| = εj−1, |P̃j(w)| < εj , |P̃j+1(w)| =

= εj+1, . . . , |P̃n(w)| = εn}, ëåæàùåé â îáëàñòè ãîëîìîðôíîñòè ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèé èç ñèñòåìû (15) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (16), à ñèñòåìà ôóíê-

öèé P̃1(w), . . . , P̃n(w) íåâûðîæäåíà, òî õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Áåçó, ãîâîðÿùàÿ î òîì, ÷òî
ñèñòåìà óðàâíåíèé

f̃j(w) = 0, j = 1, . . . , n, (21)

èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé (ñ÷èòàÿ êàæäûé êîðåíü ñòîëüêî ðàç êàêîâà åãî êðàòíîñòü) è

ýòî ÷èñëî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ P̃j(w).

Ëåììà 6. Ïóñòü w(1), . . . , w(s) � êîðíè ñèñòåìû (21) (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé), ãäå
w(j) = (wj1, wj2, . . . , wjn), j = 1, 2, . . . , s. Òîãäà

J̃γ =

s∑
j=1

wγ1+1
j1 · wγ2+1

j2 · . . . · wγn+1
jn . (22)

Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ôîðìóëû ìíîãîìåðíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî âû÷åòà è òåî-
ðåìû Þæàêîâà î ñìåùåííîì îñòîâå ([2], � 4).
Åñëè êàêèå-òî w(j) èìåþò íóëåâûå êîîðäèíàòû, òî â ôîðìóëó (22) îíè âõîäèòü íå áóäóò.

Òîãäà, åñëè âñå êîîðäèíàòû êîðíÿ w(j) íå ðàâíû íóëþ, òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè zjm =

= 1
wjm

, m = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñèñòåìû (1). Êîëè÷åñòâî òàêèõ êîðíåé ñ ó÷åòîì èõ

êðàòíîñòåé ðàâíî p 6 s. Îíè íå ëåæàò íà êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ.

Tåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p∑
j=1

1

zγ1+1
j1 · zγ2+1

j2 · . . . · zγn+1
jn

=

=
∑

‖α‖6‖γ‖+n

(−1)||α||
∫

Γ
P̃

[
∆̃ · wγ1+1

1 · wγ2+1
2 · . . . · wγn+1

n · Q̃α1
1 · Q̃

α2
2 · . . . · Q̃αn

n

P̃α1+1
1 · P̃α2+1

2 · . . . · P̃αn+1
n

]
dw,

ãäå ∆̃ � ÿêîáèàí ñèñòåìû (15).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ëåììû 6 è òåîðåìû 1.
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4. Ðàçäåëÿþùèå öèêëû

Ðàññìîòðèì öèêë ΓP = ΓP (ε1, . . . , εn). Ïåðåéäåì â íåì ê íîâûì ïåðåìåííûì zj =
1

wj
,

j = 1, . . . , n. Ïîëó÷èì˜̃
ΓP = {w : | ˜̃P j(w)| = |w

m1
j

1 w
m2

j

2 · . . . · w
mn

j
n | · εj , j = 1, . . . , n}.

Ýòîò öèêë ëåæèò íà ìíîæåñòâå

X = {Cn \ {{w1 = 0} ∪ {w2 = 0} ∪ · · · ∪ {wn = 0}}}

(â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ñèñòåìû
˜̃
P 1(w), . . . ,

˜̃
Pn(w)), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ãîëî-

ìîðôíîñòè (ìíîãîîáðàçèåì Øòåéíà â Cn).
Îïðåäåëèì äèâèçîðû Fj = {w :

˜̃
P j(w) = 0}, îáîçíà÷èì
F = F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fn.

Ëåììà 7. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ˜̃ΓP ⊂ X \ F .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

Pj

(
1

w1
, . . . ,

1

wn

)
=

1

w
mj

1
1

1

w
mj

1
2

· . . . · 1

w
mj

1
n

˜̃
P j , j = 1, . . . , n

(ñì. ðàçäåë 1). Ïîýòîìó, åñëè
˜̃
P j(w) = 0, òî èç âèäà öèêëà

˜̃
ΓP ïîëó÷àåì, ÷òî õîòÿ áû îäíî

èç wk = 0. �

Ëåììà 8. Öèêë ˜̃ΓP ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X \ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ [2], [3] öèêë
˜̃
ΓP ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà X \ F , åñëè îí ëåæèò â X \ F è ãîìîëîãè÷åí íóëþ íà ìíîæåñòâå

X \ (F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fj−1 ∪ Fj+1 ∪ · · · ∪ Fn)

äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , n.

Ñîãëàñíî ëåììå 7 èìååì
˜̃
ΓP ⊂ X \ F .

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî Γ̃P ãîìîëîãè÷åí íóëþ íà ìíîæåñòâå X \(F2∪· · ·∪Fn). Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî öèêë Γ̃P ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé öåïè èç X \ (F2 ∪ · · · ∪Fn).
Ðàññìîòðèì öåïü

S = {w : | ˜̃P 1| < ε1|w
m1

1
1 · . . . · wm

n
1

n |, | ˜̃P 2| = ε2|w
m1

2
1 · . . . · wm

n
2

2 |, . . . , |
˜̃
Pn| = εn|wm

1
n

1 · . . . · wmn
n

n |}.

ßñíî, ÷òî S ëåæèò íà ìíîæåñòâå X \ (F2 ∪ · · · ∪ Fn) è åãî ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ Γ̃P .
Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì z, ïîëó÷èì

S = {z : |P1(z)| < ε1, |P2(z)| = ε2, . . . , |Pn(z)| = εn}.
Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì â ñèëó ëåììû 1. �

Îòñþäà ïî òåîðåìå Öèõà [2], [3] öèêë
˜̃
ΓP ëåæèò â ãðóïïå ãîìîëîãèé, ïîðîæäåííîé öèêëîì

Γ ˜̃
P

= {w : | ˜̃P 1| = ε1, . . . , |
˜̃
Pn| = εn}. Ïîñêîëüêó öèêë

˜̃
ΓP ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîðîæäàþùèì ýòîé

ãðóïïû, òî ñïðàâåäëèâà

Tåîðåìà 3. Öèêëû ˜̃ΓP è Γ ˜̃
P
ãîìîëîãè÷íû â X.
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Òàê êàê îòîáðàæåíèå zj = 1/wj , j = 1, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì X, òî ñïðà-
âåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2. Öèêëû ΓP è Γ ˜̃
P
ãîìîëîãè÷íû.

Tåîðåìà 4. Öèêë

ΓP = {z ∈ Cn : |Pi| = ri, ri > 0, i = 1, 2, . . . , n}

ãîìîëîãè÷åí öèêëó

Γ
P̃

= {w ∈ Cn : |P̃i| = εi, εi > 0, i = 1, 2, . . . , n}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì öèêë ΓP . Ñäåëàåì â íåì çàìåíó ïåðåìåííûõ z1 = 1/w1, z2 =

= 1/w2, . . . , zn = 1/wn. Ïîëó÷èì öèêë
˜̃
ΓP , ò. å.{

w : | ˜̃P 1|= |w
m1

1
1 ·w

m2
1

2 ·. . .·w
mn

1
n |·r1, |

˜̃
P 2|= |w

m1
2

1 ·w
m2

2
2 ·. . .·w

mn
2

n |·r2, . . . |
˜̃
Pn|= |wm

1
n

1 ·w
m2

n
2 ·. . .·w

mn
n

n |·rn
}
.

Óìíîæèì òåïåðü êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íà w
sii−mi

i
i , i = 1, 2, . . . , n, ïîëó÷èì

|ws
1
1−m1

1
1 · ˜̃P 1| = |w

s11
1 · w

m2
1

2 · . . . · wm
n
1

n | · r1, |w
s22−m2

2
2 · ˜̃P 2| = |w

m1
2

1 · ws
2
2

2 · . . . · w
mn

2
n | · r2, . . . ,

|wsnn−mn
n

n · ˜̃Pn| = |wm1
n

1 · ws
2
n

2 · . . . · w
mn

n
n | · rn.

Ëåâàÿ ÷àñòü â íèõ � ýòî P̃i, i = 1, 2, . . . , n, ïîýòîìó ïðèøëè ê ðàâåíñòâó˜̃
ΓP = {w : |P̃1| = |w

s11
1 · w

m2
1

2 · . . . · wm
n
1

n | · r1, |P̃2| = |w
m1

2
1 · ws

2
2

2 · . . . · w
mn

2
n | · r2, . . . , |P̃n| =

= |wm
1
n

1 · wm
2
n

2 · . . . · ws
n
n

2 | · rn}.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ãîìîëîãè÷íîñòè öèêëîâ Γ
P̃
è ΓP èäåò ïî ñõåìå ïðåäûäóùèõ ðàññóæ-

äåíèé. �

5. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (18) íåâûðîæäåíà, íå èìååò áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ

êîðíåé â Cn è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 1 è ëåììû 4. Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 2
äàëüíåéøèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû òîëüêî ïðè ïðåäïîëîæåíèè íåâûðîæäåííîñòè ñèñòåìû
(18).

Ëåììà 9. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Jγ =
1

(2π
√
−1)n

∫
ΓP

1

zγ1+1
1 · zγ2+1

2 · . . . · zγn+1
n

· df1

f1
∧ df2

f2
∧ · · · ∧ dfn

fn
=

=
(−1)n

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ1+1
1 · wγ2+1

2 · . . . · wγn+1
n · df̃1

f̃1

∧ df̃2

f̃2

∧ . . . ∧ df̃n
f̃n

= (−1)nJ̃γ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäÿ â Jγ çàìåíó ïåðåìåííûõ zj = 1/wj , j = 1, . . . , n, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 4 è ëåììó 5, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Çíàê èçìåíèëñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè ðàññìàòðè-
âàåìîé çàìåíå èçìåíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ ïðîñòðàíñòâà Cn. �

Â äàëüíåéøåì íàì íóæíà îáîáùåííàÿ ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ âû÷åòà Ãðîòåíäèêà ([18],
à òàêæå [4], ãë. 2).
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Tåîðåìà 5 ([18]). Ïóñòü h(w) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, à ïîëèíîìû fk(w) è gj(w), j, k =
= 1, . . . , n, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

gj =
n∑
k=1

ajkfk, j = 1, 2, . . . , n,

ãäå ìàòðèöà A = ‖ajk‖nj,k=1 ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì öèêëû

Γf = {w : |fj(w)| = rj , j = 1, . . . , n}, Γg = {w : |gj(z)| = rj , j = 1, . . . , n},

ãäå âñå rj > 0.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
Γf

h(w)
dw

fα
=

∑
K,

n∑
j=1

ksj=βs

β!
n∏

s,j=1
(ksj)!

∫
Γg

h(w)

detA
n∏

s,j=1
a
ksj
sj dw

gβ
, (23)

ãäå β! = β1!β2! . . . βn!, β = (β1, β2, . . . , βn), ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå âåäåòñÿ ïî âñåì öåëî-

÷èñëåííûì íåîòðèöàòåëüíûì ìàòðèöàì K = ‖ksj‖ns,j=1 ñ óñëîâèÿìè, ÷òî
n∑
s=1

ksj = αj, à

βs =
n∑
j=1

kjs. Çäåñü f
α = fα1

1 · · · fαn
n , gβ = gβ11 · · · g

βn
n .

Tåîðåìà 6. Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

p∑
j=1

1

zγ1+1
j1 · zγ2+1

j2 · . . . · zγn+1
jn

=
(−1)n

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ1+1
1 ·wγ2+1

2 ·. . .·wγn+1
n · df̃1

f̃1

∧ df̃2

f̃2

∧. . .∧ df̃n
f̃n

=

=
∑

‖α‖6‖γ‖+n

(−1)n+‖α‖

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ1+1
1 ·wγ2+1

2 ·. . .·wγn+1
n ·∆̃ · Q̃

α1
1 · Q̃

α2
2 · . . . · Q̃αn

n dw1 ∧ dw2 ∧. . .∧ dwn
P̃α1+1

1 · P̃α2+1
2 · . . . · P̃αn+1

n

=

=
∑

‖K‖6‖γ‖+n

(−1)‖K‖+n
n∏
s=1

(
n∑
j=1

ksj

)
!

n∏
s,j=1

(ksj)!

M


wγ+I · ∆̃ · detA ·Qα

n∏
s,j=1

a
ksj
sj

n∏
j=1

w
βjNj+βj+Nj

j

 , (24)

ãäå ‖K‖ =
n∑

s,j=1
ksj, à ôóíêöèîíàë M ñîïîñòàâëÿåò ìíîãî÷ëåíó Ëîðàíà åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíåå áûëî äîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 2), ÷òî

Jγ =
1

(2π
√
−1)n

∫
ΓP

1

zγ1+1
1 · zγ2+1

2 · . . . · zγn+1
n

· df1

f1
∧ df2

f2
∧ . . . ∧ dfn

fn
=

=
(−1)n

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ1+1
1 · wγ2+1

2 · . . . · wγn+1
n · df̃1

f̃1

∧ df̃2

f̃2

∧ · · · ∧ df̃n
f̃n

=

=
∑

‖α‖6‖γ‖+n

(−1)||α||+n

(2π
√
−1)n

∫
Γ
P̃

wγ1+1
1 ·wγ2+1

2 ·. . .·wγn+1
n ·∆̃ · Q̃

α1
1 · Q̃

α2
2 · . . . · Q̃αn

n dw1 ∧ dw2 ∧ . . . ∧ dwn
P̃α1+1

1 · P̃α2+1
2 · . . . · P̃αn+1

n

.



52 À.Ì.ÊÛÒÌÀÍÎÂ, Å.Ê.ÌÛØÊÈÍÀ

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ P̃1, . . . , P̃n èìååò òîëüêî îäèí îáùèé íóëü
� íà÷àëî êîîðäèíàò, òî ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà î íóëÿõ (íàïðèìåð, [19]) ñóùåñòâóþò òàêèå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà N1, . . . , Nn, ÷òî

w
Nj+1
j =

n∑
k=1

ajkfk, j = 1, 2, . . . , n,

ò. å. â êà÷åñòâå ôóíêöèé gj(w) ìîæíî âçÿòü ìîíîìû w
Nj+1
j . Ïî òåîðåìå Ìàêîëåÿ (ñì. [20],

à òàêæå [3]) ýòè ÷èñëà Nj ìîæíî âûáðàòü ñ óñëîâèåì Nj 6 k1 + · · ·+ kn − n.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (23), ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëàM è ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî gj ìîíîìû w

Nj+1
j

â ïîñëåäíèõ èíòåãðàëàõ, ïîëó÷àåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â òåîðåìå. �

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6 ïðè n = 2 âåðíà áåç âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ñèñòåìó
ìíîãî÷ëåíîâ P1, P2, êðîìå íåâûðîæäåííîñòè.
Ôîðìóëà (24) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì ôîðìóëû Âàðèíãà äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì óðàâíåíèé.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [21] ðàññìîòðåíû îáùèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïî-

ëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ èõ ðåøåíèé â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Êðîìå òîãî, â íåé äîêàçàíû
àíàëîãè ôîðìóë Âàðèíãà äëÿ ñèñòåì

y
mj

j +
∑

λ∈Λ(j)∪{0}

x
(j)
λ yλ = 0, λ1 + · · ·+ λn < mj , j = 1, . . . , n,

ò. å. ñòàðøèå îäíîðîäíûå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ìîíîìàìè. Çäåñü ðàññìîòðåíû äðóãèå (áîëåå îá-
ùèå) ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ôóíêöèÿìè âèäà (15).

6. Òðàíñöåíäåíòíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü ôóíêöèè fj ìåðîìîðôíûå è èìåþò âèä

fj(z) =
f

(1)
j (z)

f
(2)
j (z)

, j = 1, 2, . . . , n, (25)

ãäå f
(1)
j (z) è f

(2)
j (z) � öåëûå ôóíêöèè â Cn, ðàçëàãàþùèåñÿ â áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ,

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ â Cn, f (2)
j (0) 6= 0,

f
(1)
j (z) =

∞∏
s=1

f
(1)
j,s (z), f

(2)
j (z) =

∞∏
s=1

f
(2)
j,s (z),

ïðè÷åì êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé èìååò ôîðìó Pj,s(z) +Qj,s(z), à Qj,s(z) � ôóíêöèè, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (13), s = 1, 2, . . . .
Äëÿ êàæäîãî íàáîðà èíäåêñîâ j1, . . . , jn, ãäå j1, . . . , jn ∈ N, è êàæäîãî íàáîðà ÷èñåë

i1, . . . , in, ãäå i1, . . . , in ðàâíû 1 èëè 2, ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

f
(i1)
1,j1

(z) = 0, f
(i2)
2,j2

(z) = 0, . . . , f
(in)
n,jn

(z) = 0 (26)

èìåþò (ñîãëàñíî ëåììå 6 è òåîðåìå 2) êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé, íå ëåæàùèõ íà êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòÿõ.
Êîðíè âñåõ òàêèõ ñèñòåì (íå ëåæàùèå íà êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ) ñîñòàâëÿþò íå áîëåå,

÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ïåðåíóìåðóåì èõ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé):

z(1), z(2), . . . , z(l), . . . .
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Îáîçíà÷èì

σβ+I =
∞∑
l=1

εl

zβ1+1
1(l) · z

β2+1
2(l) · . . . · z

βn+1
n(l)

. (27)

Çäåñü β1, . . . , βn, êàê è ïðåæäå, � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à çíàê εl ðàâåí +1, åñëè â

ñèñòåìó âèäà (26), êîðíåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ z(l), âõîäèò ÷åòíîå ÷èñëî ôóíêöèé f
(2)
js
, è ðàâåí

−1, åñëè â ñèñòåìó âèäà (26), êîðíåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ z(l), âõîäèò íå÷åòíîå ÷èñëî ôóíêöèé

f
(2)
js
. Äëÿ ñèñòåìû (26), ñîñòàâëåííîé èç ôóíêöèé âèäà (25), òî÷êè z(l) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

èëè îñîáûìè òî÷êàìè (ïîëþñàìè). Âñå ôóíêöèè fj ãîëîìîðôíû â îêðåñòíîñòè íóëÿ è äëÿ
íèõ îïðåäåëåíû èíòåãðàëû Jβ , òàê êàê îíè èìåþò âèä (1).
Ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó ðîñòîì íóëåâîãî ìíîæåñòâà ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà ðîñòà è ñàìèì ïîðÿäêîì ([22], ãë. 3), ïîõîæàÿ íà àíàëîãè÷íóþ ñâÿçü äëÿ ôóíêöèé
îäíîãî ïåðåìåííîãî. Íî äëÿ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòñóòñòâóåò ñâÿçü ìåæäó
ïîðÿäêàìè öåëûõ ôóíêöèé è ðîñòîì èõ îáùèõ íóëåé.

Tåîðåìà 7. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè (25) ðÿä (27) àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ è ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

Jβ = (−1)nσβ+I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

d
f

(1)
j (z)

f
(2)
j (z)

=
d f

(1)
j (z)

f
(1)
j (z)

−
d f

(2)
j (z)

f
(2)
j (z)

,

òî

d
f

(1)
1 (z)

f
(2)
1 (z)

∧ df
(1)
2 (z)

f
(2)
2 (z)

∧ . . . ∧ df
(1)
n (z)

f
(2)
n (z)

=

(
d f

(1)
1 (z)

f
(1)
1 (z)

− d f
(2)
1 (z)

f
(2)
1 (z)

)
∧

(
d f

(1)
2 (z)

f
(1)
2 (z)

− d f
(2)
2 (z)

f
(2)
2 (z)

)
∧

∧ . . . ∧

(
d f

(1)
n (z)

f
(1)
n (z)

− d f
(2)
n (z)

f
(2)
n (z)

)
=
∑

(−1)s
d f

(i1)
1 (z)

f
(i1)
1 (z)

∧ d f
(i2)
2 (z)

f
(i2)
2 (z)

∧ . . . ∧ d f
(in)
n (z)

f
(in)
n (z)

, (28)

ãäå s � ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé, äëÿ êîòîðûõ il = 2, à ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì
÷èñåë i1, i2, . . . , in, ðàâíûì 1 èëè 2.
Èç ñîîòíîøåíèé (28) âèäíî, ÷òî òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ öåëûõ ôóíêöèé fj(z).
Â ýòîì ñëó÷àå

d fj(z)

fj(z)
=

d
∞∏
s=1

fjs(z)

∞∏
s=1

fjs(z)

=

∞∑
s=1

d fjs(z)

fjs(z)
.

Ïðè÷åì ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà γr. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî åñëè çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fm íà êîìïàêòå K, ðàâíîìåðíî
íà íåì ñõîäÿùàÿñÿ ê ôóíêöèè f , è f 6= 0 íà K, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ôóíêöèè
fm 6= 0 íà K è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1/fm ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê 1/f íà K. Òî÷íî òàêæå
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ íà êîìïàêòå, ìîæíî
ïî÷ëåííî óìíîæàòü è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü îñòàåòñÿ.
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Ïî óñëîâèþ âñå
∞∏
s=1

fjs(z) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê íåíóëåâîé íà Γf (r) ôóíêöèè. Ïîýòîìó

ðÿä

∞∑
s=1

d fjs(z)

fjs(z)
=

d
∞∏
s=1

fjs(z)

∞∏
s=1

fjs(z)

= lim
m→∞

d
m∏
s=1

fjs

m∏
s=1

fjs

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Γf (r). Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë Jβ îïðåäåëåí è ðàâåí ñõîäÿùåìóñÿ
ðÿäó èç èíòåãðàëîâ âèäà

1

(2πi)n

∫
Γf (r)

1

zβ+I
· d f1s1(z)

f1s1(z)
∧ d f2s2(z)

f2s2(z)
∧ . . . ∧ d fnsn(z)

fnsn(z)
,

â êîòîðîì ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êóáàì. Ïîýòîìó ðÿä èç σβ+I ñõîäèòñÿ. À ïîñêîëüêó
ñóììà ýòîãî ðÿäà íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâîê åãî ÷ëåíîâ, òî åãî ñõîäèìîñòü àáñîëþòíàÿ.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ èíòåãðàëîâ íóæíàÿ ôîðìóëà äîêàçàíà (ñì. òåîðåìó 6). �

Òåîðåìà 7 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû Âàðèíãà äëÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé.
Âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ôóíêöèé õîðîøî èçó÷åí

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îòâåò íà íåãî äàåò êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Àäàìàðà. Äëÿ ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ òàêæå èçâåñòíû àíàëîãè òåîðåìû Àäàìàðà (ñì. [22], [23], íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
ôóíêöèè â íèõ íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé. Îäíî äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ äàíî â [24].
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Residue integrals and Waring formulas for algebraical and transcendental systems of

equations

Abstract. We discuss a system of algebraical and transcendental systems of equations of general
form. We determine residue integrals over the cycles, connected with the system. We give formu-
las for their calculation and give multi-dimensional analogs of Waring formulas, i. e., connection
between the coefficients of equations with power sums of the roots of system.

Keywords: algebraical and non-algebraical system of equations, residue integral, Waring formula,
power sum of roots.
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