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Группа G перестановок множества F (|F | ≥ k) называется точно k-транзитивной на
F , если для любых двух упорядоченных множеств (α1, ..., αk) и (β1, ..., βk) элементов
из F таких, что αi 6= αj и βi 6= βj для i 6= j, существует точно один элемент группы G
переводящий αi в βi (i = 1, ..., k).

Точно дважды и трижды транзитивные группы тесно связаны с почти-полями, почти-
областями, проективными плоскостями и KT -полями [1, 2]. Г. Цассенхауз [3] дал полную
совместную классификацию конечных почти-полей, точно дважды и трижды транзи-
тивных групп [1][стр. 419-421], [2][стр. 215]. Локально конечные точно трижды транзи-
тивные группы классифицировал О. Кегель [4]. Точно дважды и трижды транзитивные
группы с дополнительными условиями изучались в [5] — [22] и др. В работах [11, 12] по-
строены примеры точно дважды транзитивных групп характеристики 2 без регулярных
абелевых номальных подгрупп, а в работе [13], на основе групп из [11, 12], — примеры
точно трижды транзитивных групп. Значит, существуют почти-области характеристи-
ки 2 не являющиеся почти-полями и KT -поля (F, σ), в которых почти-области (F, +, ·)
не почти-поля. Эти результаты вносят неожиданную интригу и дают еще одно основа-
ние для изучения указанных структур при дополнительных ограничениях.

Мы изучаем бесконечные KT -поля (F, σ) и группы T3(F, σ) при некоторых допол-
нительных условиях наложенных на инволюцию σ. Инволюция σ бесконечной группы
H называется конечной в H, если |σστ | < ∞ для каждого элемента τ ∈ H; инволю-
ция σ называется совершенной в H, если любые две неперестановочных инволюции
из σH сопряжены при помощи инволюции из σH . Заметим, что в произвольной точно
дважды транзитивной группе характеристики 6= 2 инволюции совершенны, а в случае
нечетной характеристики — конечны и совершенны. Бесконечные группы с конечны-
ми и совершенными инволюциями и некоторыми дополнительными условиями успешно
изучались, например, в [15] – [22]. В работе получены следующие результаты.

Теорема 1. Если (F, σ) — бесконечное KT -поле и инволюция σ конечна в группе
F ∗ h 〈σ〉, то (F, +, ·) — локально конечное поле и группа T3(F, σ) локально конечна.

Следствие 1. Точно трижды транзитивная группа подстановок с конечной инво-
люцией, стабилизирующей хотя бы одну точку, локально конечна.

Теорема 2. Если (F, σ) — бесконечное KT -поле и инволюция σ совершенна в группе
F ∗ h 〈σ〉, то (F, +, ·) — (коммутативное) поле и T3(F, ε) ' PGL2(F ).

Следствие 2. Точно трижды транзитивная группа подстановок с совершенной
инволюцией, стабилизирующей хотя бы одну точку, изоморфна группе PGL2(F ) над
подходящим полем F .

Работа поддержана грантом РФФИ (проект №15-01-04897-a).
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1. Определения и предварительные результаты

Алгебраическая система (F, +, ·) называется почти-областью [2][стр. 216], если:
(1) (F, +) — лупа с нейтральным элементом 0;
(2) (F ∗, ·) — группа с нейтральным элементом 1 (F ∗ = F r {0});
(3) a + b = 0 → b + a = 0;
(4) 0 · a = 0 → a · 0 = 0;
(5) a · (b + c) = a · b + a · c;
(6) Существует однозначно определенный элемент da,b ∈ F ∗ такой, что

a + (b + x) = (a + b) + da,b · x
для всех x ∈ F (здесь a, b, c — любые элементы из F ).

Отображение ta,b : x → a + bx (a, b, x ∈ F, b 6= 0) называется аффинным преобразова-
нием почти-области (F, +, ·); множество T2(F ) всех таких аффинных преобразований
является группой ([2], гл. V, пр. 1.1). Хорошо известно ([2], гл. V, §1, 2) следующее

Предложение 1. (1) Группа T2(F ) аффинных преобразований почти-области
(F, +, ·) действует на множестве F точно дважды транзитивно.

(2) Если T точно дважды транзитивная группа подстановок множества F , то
можно ввести на F такие две операции +, · согласованные с действием груп-
пы T , что (F, +, ·) будет почти-областью, а T — ее группой T2(F ) аффинных
преобразований.

Следующие результаты доказывали Г. Карзел, Г. Гретцер, Г. Вефельшайд, Ж. Титс,
В. Керби, М. Холл, Ж. Титс, В.Д. Мазуров и др. (см. [2][стр. 216-229], [5, 16]).

Предложение 2. (1) Почти-область (F, +, ·) тогда и только тогда является
почти-полем, когда T2(F ) обладает регулярной абелевой нормальной подгруп-
пой.

(2) Если (F, +, ·) — почти-область и F ∗ — группа с конечными классами сопря-
женных элементов, то F либо поле, либо конечное почти-поле.

KT -поля, введенные В. Керби и Г. Вефельшайдом в [14], расширяют сигнатуру точно
трижды транзитивных групп, как и почти-области для точно дважды транзитивных
групп. Расширенная сигнатура позволяет получать более компактные доказательства
и в ряде случаев продвинуться вперед. Пара (F, σ) называется KT -полем [2][стр. 235],
если (F, +, ·) — почти область, σ — автоморфизм группы (F ∗, ·) и для всех x ∈ F ∗ \ {1}
выполняется равенство

(1) σ(1− σ(x)) = 1− σ(1− x),

здесь σ(y) = yσ обозначает образ элемента y ∈ F ∗ относительно автоморфизма σ (экс-
поненциальное обозначение сопряжения x−1yx = yx зачастую более удобно).

Предложение 3. Пусть (F, σ) — бесконечное KT -поле. Если σ(f) = fσ = f−1 для
каждого элемента f ∈ F ∗, то группа F ∗ абелева, почти-область (F, +, ·) является
(коммутативным) полем и T3(F, σ) изоморфна PGL2(F ) [2][п. 2, стр. 236-237].

Переформулируем теорему 2 из [10] в терминах KT -полей.

Предложение 4. В бесконечном KT -поле (F, σ) с периодической группой (F ∗, ·)
почти-область (F, +, ·) является локально конечным полем, и группа T3(F, σ) локально
конечна.
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2. Доказательства теорем

По условиям теорем (F, σ) — KT -поле, (F, +, ·) — бесконечная почти-область, σ —
автоморфизм порядка 2 мультипликативной группы F ∗ = F \ {0}, для которого вы-
полняется условие (1). С помощью конструкции описанной в [2][гл. V, §3] перейдем к
группе T3(F, σ). Для этого введем дополнительный элемент (символ) ∞ /∈ F , положим
X = F ∪ {∞} и продолжим действие группы T = T2(F ) аффинных преобразований
ta,b : x → a + b · x (a, b, x ∈ F, b 6= 0) почти-области (F, +, ·) на множество X, полагая
ta,b : ∞→∞. Подстановочное действие σ, как автоморфизма, уже задано на F ∗, поло-
жим σ : 0 →∞, ∞→ 0, и пусть G — группа подстановок множества X, порожденная
подстановкой σ и группой T . Предложение 3.3 из главы V [2] запишем в виде леммы.

Лемма 1. [2] Верны следующие утверждения:
(1) Выполняется равенство G = T ∪ TσT = T3(F, σ) и группа G действует точно

трижды транзитивно на множестве X;
(2) Каждый элемент из T3(F, σ) как подстановка множества X представим либо

в виде

(2) τa,b : x → a + b · x, τa,b : ∞→∞,

либо в виде

(3) τa,b,c : x → a + (c + b · x)σ,

где a, c ∈ F и b ∈ F ∗;
(3) Группа T2(F ) изоморфно вложима в T3(F, σ) = G в качестве стабилизатора

G∞ точки ∞, а группа F ∗ — в качестве двойного стабилизатора G0,∞.

Оформим также в виде леммы хорошо известные свойства инволюций из групп G =
T3(F, σ) и T = T2(F ) (см., например, [2][гл. V]).

Лемма 2. Пусть G = T3(F, σ), T = T2(F ) = G∞, F ∗ = T0 = G0,∞ и K = NG(F ∗).
Справедливы следующие утверждения.

(1) (T, F ∗) — пара Фробениуса, то есть F ∗ ∩ F ∗t = 1 для любого t ∈ T \ F ∗.
(2) Если в F ∗ есть инволюция τ , то она единственна в F ∗ и T действует сопря-

жениями на множестве всех своих инволюций точно дважды транзитивно.
(3) K = F ∗ h 〈σ〉 и F ∗σ ∩ tG 6= ∅ для каждой инволюции t ∈ G.

Итак, если в F ∗ есть инволюция, то все произведения vk 6= 1 инволюций v, k ∈ T
сопряжены и имеют один и тот же порядок, либо бесконечный, либо равный простому
числу p > 2. В первом случае почти-область F и группа T имеют характеристику 0,
во-втором Char F = Char T = p, если же в F ∗ нет инволюций, то Char F = Char T = 2.

Лемма 3. CF ∗(σ) = 1 в том и только том случае, когда CharF = 2. Если CF ∗(σ) 6= 1,
то CharF 6= 2 и CF ∗(σ) = 〈τ〉, где τ — единственная инволюция из F ∗.

Доказательство. Инволюция σ, как перестановка множества X, стабилизирует точ-
ку 1 ∈ F ∗ ⊂ X и, ввиду точной 3-транзитивности группы G на X, возможно еще одну
точку τ ∈ F ∗. Каждый неединичный элемент из CF ∗(σ) должен стабилизировать 1 в
первом случае, и блок {1, τ} — во втором случае. Поскольку элементы b ∈ F ∗, как под-
становки множества X, действуют на F ∗ сдвигами b : x → b · x, то либо CF ∗(σ) = 1,
либо CF ∗(σ) = {1, τ} и τ 2 = 1. Согласно лемме 2 F ∗ не содержит инволюций тогда и
только тогда, когда CharF = 2, и в этом случае CF ∗(σ) = 1. Если же F ∗ содержит
инволюцию τ , то ввиду леммы 2 CharF 6= 2, F ∗ содержит единственную инволюцию,
которая необходимо совпадает с τ , и CF ∗(σ) = 〈τ〉. Лемма доказана.
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Лемма 4. Пусть CharF = 2 и любые две инволюции из σF ∗, порядок произведения
которых бесконечен, сопряжены при помощи подходящей инволюции из σF ∗. Тогда
почти-область (F, +, ·) является квадратично замкнутым полем и G ' PGL2(F ).

Доказательство. По лемме 3 CF ∗(σ) = 1 и по лемме 2.19 из [23] группа F ∗ h 〈σ〉
является группой Фробениуса с 2-полным абелевым ядром и дополнением 〈σ〉. При этом
очевидно, что ядро в F ∗h〈σ〉 совпадает с F ∗ и σ инвертирует каждый элемент из F ∗. По
предложению 3 почти-область (F, +, ·) является полем и T3(F, σ) изоморфна PGL2(F ).

Ввиду 2-полноты группы (F ∗, ·) поле F квадратично замкнуто. Лемма доказана.
В связи с результатами из [13] уделим больше внимания случаю CharF = 2. В [13]

построены точно трижды транзитивные группы вида
G =

(
(〈a〉 × F (U)) ∗〈a〉 G0 ∗〈t〉 ((〈t〉 × F (S)))

)
∗ F (R),

где F (R), F (S), F (U) — свободные группы с непересекающимися множествами порож-
дающих R, S, U , причем |R|, |S|, |U | = max{|G0|, XXX}, a — элемент порядка 3, t —
инволюция, 〈a, t〉 подгруппа изоморфная S3 группы G0 действующей на множестве X0,
причем a регулярна на X, t фиксирует точно одну точку x0 ∈ X и только единица из
G0 стабилизирует три точки из X0. Понятно, что

CG(t) = CG0(t) ∗〈t〉 (〈t〉 × F (S)) , CG(a) = CG0(a) ∗〈a〉 (〈a〉 × F (U)) .

Лемма 5. Пусть CharF = 2 и любые две инволюции из σF ∗, порядок произведения
которых бесконечен, сопряжены при помощи подходящей инволюции из F ∗h〈σ〉. Тогда
почти-область (F, +, ·) является (коммутативным) полем и G ' PGL2(F ).

Доказательство. Пусть g — произвольный элемент из F ∗ h 〈σ〉 не являющийся
инволюцией. В силу леммы 3 σg 6= σ и если порядок элемента σσg конечен, то он
нечетен и σg = σt для некоторой инволюции t из группы диэдра 〈σ, σg〉. Если же порядок
элемента σσg бесконечен, то σg = σt для некоторой инволюции t ∈ F ∗h 〈σ〉 по условиям
леммы. Значит, в любом случае σgt = σ для подходящей инволюции t ∈ F ∗ h 〈σ〉.

Если gt ∈ F ∗, то ввиду равенства CF ∗(σ) = 1 (лемма 3) gt = 1 и g = t — инволюция,
что противоречит выбору g. Следовательно, gt /∈ F ∗ и, значит, gt = σ, g = σt и gσ = g−1.

Итак, σ инвертирует каждый элемент из F ∗, и лемма верна по предложению 3.

Следующие две леммы представляют независимый интерес.
Лемма 6. При CharF 6= 2 множество всех 2-элементов группы F ∗ инвертируемых
инволюией σ вместе с единицей составляет (локально) циклическую 2-подгруппу S.

Доказательство. Лемма очевидно верна, когда τ — единственный 2-элемент в F ∗,
инвертируемый инволюцией σ. В более общем случае пусть x, y ∈ F ∗, x2 = y2, xσ = x−1,
yσ = y−1 и |x2| = 2n ≥ 2. Допустим, что 〈x〉 6= 〈y〉, L = 〈x, y, σ〉 и L = L/〈x2〉. Тогда
L = 〈x, y〉 × 〈σ〉 и полный прообраз D = 〈x2, σ〉 подгруппы 〈σ〉 нормален в группе L.
Из равенства CF ∗(σ) = 〈τ〉 (лемма 3) заключаем, что (xy)2 ∈ 〈x2〉 и (xy)σ = (xy)−1.
Итак, с одной стороны, Q = 〈x, y〉 конечная не циклическая 2-группа с единственной
инволюцией, а с другой стороны fσ = f−1 для каждого элемента f из Q и, значит, Q
абелева. Полученное противоречие означает, что 〈x〉 = 〈y〉.

Далее, ввиду единственности инволюции τ в F ∗ (лемма 2) любые две циклические 2-
подгруппы в F ∗ пересекаются нетривиально. Поэтому из доказанного следует, что для
любого числа 2n ≥ 2 в F ∗ существует не более одной циклической 2-подгруппы порядка
2n, каждый элемент которой инвертируется инволюцией σ. Поэтому различные цикли-
ческие 2-подгруппы инвертируемые инволюцией σ составляют возрастающую цепочку
(4) 〈τ〉 = S1 < S2 < ..., |Sn| = 2n,
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обьединение S которой является либо конечной циклической, либо бесконечной квази-
циклической 2-группой. Лемма доказана.

Лемма 7. Если x ∈ F ∗ \ S и s = x2 ∈ S, то порядок элемента x−1σ−1xσ бесконечен.

Доказательство. Пусть L = 〈x, σ〉 и L = L/〈s〉. Допустим, что фактор-группа L
— конечна. Очевидно, что инволюции x и σ не сопряжены в L и либо L — четверная
группа Клейна, либо в 〈xσ〉 есть центральная инволюция z. Первый случай невозможен,
так как из 〈xσ〉 = 〈x〉 и CF ∗(σ) = 〈τ〉 следует xσ = x−1, что противоречит лемме 6. Во
втором случае 1 6= z2 ∈ 〈s〉, где z — прообраз элемент в L, и, как и выше, zσ = z−1, что
снова противоречит лемме 6. Следовательно, группа диэдра L не может быть конечной,
и порядок элемента x−1σ−1xσ бесконечен. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Когда Char F = 2, CF ∗(σ) = 1 (лемма 3) и по лемме 2.20
из [23] группа F ∗h〈σ〉 является группой Фробениуса с дополнением 〈σ〉 и периодическим
абелевым ядром, очевидно совпадающим с F ∗. И теорема 1 вытекает из предложения
4.

Пусть Char F 6= 2. Очевидно, что условие конечности инволюции σ в группе K рав-
носильно условию конечности порядков элементов x−1σ−1xσ при x ∈ F ∗. Поэтому при
наших условиях из включений x ∈ F ∗ и x2 ∈ S по лемме 7 следует включение x ∈ S.
А это в свою очередь означает, что подгруппа S, определенная в лемме 6, нормальна в
K.

Рассмотрим фактор-группу K = K/S = F
∗

h 〈σ〉. Пусть 1 6= c ∈ CF
∗(σ), тогда

c ∈ NK(S h 〈σ〉). Если подгруппа S конечна, то c2 ∈ S и по лемме 7 порядок элемента
c−1σ−1cσ бесконечен, что невозможно. Если подгруппа S бесконечна, то Sσ = σS и
cx ∈ CF ∗(σ) для некоторого x ∈ S, что также невозможно. Следовательно, CF

∗(σ) = 1 и
(K, 〈σ〉) — пара Фробениуса. Очевидно, что инволюция σ конечна в K, и по лемме 2.20
из [23] группа K h 〈σ〉 является группой Фробениуса с периодическим абелевым ядром
и дополнением 〈σ〉. Отсюда следует, что F ∗ также периодическая группа, и теорема 1
вытекает из предложения 4.

Лемма 8. Пусть CharF 6= 2 и любые две неперестановочные инволюции из σF ∗ сопря-
жены при помощи подходящей инволюции из F ∗ h 〈σ〉. Тогда почти-область (F, +, ·)
является (коммутативным) полем и G ' PGL2(F ).

Доказательство. Пусть, как и в доказательстве леммы 5, g — произвольный элемент
из K не являющийся инволюцией. По лемме 3 CF ∗(σ) = 〈τ〉, где τ — единственная
инволюция из F ∗, и CK(σ) = 〈τ〉 × 〈σ〉. Если σg = στ , то (στ)g = σ, g2 = τ и gσ =
g · g−1σgσ = gτ = g−1. Если же σg 6= στ , то σgσ 6= σσg, по условиям леммы σg = σt для
некоторой инволюции t ∈ K и, значит, gt ∈ CK(σ). Так как gt 6= 1, то gt ∈ {τ, σ, τσ},
элемент g содержится в группе диэдра D = 〈t, gt〉 и gt = ggt = g−1. Поскольку gτ = τg
и g 6= g−1, то gt 6= τ . Значит, либо gt = σ, либо gt = τσ, и в любом случае gσ = g−1.

Если g /∈ F ∗, то gσ ∈ F ∗ и ввиду доказанного выше |gσ| = 2. Но тогда gσ = τ в силу
единственности инволюции τ в F ∗, g = τσ и |g| = 2, что противоречит выбору элемента
g. Отсюда заключаем, что каждый элемент из K \F ∗ является инволюцией и fσ = f−1

для каждого элемента f ∈ F ∗. Остается применить предложение 3. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2. Теорема 2 вытекает из лемм 4, 5 и 8.

Доказательство следствий. Пусть G — бесконечная группа, действующая точно
трижды транзитивно на множестве X, ∞ — символ из X и F = X \{∞}. Тогда T = G∞
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действует точно 2-транзитивно на F и согласно предложению 1 на F можно ввести
такие две операции +, · согласованные с действием группы T , что (F, +, ·) будет почти-
областью с нейтральным элементом 0 относительно операции сложения и нейтральным
элементом 1 относительно операции умножения. В группе G есть единственный элемент
σ переводящий упорядоченную тройку (1, 0,∞) в упорядоченную тройку (1,∞, 0), при-
чем σ — инволюция. По предложению 3.1 гл. V [2] (F, σ) — KT -поле. Согласно лемме
2 любая инволюция из G, стабилизирующая хотя бы одну точку из X, сопряжена с σ.
Поэтому условия конечности или совершенности некоторой инволюции в следствиях 1,
2 выполняются и для инволюции σ.

Согласно условиям следствия 1 инволюция σ конечна в группе G, значит, σ конечна
и в группе F ∗ h 〈σ〉. По теореме 1 группа G = T3(F ) локально конечна и следствие 1
доказано.

Согласно условиям следствия 2 инволюция σ совершенна в группе G и ввиду теоремы
2 достаточно доказать, что σ совершенна в группе F ∗ h 〈σ〉. Пусть t ∈ σK и tσ 6= σt. По
определению совершенной инволюции в σG найдется инволюция k такая, что σk = t,
tk = σ и (tσ)k = (tσ)−1. Ввиду леммы 3 t /∈ F ∗ и tσ ∈ F ∗ = G0,∞. Отсюда заключаем,
что инволюция k пару (0,∞) переводит в пару (∞, 0) и k ∈ F ∗ h 〈σ〉. Это означает, что
σ совершенна в F ∗ h 〈σ〉. Следствие доказано.

Замечание. Опираясь на результаты из [15], [16], [21], [22] (см., также [23]) дока-
зательства можно изложить более компактно, но менее доступно.
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