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В данной работе рассматривается подход к оптимизации многокомпонентных цифровых схем

на основе решения автоматных уравнений. Показывается, в частности, каким образом можно

минимизировать число связей между компонентами схемы на основе функциональной зависи-

мости.
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Рассмотрим комбинационную схему, представленную в виде последовательной компо-

зиции двух подсхем. Каждая из подсхем реализует систему булевых функций (СБФ), и

известно, что в общем случае при сохранении внешнего поведения всей схемы в качестве

каждой из компонент можно использовать схему, реализующую другую СБФ из некоторого

множества. Множество допустимых СБФ для головной (или соответственно для хвостовой)

компоненты композиции описывается как наибольшее решение [1] соответствующего авто-

матного уравнения‡. Наибольшее решение уравнения можно рассматривать как резервуар,

из которого выбирается в некотором смысле оптимальная СБФ для реализации соответству-

ющей компоненты. Критерии оптимизации могут быть различными. В частности, можно

выбрать СБФ для головной компоненты таким образом, чтобы число различных значе-

ний системы было минимальным, и оптимизировать хвостовую компоненту, доопределяя

нужным образом неопределенные переходы. Можно оптимизировать головную подсхему на

основе уменьшения числа функций в соответствующей системе, выбирая из наибольшего

решения, например, СБФ, в которой одна или несколько функций тождественно равны 0

или 1, или систему, в которой некоторые функции совпадают, или систему, в которой од-

на из функций есть дизъюнкция (конъюнкция и т.п.) двух других. В данной работе мы

показываем, что процедура выбора достаточно проста для случая, когда СБФ заданы по-

средством характеристических функций. Все описанные ниже операции эффективно вы-

полняются, если характеристические функции представлены в виде двоичных решающих

диаграмм (BDD). Мы также обсуждаем возможности применения предлагаемого подхода

для оптимизации композиции последовательностных схем.
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‡Комбинационную схему можно рассматривать как автомат с одним состоянием.
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1. Определения и обозначения

Пусть Φ есть система булевых функций (СБФ):

Φ =







u1 = ϕ1(x1,...,xn)

............

uk = ϕk(x1,...,xn)

СБФ Φ можно описать посредством характеристической функции

ΨΦ(x1, . . . , xn, u1, . . . , uk) :

для набора значений X1, . . . ,Xn, U1, . . . , Uk переменных x1, . . . , xn, u1, . . . , uk функ-

ция ΨΦ(X1, . . . ,Xn, U1, . . . , Uk) = 1, если и только если U1 = ϕ1(X1, . . . ,Xn), . . . , Uk =

ϕk(X1, . . . ,Xn). Будем говорить, что функция Ψ есть СБФ-характеристическая функция,

если данная функция является характеристической функцией некоторой СБФ. Характери-

стическая функция Ψ определяет множество MΨ наборов значений переменных, на которых

функция равна 1. Если для двух функций θ и Ψ, определенных на одном множестве пере-

менных, справедливо Mθ ⊆ MΨ, то будем обозначать этот факт как θ 4 Ψ.

Мы рассматриваем последовательную композицию из двух комбинационных компонент,

реализующих СБФ Φ1 и Φ2 (Рис. 1), и их суперпозицию Φ = Φ2(Φ1), которая описывает

поведение всей комбинационной схемы.

СБФ представлены характеристическими функциями ΨΦ1
, ΨΦ2

и ΨΦ, причем ΨΦ =

(ΨΦ1
∧ ΨΦ2

)↓x,y, где ↓x,y обозначает проекцию функции на множество переменных

x1, . . . xn, y1, . . . , ym. Согласно [2], можно сформулировать следующее утверждение.

Утверждение 1. Для СБФ

Φ3 =







u1 = θ1(x1,...,xn)

............

uk = θk(x1,...,xn)

справедливо Φ2(Φ1) = Φ2(Φ3), если и только если ΨΦ3
4 (ΨΦ2

∧ ΨΦ)↓x,u, где Ψ обозначает

инверсию функции Ψ.

Таким образом, утверждение 1 определяет, какие СБФ могут заменить Φ1 в исходной

суперпозиции. Выбирая оптимальную в некотором смысле СБФ Φ3, можно упростить го-

ловную или хвостовую компоненты исходной комбинационной схемы. Мы иллюстрируем,

что для некоторых оптимизационных критериев выбор СБФ решается достаточно просто с

использованием характеристических функций.

Заметим, что утверждение 1 можно соответствующим образом переформулировать для

случая произвольной композиции без обратных связей, например, для случая, когда хво-

стовая СБФ зависит не только от промежуточных переменных u1, . . . , uk, а также и от

(некоторых) входных переменных x1, . . . , xn, или для случая, когда рассматривается компо-

зиция t комбинационных схем, t > 2 [3]. Соответственно, результаты последующих разделов

применимы и к таким композициям.

2. Выбор СБФ для оптимизации головной компоненты

В данном разделе мы рассматриваем несколько возможностей оптимизации головной СБФ.

Мы исследуем, каким образом можно проверить, существует ли допустимая СБФ для голов-

ной компоненты, в которой некоторая функция может быть выражена через одну или две
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другие функции, а также рассматриваем некоторые частные случаи такой функциональной

зависимости.

1. Для последовательной композиции комбинационных компонент, реализующих СБФ

Φ1 и Φ2 (рис. 1), проверить, можно ли выбрать головную СБФ Φ3 таким образом, что

Φ2(Φ3) = Φ2(Φ1) и одна из функций системы Φ3 тождественно равна 1. В этом случае

можно синтезировать головную компоненту, которая реализует систему из (k−1) функции.
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Рис. 1. Последовательная композиция двух комбинационных схем

Согласно утверждению 1, для решения поставленной выше задачи требуется опре-

делить по функции (ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u, существует ли система Φ3 булевых функций

θ1(x1, . . . , xn), . . . , θk(x1, . . . , xn), в которой функция θj тождественно равна 1 и ΨΦ3
4

(ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u. Для нахождения системы Φ3 можно воспользоваться следующим утвер-

ждением:

Утверждение 2. Существует СБФ Φ3, ΨΦ3
4 (ΨΦ2

∧ ΨΦ)↓x,u, в которой функция θj

тождественно равна 1, если и только если проекция [(ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u∧uj ]↓x тождественно

равна 1.

Доказательство. Функция (ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u ∧uj равна 1 только на тех единичных набо-

рах функции (ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u, для которых значение переменной uj равно 1. Соответственно,

для того, чтобы можно было выбрать СБФ Φ3, ΨΦ3
4 (ΨΦ2

∧ ΨΦ)↓x,u, в которой функция

θj тождественно равна 1, для каждого набора X1, . . . ,Xn значений переменных x1, . . . , xn

должен существовать набор значений U1, . . . , Uk переменных u1, . . . , uk, такой, что функ-

ция (ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u ∧uj равна 1 на наборе X1, . . . ,Xn, U1, . . . , Uk. Таким образом, существу-

ет СБФ Φ3, ΨΦ3
4 (ΨΦ2

∧ ΨΦ)↓x,u, в которой функция θj тождественно равна 1, если и

только если проекция функции [(ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u ∧ uj ] на множество переменных x1, . . . , xn

тождественно равна 1. 2

Заметим, что подобным образом можно осуществить проверку возможности выбора

СБФ Φ3, в которой одна из функций тождественно равна 0. В этом случае достаточно

рассмотреть конъюнкцию функции (ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u с uj . Перебирая j от 1 до k, можно про-

верить, существует ли СБФ Φ3, в которой одна или несколько функций тождественно равны

1 или 0. Соответственно, представляет интерес вопрос о нахождении СБФ Φ3, которая со-

держит максимальное число таких функций.

2. Для последовательной композиции комбинационных компонент, реализующих СБФ

Φ1 и Φ2 (рис. 1), проверить, можно ли выбрать головную СБФ Φ3 c функциями θ1, . . . , θk

таким образом, что Φ2(Φ3) = Φ2(Φ1) и две (или более) функций системы совпадают. В
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этом случае также можно синтезировать головную компоненту, которая реализует СБФ не

из k, а из меньшего числа функций. Для такой проверки в характеристическую функцию

можно добавить новую переменную uk+1 = ui ⊕ uj . Тогда существует СБФ Φ3, ΨΦ3
4

(ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u, в которой функции θi и θj совпадают, если и только если существует Φ4,

зависящая от переменных x1, . . . , xn, u1, . . . , uk+1, в которой функция θk+1 тождественно

равна 0 и ΨΦ4
4 [(ΨΦ2

∧ ΨΦ)↓x,u ∧ (uk+1 = ui ⊕uj)]. Согласно утверждению 2, в этом случае

достаточно провести анализ функции ((ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u∧uk+1∧(uiuj∨ui uj)). Таким образом,

как следствие утверждения 2, можно показать следующее.

Следствие. Существует СБФ Φ3, ΨΦ3
4 (ΨΦ2

∧ ΨΦ)↓x,u, в которой функции θi и θj сов-

падают, если и только если существует СБФ Φ4, в которой функция θk+1 тождественно

равна 0 и ΨΦ4
4 (((ΨΦ2

∧ ΨΦ)↓x,u ∧ uk+1 ∧ (uiuj ∨ ui uj)).

Заметим, что подобным образом можно осуществить проверку возможности выбора

СБФ Φ3, в которой две (или более) функции системы совпадают с точностью до инверсии. В

этом случае нужно проверить, существует ли СБФ Φ, в которой функция θk+1 тождествен-

но равна 1. Перебирая i, j от 1 до k, можно проверить, существует ли СБФ Φ3, в которой две

или несколько функций совпадают с точностью до инверсии. Соответственно представляет

интерес вопрос о нахождении СБФ Φ3 с максимальным числом таких функций.

Заметим, что можно сформулировать соответствующие следствия из утверждения 2 для

проверки возможности выбора СБФ Φ3, в которой одна из функций является дизъюнкцией

(или конъюнкцией) двух других и т.п. Проверки, на основании которых можно выбрать

СБФ Φ3 с необходимыми свойствами для оптимизации головной компоненты, даже для

больших схем достаточно быстро выполняются с использованием так называемых SAT-

солверов [4] или при использовании BDD-пакета прикладных программ [5].
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Рис. 2. Комбинационная схема

3. Проиллюстрируем на простом примере возможности оптимизации на основе утвер-

ждения 2. Рассмотрим комбинационную схему, представленную на рис. 2.

Функцию (ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u можно представить в виде следующей дизъюнктивной нор-

мальной формы: (ΨΦ2
∧ ΨΦ)↓x,u = x1 u1 ∨ x2u1 ∨ x1x2u1u2 ∨ x1x2u1u2. Непосредствен-

ной проверкой нетрудно убедиться, что конъюнкция этой функции с u2 есть функция

x1 u1u2 ∨ x2u1u2 ∨ x1x2u1u2. Таким образом, для наборов 11, 10 и 01 значений перемен-

ных x1, x2 можно выбрать значение U1, U2 из интервала 0−, и в частности можно выбрать

значение 01. Для набора 00 значений переменных x1, x2 можно выбрать значение U1, U2

равное 11, и, таким образом, существует СБФ Φ3, ΨΦ3
4 (ΨΦ2

∧ ΨΦ)↓x,u, в которой функ-

ция u2 = θ2(x1, x2) тождественно равна 1. С учетом того, что u1 ∧ 1 = u1, элемент NAND в

исходной схеме можно заменить инвертором, удалив ставшую избыточной одну из связей.

Результат оптимизации представлен на рис. 3.
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Рис. 3. Оптимизированная комбинационная схема

4. Оптимизация хвостовой компоненты. Поведение хвостовой компоненты является су-

щественным только для наборов значений СБФ Φ1. Поэтому оптимизация хвостовой ком-

поненты сводится к оптимизации системы частичных булевых функций, т.е. к выбору оп-

тимальной СБФ, которая реализует заданную систему частичных булевых функций.

Заключение

В данной работе рассмотрена проблема покомпонентной оптимизации композиции комби-

национных схем на основе решения автоматного уравнения для случая, когда все СБФ

представлены посредством характеристических функций. Предложен способ нахождения

СБФ для компоненты композиции, в которой минимизируется число базовых (независимых)

функций. Можно также параллельно решать задачу оптимизации хвостовой подсхемы, вы-

бирая значения промежуточных функций таким образом, чтобы поведение хвостовой ком-

поненты комбинационной схемы было "безразличным"на возможно большем числе входных

наборов. Предложенный в работе подход можно распространить на последовательностные

схемы. В этом случае поведение каждой из компонент композиции описывается некоторым

структурным автоматом, и помимо функций выходов каждой компоненты необходимо рас-

сматривать еще и функции возбуждения. Множество допустимых структурных автоматов

для компоненты (наибольшее решение соответствующего автоматного уравнения) может

быть найдено по характеристическим функциям так же, как и для комбинационных схем;

однако в случае последовательностных схем в наибольшем решении могут появиться состо-

яния, в которых поведение определено не для каждого входного набора, и такие состояния

(и переходы в них) необходимо итеративно удалить до начала оптимизации. Для проверки

возможности представления одной из выходных функций суперпозицией других функций

необходимо также проверить, что такая суперпозиция существует в каждом из оставшихся

состояний.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ №07-08-12243.
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On Digital Circuit Optimization Using
Automata Equations

Nataly G.Kushik

Mariya V.Reckun

The paper is devoted to combinational circuit optimization based on automata equation solving. We show

how the flexibility of a component circuit can be calculated when using behavioral functions and propose

a technique for checking whether some output functions can be simplified. For example, we show how to

chek whether there exists an output function that can equal to 0 or to 1 or whether two output functions

can be equal up to the inversion. The proposed technique is illustrated by a simple example.

Keywords: digital circuit, automata equation.

– 295 –


