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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Öåëü ðàáîòû � àëãîðèòìèçèðîâàòü ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ âñåõ âûïóêëûõ
òåë ñ ïàðêåòíûìè ãðàíÿìè è ïðåìèíèòü ñîçäàííûé àëãîðèòì äëÿ êëàññèôè-
êàöèè íàçâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ óñëîâèåì ñîñòàâëåííîñòè êàæäîãî òàêîãî
òåëà èç ïðàâèëüíîãðàííûõ ïèðàìèä.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé íàéäåíû âñå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè, ñî-
ñòàâëåííûå èç ïðàâèëüíîãðàííûõ ïàðèìèä, à ðåáðà ñàìîãî ìíîãîãðàííèêà
íå áîëüøå èñëà äâà. Íàéäåíû îäíîòèïíûå ìíîãîãðàííèêè è èõ òèï. Íàéäå-
íû ãðóïïû ñèììåòðèé ýòèõ òåë. Âûïèñàíû âñå ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû è
ãðàíè. Îïèñàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîãîãðàííèêà ïî ãðóïïå
åãî ñèììåòðèé è ôóíäàìåíòàëüíûì âåðøèíàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðêåòíûé ìíîãîãðàííèê, ïðàâèëüíîãðàííèê, òèï ìíî-
ãîãðàííèêà, ãðóïïà ñèììåòðèé, ñîåäèíåíèå ïèðàìèä, ïðàâèëüíîãðàííûå ïè-
ðàìèäû.



ABSTRACT

The purpose of the paper is to algorithmize the process of �nding all convex
bodies with parquet faces and to shorten the created algorithm for classifying these
polyhedra with the condition that each such body is composed of regular-faced
pyramids.

As a result of the research, all convex polyhedra composed of regular-faced
pyramids are found, and the edges of the polyhedron itself are no more than
two. Single-type polyhedra and their type are found. Groups of symmetries of
these bodies are found. All fundamental vertices and faces are written out. An
algorithm for constructing a polyhedron with respect to its symmetry group and
fundamental vertices is described and realized.

Keywords: parquet polyhedron, regular-faced, polyhedron type, symmetry
group, pyramid connection, regular-faced pyramids.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Cóùåñòâóåò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ ðîâíî òðè ïðàâèëüíîãðàííûå ïè-
ðàìèäû. Ïðè êëàññèôèêàöèè âûïóêëûõ ïðàâèëüíîãðàííûõ òåë [1] îíè ïîëó-
÷èëè îáîçíà÷åíèÿ M1,M2,M3, êîòîðûì â óêàçàííîì ïîðÿäêå ñîîòâåòñòâóþò
òåòðàýäð è ïèðàìèäû ñ êâàäðàòíûì è ïÿòèóãîëüíûì îñíîâàíèÿìè. Íåñêîëü-
êî ëåò íàçàä äîêàçàíî [2], ÷òî êðîìå áåñêîíå÷íûõ ñåðèé ïðèçì è àíòèïðèçì
ñóùåñòâóåò òîëüêî 186 âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, êàæäàÿ ãðàíü êîòîðûõ
ñîñòàâëåíà èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òî
êàæäàÿ âåðøèíà ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ è âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà.
Èç 186 ýòèõ òåë 78 îáëàäàþò íåïðàâèëüíûìè ãðàíÿìè. Âñå ïÿòü òàêèõ ãðà-
íåé ïîëó÷åíû ñîåäèíåíèåì òðåóãîëüíèêà, êâàäðàòà è ïÿòèóãîëüíèêà ñ òðå-
óãîëüíèêîì, à òàêæå êâàäðàòà è ïÿòèóãîëüíèêà ñ äâóìÿ òðåóãîëüíèêàìè.
Îíè ñëóæàò ïðèìåðàìè ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, âñå 23 òèïà êîòîðûõ
áûëè ïåðå÷èñëåíû Þ. À. Ïðÿõèíûì [3], à ïîëíîòà ñïèñêà äîêàçàíà â ðàáîòå
[4].

Áîëåå ÷åòûðåõ äåñÿòèëåòèé íàçàä áûëî çàìå÷åíî [3], ÷òî íàéòè âñå òè-
ïû âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïàðêåòíûìè ãðàíÿìè ìîæíî ïî ñõåìå, êî-
òîðîé ïðèäåðæèâàëèñü àâòîðû òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè âûïóêëûõ ìíîãî-
ãðàííèêîâ ñ ïðàâèëüíûìè ãðàíÿìè [1]. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ýòîé
ñõåìû âñòðå÷àåò ãîðàçäî áîëüøèé, ÷åì â ðàáîòå [1] îáúåì âû÷èñëåíèé. Âè-
äèìî, ïîýòîìó äî ñèõ ïîð èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî êðîìå ÷åòûðåõ áåñêîíå÷íûõ
ñåðèé íåñîñòàâíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïàðêåòíûìè ãðàíÿìè ñóùåñòâóåò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî òèïîâ òàêèõ òåë. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàíû òå âû÷èñëåíèÿ,
êîòîðûå íåâîçìîæíî îáîéòè ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìû èç [1]. Îíè ïðèâåëè ê íà-
õîæäåíèþ êàæäîãî ñîñòàâëåííîãî èç íå áîëåå 14 ïðàâèëüíîãðàííûõ ïèðàìèä
ñ åäèíè÷íûìè ðåáðàìè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà, äëèíû ðåáåð êîòîðîãî íå
ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà äâà. Îïèñàíû òàêæå âñå ðàçáèåíèÿ òàêîãî ìíîãîãðàííèêà
íà òåëà ñ ïàðêåòíûìè ãðàíÿìè.
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1 Âûïóêëûå ñîåäèíåíèÿ íå áîëåå 14 ïðàâèëüíîãðàííûõ ïèðàìèä

Èç 57 ìíîãîãðàííèêîâ òåîðåìû òîëüêî òðèíàäöàòü íå ïîìå÷åíû êðóæ-
êîì, êîòîðûé óêàçûâàåò íà ïîïàäàþùèå âíóòðü ðåáðà èëè ãðàíè âåðøèíû
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû íåêîòîðûå ãðàíè. Äà-
æå åñëè ê ýòèì òðèíàäöàòè äîáàâèòü íåñêîëüêî òåë, äëÿ êîòîðûõ â òåîðåìå
åñòü ïîäîáíûé èëè ðàâíîòèïíûé ìíîãîãðàííèê, òî âñå ðàâíî î÷åâèäíî êðàò-
íîå óâåëè÷åíèå âû÷èñëåíèé â ñðàâíåíèè ñ êëàññèôèêàöèåé âûïóêëûõ ïðà-
âèëüíîãðàííèêîâ [1, 2, 5].

Òåîðåìà 1.1. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ ðåáðàìè äëèíû îäèí èëè äâà ñî-

ñòàâëåí èç íå áîëåå ÷åòûðíàäöàòè ïðàâèëüíîãðàííûõ ïèðàìèä ñ åäèíè÷íû-

ìè ðåáðàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òåë:

M1,M2,M3, (1)

M1 +M1,M1 +M2,M2 +M2,M3 +M3, (2)

◦ S2,2 +M1, S2,2 +M2,
◦ S2,2 +M ′

2, (3)

◦ S3,1 +M2,
◦ S3,1 +M ′

2, S3,2 +M1, S2,2 + S2,2, S2,2 + S ′
2,2,

◦ S2,2 + S ′′
2,2, (4)

◦ S4,1 +M1,
◦ S4,4 +M2, (5)

◦ S5,1 +M1,
◦ S5,2 +M1,

◦ S5,2 +M2,
◦ S4,4 + S2,2,

◦ S3,1 + S3,1, (6)

◦ S6,2 +M2,
◦ S6,4 +M2,

◦ S6,5 +M2, S4,6 + S3,1, (7)

◦ S7,1 +M1,
◦ S7,2 +M1,

◦ S7,3 +M1, S7,4 +M2,
◦ S6,2 + S2,2,

◦ S6,5 + S2,2, (8)

◦ S8,4 +M2,
◦ S6,5 + S3,1,

◦ S6,5 + S3,3, (9)

◦ S9,1 +M1,
◦ S9,1 +M2,

◦ S9,3 +M2,
◦ S8,4 + S2,2,

◦ S5,1 + S5,1, (10)

◦ S10,1 +M2,
◦ S10,4 +M2,

◦ S10,5 +M1, (11)

5



◦ S11,2 +M1,
◦ S11,3 +M1, S9,1 + S3,1,

◦ S9,1 + S ′
3,1,

◦ S9,3 + S3,1, (12)

◦ S12,3 +M2,
◦ S12,4 +M1,

◦ S10,4 + S3,1, (13)

◦ S13,1 +M1,
◦ S13,1 +M2,

◦ S13,3 +M2,
◦ S12,3 + S2,2, S7,4 + S7,4, S7,4 + S ′

7,4, (14)

ïðè÷åì ìíîãîãðàííèê Si,j ðàñïîëîæåí â ñïèñêå i íà j-ì ìåñòå:

M1 = S1,1,M2 = S1,2,M3 = S1,3,M1 +M1 = S2,1, .., S7,4 + S ′
7,4 = S14,6.

Øòðèõ óêàçûâàåò íà ðàçëè÷èå ìíîãîãðàííèêîâ, ñîñòàâëåííûõ èç äâóõ îäè-

íàêîâûõ òåë, êðóæêîì ïîìå÷åíû òåëà ñ ôèêòèâíûìè âåðøèíàìè.

Îòìåòèì ñîâïàäåíèå íåêîòîðûõ ìíîãîãðàííèêîâ òåîðåìû ñ èçâåñòíûìè,
ñòàâøèìè êëàññè÷åñêèìè òåëàìè, îáîçíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â ðàáî-
òàõ [2, 6, 7]: òðåóãîëüíàÿ áèïèðàìèäà P2,21 = J12 = S2,1, ñêîøåííàÿ òðåóãîëü-
íàÿ ïðèçìà P2,22 = S2,2, îêòàýäð [34] = S2,3, ïÿòèóãîëüíàÿ áèïèðàìèäà P2,27 =
J13 = S2,4, íàðàùåííûé îêòàýäð P3,33 = S3,2, äâàæäû íàðàùåííûé îêòàýäð
P4,11 = S4,3, ñêîøåííûé êóá P4,30 = S4,4, äâîéíàÿ íàðàùåííàÿ 4-óãîëüíàÿ ïè-
ðàìèäà P4,31 = S4,5, òåòðàýäð 2M1 = S6,1 = S5,1 + M1 ñ äâîéíûìè ðåáðàìè,
òðåõñêàòíûé êóïîë M4 = S7,2 = J3 = S4,6 + S3,1, íàðàùåííûé òðåõñêàòíûé
êóïîë P2,25 = S8,2, óñå÷åííàÿ ïèðàìèäà M2a = S9,3 = S6,5 + S3,3, 4-óãîëüíàÿ
ïèðàìèäà 2M2 = S10,3 c äâîéíûìè ðåáðàìè, íàêëîííàÿ ïðèçìà Q1 = S12,3 ñ
øåñòèóãîëüíûìè îñíîâàíèÿìè, òðåõñêàòíûé ïðÿìîé áèêóïîë S14,5 = P2,35 =
M4 +M4 = J27, êóáîîêòàýäð S14,6 = P2,36 = M4 +M ′

4 = [3, 4, 3, 4].
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîé ïðàâèëüíîãðàííîé ïèðàìèäå è êàæäîìó ñî-

åäèíåíèþ ýòèõ ïèðàìèä áóäåì ñòðîèòü ìîäåëü, â êîòîðîé çàêðàøåíû òîëüêî
ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè, ò. å. òàêèå âçÿòûå â ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå ãðàíè
ìíîãîãðàííèêà, äåéñòâóÿ íà êîòîðûå ñèììåòðèÿìè ýòîãî òåëà, ïîëó÷àåì âñå
åãî ãðàíè. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 ìíîãîãðàííèê S4,1 çàêðàøåí â ñïåêòðàëüíîì
ïîðÿäêå ñîãëàñíî åãî îáîçíà÷åíèþ ◦ ((M1 + M2) + M1) + M2 â òåîðåìå, ò. å.
êðàñíûì öâåòîì çàêðàøåí òåòðàýäð M1, ïðèñîåäèííåííàÿ ê íåìó ïèðàìèäà
M2 çàêðàøåíà îðàíæåâûì öâåòîì, ñîåäèíåííûé ñ ïðèçìîé M1+M2 òåòðàýäð
îêðàøåí æåëòûì öâåòîì è çåëåíûì � 4-óãîëüíàÿ ïèðàìèäà M2, ñîåäèíåííàÿ
ñ òåëîì ◦ (M1 +M2) +M1.

Åñëè ëþáûå äâå ãðàíè ìíîãîãðàííèêà ðàçëè÷íû, òî ìíîæåñòâî åãî ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ãðàíåé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ãðàíåé ýòîãî òåëà. Åñëè
æå åñòü õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå ãðàíè, òî ñïèñîê ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé
ìîæåò áûòü ìåíüøå, ñïèñêà âñåõ ãðàíåé. Îí äåéñòâèòåëüíî áóäåò ìåíüøå,
åñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ, òî åñòü ñîâìåùàþùåå ñ ñîáîé ìíîãîãðàííèê äâè-
æåíèå, êîòîðîå îäíó åãî ãðàíü îòîáðàæàåò íà äðóãóþ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìíîãîãðàííèê, áóäåì îáîçíà÷àòü åãî P , îáëàäàåò
îäèíàêîâûìè ãðàíÿìè, òî òðåáóåòñÿ èñêàòü ñèììåòðèè ýòîãî ìíîãîãðàííèêà,
òî÷íåå ãðóïïó ñèììåòðèé òåëà P , çà êîòîðîé çàêðåïèì îáîçíà÷åíèåAutP . Âñå
ïîâîðîòû ñîâìåùàþùèå ñ ñîáîé P , îáðàçóþò ïîäãðóïïó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
Aut+P .

Êàê íàéòè âñå ïîâîðîòû ãðóïïû Aut+P ?
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, åñëè òàêîé ïîâîðîò ñóùåñòâóåò, òî åãî îñü ïðî-

õîäèò ÷åðåç âåðøèíó, èëè ñåðåäèíó ãðàíè èëè ñåðåäèíó ðåáðà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî, âûÿñíèâ äëÿ êàæäîé âåðøèíû, êàæäîãî öåíòðà ãðàíè è êàæäîé ñåðåäè-
íû ðåáðà, ëåæàò ëè îíè íà îñè ïîâîðîòà ãðóïïû Aut+P , ïîëó÷èì îòâåò íà
ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ
ñëó÷àåâ áóäåò ãîðàçäî ìåíüøå.

Íàïðèìåð, ìíîãîãðàííèê S4,1 îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ðåáðîì äëèíû 2,
ðèñ. 1. Ïîýòîìó ïîâîðîò ãðóïïû Aut+S4,1 îòîáðàæàåò åãî íà ñåáÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé îñè ïîâîðîòà, ñîâìåùàþùåãî ñ ñîáîé òåëî
S4,1. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ îñü ñóùåñòâóåò è êðîìå ñåðåäèíû îáùåãî ðåáðà
òðàïåöèé ñîäåðæèò îáùóþ âåðøèíó ðîìáîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Aut+S4,1

ñîñòîèò èç òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è íàéäåííîãî ïîâîðîòà íà 180◦.
Ïîñêîëüêó, ìåæäó ïîâîðîòàìè ãðóïïû Aut+P , è ñèììåòðèÿìè âòîðîãî ðî-
äà èç ðàçíîñòè AutP \Aut+P ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,
òî íàäî íàéòè åùå 2 íåñîáñòâåííûå ñèììåòðèè. Èìè ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèÿ
îò ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé ñ îáùåé, ðàññìîòðåííîé âûøå, îñüþ ïîâî-
ðîòîâ. Ïðèõîäèì ê ñïèñêó ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé òåëà S4,1: òðåóãîëüíèê,
ðîìá, òðàïåöèÿ, ðèñ. 2.

Ðèñóíîê 1 � Çàêðàñêà òåëà S4,1, îòðàæà-

þùàÿ åãî ñáîðêó

Ðèñóíîê 2 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè ìíî-

ãîãðàííèêà S4,1

Òåëà S4,1 è S4,2 îáðàçóþò â òåîðåìå îäíó èç òðåõ ïàð, îáîçíà÷åíèÿ â
êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ ëèøü øòðèõîì, ðèñ. 3, 4. Íèæå áóäåò ïðåäñòàâëåíà äðó-
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ãàÿ òàêàÿ ïàðà S4,4 è S4,5, ðèñ. 5, 6. Òåëà S14,5 è S14,6 óïîìÿíóòû âûøå è
ïðåäñòàâëåíû â àòëàñàõ, ñì., íàïðèìåð, [7].

Åñëè âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñîñòàâëåí èç k ïðàâèëüíîãðàííûõ ïèðà-
ìèä ñ åäèíè÷íûìè ðåáðàìè, à ðåáðà ñàìîãî ìíîãîãðàííèêà èìåþò äëèíó 1
èëè 2, òî áóäåì íàçûâàòü åãî k-ñîñòàâíûì, k = 1, 2, . . . Êàæäûé k-ñîñòàâíîé
ìíîãîãðàííèê áóäåì ïîëó÷àòü âñåâîçìîæíûìè ñîåäèíåíèÿìè ïî îäèíàêîâûì
ôóíäàìåíòàëüíûì ãðàíÿì (k − m)-ñîñòàâíîãî òåëà è m-ñîñòàâíîãî ìíîãî-
ãðàííèêà, m = 1, 2, . . . , [k/2], ãäå [k/2] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà k/2. Îïèñàííàÿ
ñõåìà ðåàëèçîâàíà íèæå è âèäíà ïî íàçâàíèÿì ðàçäåëîâ. Êàæäûé ìíîãîãðàí-
íèê òåîðåìû áóäåò ïîëó÷åí â âèäå ñîåäèíåíèÿ äâóõ òåë. Ïîñëå îáîçíà÷åíèÿ
ïåðâîãî èç íèõ áóäóò ïåðå÷èñëåíû åãî ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè, à âñëåä çà
îáîçíà÷åíèåì âòîðîãî � òå åãî ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè, êîòîðûå åñòü ó ïåð-
âîãî. Êðîìå òîãî, âñëåä çà íàçâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé âòîðîãî ìíî-
ãîãðàííèêà çàïèñûâàþòñÿ âûïóêëûå ñîåäèíåíèÿ ïî ýòîé ãðàíè, åñëè òàêèå
ñîåäèíåíèÿ ñ ðåáðàìè äëèíû < 3 ñóùåñòâóþò. Âûäåëåíèå æèðíûì øðèô-
òîì ìíîãîãðàííèêà îçíà÷àåò, ÷òî âûïóêëîå ñîåäèíåíèå åãî ñ äðóãèìè òåëàìè
íåâîçìîæíî.

1.1 2-ñîñòàâíûå òåëà

1. M1, òðåóãîëüíèê:

M1, òðåóãîëüíèê; S2,1 = M1 + M1;

M2, òðåóãîëüíèê; S2,2 = M1 +M2.

2. M2, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò:

M2, êâàäðàò; S2,3 = M2 +M2.

3. M3, òðåóãîëüíèê, ïÿòèóãîëüíèê:

M3, ïÿòèóãîëüíèê; S2,4 = M3 + M3.

Ó êàæäîãî òðåóãîëüíèêà òåë S2,1 è S2,4 åñòü ñòîðîíà, êîòîðîé ñîîòâåò-
ñòâóåò íàñòîëüêî áîëüøîé äâóãðàííûé óãîë, ÷òî áåç íàðóøåíèÿ âûïóêëîñòè
ê ýòèì òåëàì íåâîçìîæíî ïðèñîåäèíèòü ñîñòàâëåííûå èç ïðàâèëüíîãðàííûõ
ïèðàìèä âûïóêëûå òåëà.

1.2 3-ñîñòàâíûå òåëà

1. S2,2, 2 òðåóãîëüíèêà, ðîìá, êâàäðàò:

M1, òðåóãîëüíèê; S3,1 =
◦ S2,2 +M1;

M2, êâàäðàò; S3,2 = S2,2 +M2;

M2, òðåóãîëüíèê; S3,3 =
◦ S2,2 +M ′

2.
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2. S2,3, òðåóãîëüíèê:

M1, òðåóãîëüíèê; S2,3 +M1 = S3,2.

1.3 4-ñîñòàâíûå òåëà

1.3.1 Ñîåäèíåíèÿ 3-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S3,1, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, òðàïåöèÿ:

M2, êâàäðàò; S4,1 =
◦ S3,1 +M2;

M2, òðåóãîëüíèê; S4,2 =
◦ S3,1 +M ′

2.

Ðèñóíîê 3 � Çàêðàñêà òåëà S4,1, îòðàæà-

þùàÿ åãî ñáîðêó

Ðèñóíîê 4 � Çàêðàñêà òåëà S4,2, îòðàæà-

þùàÿ åãî ñáîðêó

2. S3,2, 2 òðåóãîëüíèêà, ðîìá:

M1, òðåóãîëüíèê; S4,3 = S3,2 +M1.

3. S3,3, òðåóãîëüíèê, òðàïåöèÿ, ïðÿìîóãîëüíèê:

M1, òðåóãîëüíèê; S3,3 +M1 = S4,2.

1.3.2 Ñîåäèíåíèÿ 2-ñîñòàâíîãî è 2-ñîñòàâíîãî òåë

S2,2, 2 òðåóãîëüíèêà, ðîìá, êâàäðàò:
S2,2, òðåóãîëüíèê; S2,2 + S ′′′

2,2 = S4,2;
S2,2, êâàäðàò; S2,2 + Siv

2,2 = S4,3.
Ïîñêîëüêó ãðóïïà ñèììåòðèé ðîìáà, íå ïåðåâîðà÷èâàþùèõ åãî, åñòü

÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà, ïîðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè îò ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
ðîìáó è ñîäåðæàùèõ åãî äèàãîíàëè ïëîñêîñòåé, òî ñóùåñòâóåò ÷åòûðå ñî-
åäèíåíèÿ íàêëîííûõ ïðèçì S2,2 ðîìáè÷åñêèìè ãðàíÿìè. Èç íèõ âûïóêëûìè
ÿâëÿþòñÿ 3 ñëåäóþùèõ òåëà:

S4,4 = S2,2 + S2,2, S4,5 = S2,2 + S′
2,2, S4,6 =

◦ S2,2 + S ′′
2,2.
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Ðèñóíîê 5 � S4,4 = P4,3 Ðèñóíîê 6 � S4,5 = P4,31 Ðèñóíîê 7 � Òåëî S4,6

1.4 5-ñîñòàâíûå òåëà

1.4.1 Ñîåäèíåíèÿ 4-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S4,1, òðåóãîëüíèê, ðîìá, òðàïåöèÿ:

M1, òðåóãîëüíèê; S5,1 =
◦ S4,1 +M1;

2. S4,4, êâàäðàò, ðîìá:

M2, êâàäðàò; S5,2 =
◦ S4,4 +M2.

1.5 6-ñîñòàâíûå òåëà

1.5.1 Ñîåäèíåíèÿ 5-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S5,1, 2 òðåóãîëüíèêà, òðàïåöèÿ:

M1, òðåóãîëüíèê; S6,1 =
◦ S5,1 +M1.

2. S5,2, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, ðîìá, òðàïåöèÿ:

M1, òðåóãîëüíèê; S6,2 =
◦ S5,2 +M1;

M2, êâàäðàò; S6,3 =
◦ S5,2 +M2.

1.5.2 Ñîåäèíåíèÿ 4-ñîñòàâíîãî è 2-ñîñòàâíîãî òåë

S4,4, êâàäðàò, ðîìá:
S2,2, ðîìá; S6,4 =

◦ S4,4 + S2,2.

1.5.3 Ñîåäèíåíèÿ 3-ñîñòàâíîãî è 3-ñîñòàâíîãî òåë

S3,1, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, òðàïåöèÿ:
S3,1, òðàïåöèÿ; S6,5 = ◦ S3,1 + S3,1;

1.6 7-ñîñòàâíûå òåëà

1.6.1 Ñîåäèíåíèÿ 6-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S6,2, êâàäðàò, 2 ðîìáà, 2 òðàïåöèè, ïàðàëëåëîãðàìì:
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M2, êâàäðàò; S7,1 =
◦ S6,2 +M2.

2. S6,4, êâàäðàò, ðîìá, ïðÿìîóãîëüíèê, 2 òðàïåöèè:

M2, êâàäðàò; S7,2 =
◦ S6,4 +M2.

3. S6,5, êâàäðàò, òðàïåöèÿ:

M2, êâàäðàò; S7,3 =
◦ S6,5 +M2

1.6.2 Ñîåäèíåíèÿ 4-ñîñòàâíîãî è 3-ñîñòàâíîãî òåë

S4,6, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, òðàïåöèÿ:
S3,1, òðàïåöèÿ; S7,4 = S4,6 + S3,1.

1.7 8-ñîñòàâíûå òåëà

1.7.1 Ñîåäèíåíèÿ 7-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S7,1, 2 òðåóãîëüíèêà, ðîìá, ïàðàëëåëîãðàìì, òðàïåöèÿ:

M1, òðåóãîëüíèê; S8,1 =
◦ S7,1 +M1.

2. S7,2, 2 òðåóãîëüíèêà, ïðÿìîóãîëüíèê, 2 òðàïåöèè:

M1, òðåóãîëüíèê; S8,2 =
◦ S7,2 +M1.

3. S7,3, 3 òðåóãîëüíèêà, ðîìá, êâàäðàò, 2 òðàïåöèè:

M1, òðåóãîëüíèê; S8,3 = ◦ S7,3 + M1.

4. S7,4, 2 òðåóãîëüíèêà, êâàäðàò, øåñòèóãîëüíèê:

M2, êâàäðàò; S8,4 = S7,4 +M2.

1.7.2 Ñîåäèíåíèÿ 6-ñîñòàâíîãî è 2-ñîñòàâíîãî òåë

1. S6,2, êâàäðàò, ðîìá, ïàðàëëåëîãðàìì, òðàïåöèÿ:

S2,2, ðîìá; S8,5 =
◦ S6,2 + S2,2.

2. S6,5 êâàäðàò, ðîìá, ïðÿìîóãîëüíèê, 2 òðàïåöèè:

S2,2, ðîìá; S8,6 =
◦ S6,4 + S2,2.

1.8 9-ñîñòàâíûå òåëà

1.8.1 Ñîåäèíåíèÿ 8-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

S8,2, 2 òðåóãîëüíèêà, êâàäðàò,ðîìá, øåñòèóãîëüíèê:
M2, êâàäðàò; S9,1 =

◦ S8,4 +M2.
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1.8.2 Ñîåäèíåíèÿ 6-ñîñòàâíîãî è 3-ñîñòàâíîãî òåë

S6,5, êâàäðàò, ðîìá, ïðÿìîóãîëüíèê, 2 òðàïåöèè:
S3,1, òðàïåöèÿ; S9,2 =

◦ S6,4 + S3,1;
S3,3, òðàïåöèÿ; S9,3 =

◦ S6,4 + S3,3.

1.9 10-ñîñòàâíûå òåëà

1.9.1 Ñîåäèíåíèÿ 9-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S9,1, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, ðîìá, øåñòèóãîëüíèê, 2 òðàïåöèè:

M1, òðåóãîëüíèê; S10,1 =
◦ S9,1 +M1;

M2, êâàäðàò; S10,2 =
◦ S9,1 +M2.

2. S9,3, 2 êâàäðàòà, òðàïåöèÿ:

M2, êâàäðàò; S10,3 =
◦ S9,3 +M2.

1.9.2 Ñîåäèíåíèÿ 8-ñîñòàâíîãî è 2-ñîñòàâíîãî òåë

S8,2, 2 òðåóãîëüíèêà, êâàäðàò,ðîìá, øåñòèóãîëüíèê:
S2,2, ðîìá; S10,4 =

◦ S8,4 + S2,2.

1.9.3 Ñîåäèíåíèÿ 5-ñîñòàâíîãî è 5-ñîñòàâíîãî òåë

S5,1, 2 òðåóãîëüíèêà, òðàïåöèÿ:
S5,1, òðåóãîëüíèê; S10,5 =

◦ S5,1 + S5,1.

1.10 11-ñîñòàâíûå òåëà

1.10.1 Ñîåäèíåíèÿ 10-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S10,1, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, ðîìá, øåñòèóãîëüíèê, 2 òðàïåöèè:

M2, êâàäðàò; S11,1 =
◦ S10,1 +M2.

2. S10,4, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, ïðÿìîóãîëüíèê, ðîìá, øåñòèóãîëüíèê, 2 òðà-
ïåöèè:

M2, êâàäðàò; S11,2 =
◦ S10,4 +M2.

3. S10,5, òðåóãîëüíèê, òðàïåöèÿ:

M1, òðåóãîëüíèê; S11,3 =
◦ S10,5 +M1.

1.11 12-ñîñòàâíûå òåëà

1.11.1 Ñîåäèíåíèÿ 11-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S11,2, òðåóãîëüíèê, ïàðàëëåëîãðàìì, ïðÿìîóãîëüíèê, ðîìá, øåñòèóãîëü-
íèê, 2 òðàïåöèè:

M1, òðåóãîëüíèê; S12,1 =
◦ S11,2 +M1.
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2. S11,3, 2 òðåóãîëüíèêà, òðàïåöèÿ:

M1, òðåóãîëüíèê; S12,2 = ◦ S11,3 + M1.

1.11.2 Ñîåäèíåíèÿ 9-ñîñòàâíîãî è 3-ñîñòàâíîãî òåë

1. S9,1, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, ðîìá, øåñòèóãîëüíèê, 2 òðàïåöèè:

S3,1, òðàïåöèÿ; S12,3 = S9,1 + S3,1;

S3,1, òðàïåöèÿ; S12,4 =
◦ S9,1 + S ′

3,1;

Ðèñóíîê 8 � S12,3 = Q1 = S9,1 + S3,1 Ðèñóíîê 9 � S12,4 =◦ S9,1 + S′
3,1

2. S9,3, 2 êâàäðàòà, òðàïåöèÿ:

S3,1, òðàïåöèÿ; S12,5 =
◦ S9,3 + S3,1.

1.12 13-ñîñòàâíûå òåëà

1.12.1 Ñîåäèíåíèÿ 12-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S12,3, êâàäðàò, ðîìá, øåñòèóãîëüíèê:

M2, êâàäðàò; S13,1 =
◦ S12,3 +M2.

2. S12,4, òðåóãîëüíèê, ïðÿìîóãîëüíèê, òðàïåöèÿ, øåñòèóãîëüíèê:

M1, òðåóãîëüíèê; S13,2 = ◦ S12,4 + M1.

1.12.2 Ñîåäèíåíèÿ 10-ñîñòàâíîãî è 3-ñîñòàâíîãî òåë

S10,4, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, ïðÿìîóãîëüíèê, ðîìá, øåñòèóãîëüíèê, 2
òðàïåöèè:
S3,1, òðàïåöèÿ; S13,3 =

◦ S10,4 + S3,1.
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1.13 14-ñîñòàâíûå òåëà

1.13.1 Ñîåäèíåíèÿ 13-ñîñòàâíîãî è 1-ñîñòàâíîãî òåë

1. S13,1, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, òðàïåöèÿ, ðîìá, ïÿòèóãîëüíèê, øåñòèóãîëü-
íèê:

M1, òðåóãîëüíèê; S14,1 =
◦ S13,1 +M1;

M2, êâàäðàò; S14,2 =
◦ S13,1 +M2.

2. S13,3, òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, 2 òðàïåöèè, ïðÿìîóãîëüíèê, øåñòèóãîëüíèê:

M2, êâàäðàò; S14,3 =
◦ S13,3 +M2.

1.13.2 Ñîåäèíåíèÿ 12-ñîñòàâíûõ è 2-ñîñòàâíûõ òåë

S12,3, êâàäðàò, ðîìá, øåñòèóãîëüíèê:
S2,2, ðîìá; S14,4 =

◦ S12,3 + S2,2.

1.13.3 Ñîåäèíåíèÿ 7-ñîñòàâíûõ è 7-ñîñòàâíûõ òåë

S7,2, 2 òðåóãîëüíèêà, êâàäðàò, øåñòèóãîëüíèê:
S7,2, øåñòèóãîëüíèê; S14,5 = S7,4 + S7,4;
S7,2, øåñòèóãîëüíèê; S14,6 = S7,4 + S ′

7,4.

Çàìå÷àíèå 1. Ïàðêåòíûé ìíîãîãðàííèê ñ åäèíñòâåííîé ôèêòèâíîé âåðøèíîé
òèïà [3, 3, 4, 3, 4] ïîëó÷èë â ñòàòüå [4] îáîçíà÷åíèå 7c, ðèñ. 10. Òàêîå ñòðîåíèå
îïðåäåëÿåò òèï [4, 12, 6, 12, 4, 122] ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ñóùåñòâóåò ïðèçìà

Ðèñóíîê 10 � Ïàðêåòíûé ìíîãîóãîëüíèê 7c

ñ áîêîâûìè êâàäðàòíûìè ãðàíÿìè è îñíîâàíèÿìè 7c, îíà íå áóäåò ðàññåêàòü-
ñÿ ïëîñêîñòüþ íà ìíîãîãðàííèêè, ãðàíè êîòîðûõ ñîñòàâëåíû èç ïðàâèëüíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ åäèíè÷íûìè ðåáðàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ïðèçìà ñî-
ñòàâëåíà èç äâóõ ïðèçì ñ îñíîâàíèÿìè òèïà [3, 12, 42, 12] è ïðèçìû ñ òðåóãîëü-
íûìè îñíîâàíèÿìè.
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Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ñëåäóþùèå ñîåäèíåíèÿ ïèðàìèäM1,M2,M3, îòëè÷àþùè-
åñÿ îò ñîåäèíåíèé òåîðåìû, íî ïðèâîäÿùèå ê óæå íàéäåííûì âûïóêëûì ìíî-
ãîãðàííèêàì, ñîñòàâëåíûì èç íå áîëåå ÷åòûðíàäöàòè ïðàâèëüíîãðàííûõ ïè-
ðàìèä ñ åäèíè÷íûìè ðåáðàìè, ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè:

• S3,2 = S2,3 +M1,

• S4,1 = S3,2 +M ′
1 = S2,2 + S ′′′

2,2,

S4,2 = S2,2 + Siv
2,2,

S4,3 = S2,2 + Sv
2,2,

• S5,2 = S4,6 +M2 = S3,2 + S2,2,

• S6,1 = S3,1 + S ′
3,1,

S6,2 = S4,3 + S2,2 = S4,4 + S ′
2,2,

S6,3 = S3,2 + S3,2,

S6,4 = S3,1 + S3,3,

• S7,1 = S5,2 + S2,2 = S4,1 + S3,2,

S7,3 = S6,3 +M1,

S7,2 = S5,2 + S2,2 = S4,1 + S3,1,

• S8,1 = S6,2 + S2,2 = S4,3 + S4,3,

S8,3 = S5,1 + S3,1,

S8,2 = S6,2 + S2,2 = S6,4 + S2,2 = S5,1 + S3,3,

• S10,1 = S6,2 + S4,1 = S6,4 + S4,2 = S5,1 + S5,2,

S10,2 = S6,3 + S4,1,

S10,4 = S6,2 + S4,2 = S6,2 + S4,6,

• S11,1 = S10,2 +M1 = S8,2 + S3,3 = S7,3 + S4,1 = S7,4 + S4,2 = S6,3 + S5,1,

S11,2 = S9,1 + S2,2 = S7,3 + S4,2 = S7,4 + S4,1 = S6,2 + S5,2,

S11,3 = S6,1 + S5,1,

• S12,1 = S10,1 + S2,2 = S10,4 + S2,2 = S8,1 + S4,2 = S8,6 + S4,2 = S6,2 + S6,2,

S12,2 = S6,1 + S6,1,

S12,3 = S6,2 + S ′
6,2 = S6,4 + S6,4,

S12,4 = S9,2 + S3,3,

• S13,1 = S9,1 + S4,1 = S7,3 + S6,2,

S13,2 = S10,1 + S3,3 = S10,4 + S3,3 = S9,2 + S4,2 = S8,3 + S5,1 = S7,4 + S6,1,
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• S14,1 = S12,3 + S ′
2,2 = S9,1 + S5,1 = S8,1 + S6,2 = S8,2 + S6,4,

S14,2 = S11,2 + S3,3 = S10,2 + S4,1 = S7,1 + S7,1 = S7,4 + S7,4,

S14,3 = S10,1 + S4,6 = S10,4 + S4,2,

S14,4 = S11,2 + S3,1 = S10,1 + S4,2 = S8,2 + S6,2 = S8,6 + S6,4.

Ñëåäñòâèå 1.1.2. Ñóùåñòâóåò ñåðèÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ñîñòàâëåí-
íûõ èç íå áîëåå 14 ïðàâèëüíîãðàííûõ ïèðàìèä 2M1 = S6,1 è 2M2 = S10,3 ñ
óäâîåííûìè ðåáðàìè:

• S12,2 =
2M1 +

2M1, 2M1 +
2M2, 2M2 +

2M2

• ( 2M1 +
2M2) +

2M2

• (( 2M1 +
2M2) +

2M2) +
2M1, ( 2M1 +

2M2) + ( 2M1 +
2M2),

( 2M1 +
2M2) + ( 2M1 +

2M2)
′

• (( 2M1 + 2M2 ) + ( 2M1 +
2M2)) + (( 2M1 +

2M2) +
2M1)

• ((( 2M1 +
2M2) + ( 2M1 +

2M2)) + (( 2M1 +
2M2) +

2M1)) +
2M2

• ((( 2M1 +
2M2) + ( 2M1 +

2M2)) + (( 2M1 +
2M2) +

2M1)) +
+ ((( 2M1 +

2M2) + ( 2M1 +
2M2)) + (( 2M1 +

2M2) +
2M1))

Çàìå÷àíèå 2. Ìíîãîãðàííèêè ñëåäñòâèÿ 2 ïîäîáíû ñîñòàâëåííûì èç ïðàâèëü-
íîãðàííûõ ïèðàìèä ìíîãîãðàííèêàì ñ åäèíè÷íûìè ðåáðàìè. Áîëåå ñëàáûì,
÷åì ïîäîáèå, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ òèïîâ ìíîãîãðàííèêîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Òèïîì âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà è, â ÷àñòíîñòè, ìíîãî-
óãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë n1, n2, ..., nk, ðàâíûõ âå-
ëè÷èíàì ïëîñêèõ óãëîâ k ãðàíåé, âñòðå÷àþùèõñÿ â äàííîé âåðøèíå ïðè îá-
õîäå âîêðóã âåðøèíû îò åå ïëîñêîãî óãëà ê ñìåæíîìó åå ïëîñêîìó óãëó, çà-
òåì � ê ñìåæíîìó ñî âòîðûì óãëîì òðåòüåìó ïëîñêîìó óãëó âåðøèíû. Åñëè
k > 3, òî íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ÷åòâåðòîìó è, áûòü ìîæåò, ñëåäóþùåìó çà
íèì ïëîñêîìó óãëó âåðøèíû. Ïîñêîëüêó ïîäîáíûå ìíîãîãðàííèêè ìû íå ðàç-
ëè÷àåì, îòíîñÿ ê ïîäîáèþ è íåñîáñòâåííîå (ïî äðóãîé òåðìèíîëîãèè âòîðîãî
ðîäà) ïðåîáðàçîâàíèå, ìåíÿþùåå ñ ôèêñèðîâàííûì êîýôôèöèåíòîì ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè è èõ îáðàçàìè, òî ê îäíîìó òèïó îòíîñÿòñÿ âñå òèïû,
ïîëó÷åííûå èç äàííîãî, öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé åãî ÷èñåë, îáðàòíîé ïå-
ðåñòàíîâêîé è èõ ïðîèçâåäåíèÿìè òàêèõ ïåðåñòàíîâîê. Åñëè íà ìíîæåñòâå
âñåõ òèïîâ âåðøèí, ðàâíûõ äàííîìó òèïó, ââåñòè ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿ-
äîê, ò.å. êàê ïðè çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà àðàáñêèìè öèôðàìè, òî íàèáîëåå
óïîòðåáèòåëüíîé áóäåò çàïèñü íàèìåíüøåãî òèïà.

Âåðøèíå ïàðêåòíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêèé óãîë òàêîé,
êàê ó ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Ïîýòîìó òàêîìó óãëó â òèïå ïàðêåòíîãî n-
óãîëüíèêà âìåñòî åãî âåëè÷èíû n−2

2n π áóäåì çàïèñûâàòü n.

16



Îïðåäåëåíèå 1.2. Òèïîì ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íà-
áîð òèïîâ åãî âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñïîëîæåíèþ âåðøèí ïðè îáõîäå
ïî ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà. Èç âñåõ çàïèñåé îäíîãî òèïà ìíîãîóãîëüíèêà
íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíóþ âûáèðàåì òàê, êàê äåëàëè ýòî äëÿ òèïà âåðøèíû.

Òèïû ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ äàâíî èçâåñòíû: åñëè ïàðêåòíûé ìíî-
ãîóãîëüíèê ìîæíî ñëîæèòü èç äâóõ è áîëåå ðàâíîóãîëüíûõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ, òî åãî òèï ìîæíî íàéòè â [3, 4]. Èç 23 òèïîâ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ òîëüêî (3, 3, 6, 6) (òðàïåöèÿ) è (3, 6, 3, 6) (ðîìá), à òàêæå (6, 122, 6, 126) è
(6, 124, 6, 124) îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïåðåñòàíîâêàìè ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Òèïîì ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ìî-
äåëü, íîñèòåëåì v êîòîðîé ñëóæèò óïîðÿäî÷åííûé íàáîð òèïîâ âåðøèí, à
êàæäîå ìíîæåñòâî îòíîøåíèé f ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ fτ íîìå-
ðîâ âåðøèí ãðàíè, ãäå áóêâîé τ îáîçíà÷åí òèï ãðàíè fτ .

Ñêîðåå âñåãî óêàçàíèå òèïà ãðàíè â îïðåäåëåíèè òèïà ìíîãîãðàííèêà
ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì. Ïî êðàéíåé ìåðå ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîçâîëÿþò íà-
äåÿòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî.

Ïðèìåð 1.1. Âîçüìåì ìíîãîãðàííèê S4,5 è âûïèøåì åãî òèï.

⟨{
(34), (3, 4, 3, 6), (3, 4, 3, 4), (3, 4, 3, 6), (3, 4, 3, 6)(3, 3, 4), (3, 6, 4), (3, 3, 4), f

}⟩
,

f =
{
[1, 2, 8, 7], [1, 4, 6, 5], [1, 5, 2], [1, 7, 4], [2, 3, 8], [2, 5, 6, 3], [3, 4, 7, 8], [3, 6, 4]

}
.

1. Âîçüìåì ïåðâóþ âåðøèíó, îíà èìååò òèï (34).

Ðèñóíîê 11 � Øàã 1

2. Èç ïåðâîé âåðøèíû âûõîäÿò ÷åòûðå ãðàíè: [1, 2, 8, 7], [1, 4, 6, 5], [1, 5, 2],
[1, 7, 4]. Ïîñòðîèì ïåðâóþ èç íèõ,à èìåííî [1, 2, 8, 7].
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Ðèñóíîê 12 � Øàã 2

3. Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ ãðàíü [1, 5, 2], îíà èìååò òèï (33). Ñëåäîâàòåëüíî, ó
âòîðîé è ïÿòîé âåðøèí ïèøåì 3. Äàëåå ïîñòðîèì ãðàíü [1, 4, 6, 5]. Ñòðîèì
ãðàíü [1, 7, 4], êîòîðàÿ èìååò òèï (34). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ó ñåäüìîé è
÷åòâåðòîé âåðøèíû ìû çàïèñûâàåì 3.

Ðèñóíîê 13 � Øàã 3

4. Åñëè âñå ïëîñêèå óãëû âåðøèíû áûëè ïîìå÷åíû öèôðàìè íà ïðåäûäó-
ùåì ðèñóíêå, òî íà ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ ýòè ìåòêè áóäóò îïóùåíû äëÿ
îáëåã÷åíèÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ.Òåïåðü ïîñòðîèì ãðàíü [2, 3, 8]. Ýòà ãðàíü
èìååò òèï (33), ïîýòîìó ìû ïèøåì 3 ó âòîðîé è âîñüìîé âåðøèíû.
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Ðèñóíîê 14 � Øàã 4

5. Âåðíåìñÿ ê ãðàíè [1, 2, 8, 7] è ðàññìîòðèì âòîðóþ âåðøèíó. Ýòà âåðøèíà
èìååò òèï (3, 4, 3, 6). Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äàííîé ãðàíè ó âåðøè-
íû äâà çàïèñûâàåòñÿ 6. Îáðàòèâøèñü ê ðàáîòå [4], ìîæíî óâèäåòü, ÷òî
ñðåäè âñåõ òèïîâ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íå ñóùåñòâóåò òàêîãî, â
çàïèñè êîòîðîãî ñòîÿò îäíîâðåìåííî 3 è 4. Ñëåäîâàòåëüíî ó âòîðîé âåð-
øèíû çàïèñûâàåì 6. Òåïåðü ðàññìîòðèì âîñüìóþ âåðøèíó. Îíà èìååò
òèï (3, 3, 4). 4 ìû çàïèñàòü íå ìîæåì ââèäó íåñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî òè-
ïà, çíà÷èò, îñòàåòñÿòîëüêî 3. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî äëÿ ñåäüìîé âåðøèíû
ìû ìîæåì çàïèñàòü òîëüêî 6.

Ðèñóíîê 15 � Øàã 5

6. Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ãðàíè [1, 4, 6, 5]. Òàê êàê ïåðâàÿ âåðøèíà èìååò â çà-
ïèñÿ òðîéêó, òî ìû èìååì ãðàíü òèïà [3, 3, 6, 6] èëè [3, 6, 3, 6]. Ðàññìîòðèì
÷åòâåðòóþ âåðøèíó, êîòîðàÿ èìååò òèï (3, 4, 3, 6). Çàïèñàòü 4 ìû íå ìî-
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æåì, ò. ê. òàêîé òèï íå ñóùåñòâóåò, íî è 3 ìû íå ìîæåì çàïèñàòü, ò. ê. îíà
çàïèñàíà ó ïåðâîé âåðøèíû. Çíà÷èò, îñòàåòñÿ òîëüêî 6. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïèøåì ó øåñòîé âåðøèíû 3, à ó ïÿòîé çàïèñûâàåì 6.

Ðèñóíîê 16 � Øàã 6

7. Ïîñòðîèì ãðàíü [2, 5, 6, 3]. Âòîðàÿ âåðøèíà ýòîé ãðàíè èìååò òèï (3, 4, 3, 6).
Èñõîäÿ èç ýòîãî ìû ìîæåì çàïèñàòü 4 ó âòîðîé âåðøèíû äëÿ äàííîé ãðà-
íè. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïÿòóþ âåðøèíó. Îíà èìååò òèï (3, 4, 6). Ïîýòîìó
äëÿ ãðàíè [2, 5, 6, 3] ó ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû ìû çàïèñûâàåì 4,îòñþ-
äà, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ó øåñòîé è òðåòüåé âåðøèíû áóäåò ñòîÿòü 4, ò. ê.
ãðàíü [2, 5, 6, 3] èìååò òèï (44).

Ðèñóíîê 17 � Øàã 7

8. Òåïåðü ïîñòðîèì ãðàíü [3, 6, 4]. Òèï ýòîé ãðàíè ìîæåò áûòü òîëüêî (33).
Äàëåå ïîñòðîèì ãðàíü [3, 4, 7, 8]. Âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåâ íà íàøå ïîñòðî-
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åíèå, íå òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ãðàíü èìååò òèï (44).

Ðèñóíîê 18 � Øàã 8

Ïðèìåð 1.2. Âîçüìåì ìíîãîãðàííèê S4,6 è âûïèøåì åãî òèï.

⟨{(3, 4, 6), (3, 4, 3, 4), (3, 3, 4), (3, 4, 6), (3, 6, 4), (3, 6, 4), (3, 3, 4), f}⟩ ,

f =
{
[1, 5, 2], [1, 2, 6, 7], [1, 7, 3, 5], [2, 4, 6], [2, 5, 3, 4], [3, 7, 6, 4]

}
.

1. Ïîñòðîèì ãðàíü [1, 5, 2], ò. ê. ýòà ãðàíü òðåóãîëüíàÿ, òî îíà èìååò òèï
(33).

Ðèñóíîê 19 � Øàã 1

2. Òåïåðü ïîñòðîèì ãðàíü [1, 2, 6, 7]. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé ê óæå ïîñòðî-
åííîé â ïðåäûäóùåì øàãå ãðàíè [1, 5, 2] è èìååò îáùóþ ñ íåé âòîðóþ
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âåðøèíó. Ýòà âåðøèíà èìååò òèï (3, 4, 3, 4). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó ãðàíè
[1, 2, 6, 7] ó âòîðîé âåðøèíû ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî 4. Ïîýòîìó ìû çàïèñû-
âàåì âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì ýòîé ãðàíè 4, ò. ê. äðóãèõ òèïîâ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ ñ ïàðêåòíûìè ãðàíÿìè, ñîäåðæàùèõ â ñâîåé çàïèñè 4, íå
ñóùåñòâóåò.

Ðèñóíîê 20 � Øàã 2

3. Äàëåå ñòðîèì ãðàíü [1, 7, 3, 5]. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ âåðøèíó, îíà èìååò
òèï (3, 4, 6), ò. ê. 3 è 4 óæå çàíÿòû, òî îñòàåòñÿ òîëüêî 6, ïîýòîìó åå
ìû çàïèñûâàåì äëÿ äàííîé ãðàíè ó ïåðâîé âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
ãðàíü ìîæåò èìåòü òîëüêî òèï (3, 6, 3, 6) èëè (3, 3, 6, 6). Òåïåðü ðàññìîòðè
ïÿòóþ âåðøèíó, îíà èìååò òèï (3, 6, 4). Ò. ê. 3 óæå çàíÿòà, à 4 íå ìîæåò
ñòîÿòü, òî îñòàåòñÿ òîëüêî 6. Îòñþäà, òèï ãðàíè áóäåò (3, 3, 6, 6).

Ðèñóíîê 21 � Øàã 3

22



4. Ïîñòðîèì òðåóãîëüíóþ ãðàíü [2, 6, 4], îíà èìååò òèï (33).

Ðèñóíîê 22 � Øàã 4

5. Ïîñòðîèì ãðàíü [2, 5, 3, 4], îíà èìååò òèï (44), ò. ê. âíèìàòåëüíî âçãëÿíóâ
íà âòîðóþ âåðøèíó, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî îñòàåòñÿ òîëüêî 4.

Ðèñóíîê 23 � Øàã 5

6. Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ ãðàíü [3, 7, 6, 4]. ×åòâåðòàÿ âåðøèíà èìå-
åò òèï (3, 6, 4) è ïîñêîëüêó 3 è 4 óæå çàíÿòû, îñòàåòñÿ òîëüêî 6, ñëåäî-
âàòåëüíî òèï äàííîé ãðàíè ìîæåò áûòü òîëüêî (3, 6, 3, 6) èëè (3, 3, 6, 6).
Ðàññìîòðèì ñåäüìóþ âåðøèíó, åå òèï (3, 3, 4), 4 íå ìîæåò áûòü ââèäó
ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, çíà÷èò îñòàåòñÿ 3. Ðàññìîòðèì òðåòüþ âåðøè-
íó , åå òèï (3, 3, 4), àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû èñêëþ÷àåì 4 è çàïèñûâàåì
3. Îòñþäà, òèï ãðàíè [3, 7, 6, 4] áóäåò (3, 3, 6, 6).
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Ðèñóíîê 24 � Øàã 6

Ïðîâåäÿ âñå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èëè åäèíñòâåííîå íåïðîòèâîðå÷è-
âîå ïîñòðîåíèå.

Ñëåäñòâèå 1.1.3. Òèïû ñëåäóþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ ñîâïàäàþò:

1. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ òðîéêó îäíîòèïíûõ ìíîãîãðàííèêîâ S4,3, S8,1, S16,1.
Òèï òàêèõ òåë çàïèñûâàåòñÿ êàê:⟨{

(3, 6, 6), (33), (3, 6, 6), (3, 6, 6), (33), (3, 6, 6), (3, 6, 6), (3, 6, 6), f
}⟩

,

f =
{
[1, 2, 6, 5](3,6,3,6), [1, 5, 4, 8](3,6,3,6), [1, 8, 7, 2](3,6,3,6), [2, 7, 3, 6](3,6,3,6),

[3, 6, 5, 4](3,6,3,6), [3, 7, 8, 4](3,6,3,6)
}
;

2. Òåëà S2,2, S4,2, S16,7 èìåþò òèï:⟨{
(3, 3, 4), (3, 4, 6), (33), (3, 6, 6), (3, 3, 4), (3, 4, 6), f

}⟩
,

f =
{
[1, 4, 5](33), [1, 2, 3, 4](3,6,3,6), [1, 5, 6, 2](44), [2, 3, 6](33), [3, 6, 5, 4](3,6,3,6)

}
;

3. Òåëà S4,4, S8,4, S8,5 èìåþò ñëåäóþùèé òèï:

⟨{(3, 6, 4), (4, 6, 6), (3, 3, 4), (3, 4, 6), (4, 6, 6), (3, 3, 4), (3, 6, 4), (3, 4, 6), f}⟩ ,

f =
{
[1, 5, 6, 7](3,6,3,6), [1, 5, 8, 3](44), [1, 7, 2, 3](3,6,3,6), [2, 4, 8, 3](3,6,3,6),

[2, 7, 6, 4](44), [4, 6, 5, 8](3,6,3,6)
}
;

4. Ðàññìîòðèì ïàðó ìíîãîãðàííèêîâ S6,2, S12,1. Òèï òàêèõ òåë èìååò âèä:⟨{
(3, 4, 6), (4, 6, 6), (3, 6, 4), (3, 3, 4), (3, 6, 6), (3, 6, 6), (3, 3, 6), (33), f

}⟩
,

f =
{
[1, 2, 3, 4](44), [1, 4, 7, 8](3,6,3,6), [1, 8, 5, 2](3,3,6,6), [2, 5, 6, 3](3,6,3,6),

[3, 6, 7, 4](3,3,6,6), [5, 8, 7, 6](3,6,3,6)
}
;
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5. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïàðó ìíîãîãðàííèêîâ S6,4, S12,5. Òèï òàêèõ òåë
èìååò âèä:

⟨{(3, 4, 6), (3, 3, 4), (4, 6, 6), (3, 4, 6), (3, 6, 4), (3, 3, 4), (4, 6, 6), (3, 6, 4), f}⟩ ,

f =
{
[1, 2, 3, 4](3,6,3,6), [1, 2, 6, 5](44), [1, 4, 8, 5](3,3,6,6), [2, 6, 7, 3](3,3,6,6),

[3, 7, 8, 4](44), [5, 8, 7, 6](3,6,3,6)
}
;

6. Òåëà S7,4, S14,5 èìåþò ñëåäóþùèé òèï:

⟨{(3, 4, 6), (3, 4, 6), (3, 4, 6), (3, 4, 6), (3, 4, 6), (3, 4, 6), (3, 4, 3, 4), (3, 4, 3, 4),
(3, 4, 3, 4), f}⟩ ,

f =
{
[1, 9, 6](33), [2, 7, 4](33), [2, 8, 9](33), [3, 5, 8](33), [1, 7, 2, 9](44),

[2, 4, 3, 8](44), [5, 6, 9, 8](44), [1, 6, 5, 3, 4, 7](66)
}
;

7. Òåëà S8,4, S14,3 èìåþò ñëåäóþùèé òèï:⟨{
(3, 4, 6), (3, 4, 3, 4), (4, 6, 6), (3, 6, 4), (34), (3, 6, 6), (3, 6, 4), (4, 6, 6),

(3, 4, 6), (3, 6, 6)f}⟩ ,

f =
{
[5, 10, 6](33), [1, 2, 7](33), [1, 2, 3, 4](44), [2, 7, 9, 8](44), [2, 8, 5, 3](3,6,3,6),

[3, 5, 6, 4](3,6,3,6), [5, 8, 9, 10](3,6,3,6), [1, 7, 9, 10, 6, 4](66)
}
;

Çàìå÷àíèå 3. Â ñëåäñòâèå 3 íå âêëþ÷åíû ïîäîáíûå ìíîãîãðàííèêè èç ñëåä-
ñòâèÿ 2, íî îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ îäíîòèïíûìè.

1.14 Ïðèñïîñîáëåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äëÿ åãî àâòîìàòèçàöèè è åå
îáîáùåíèÿ

Óæå â ñóùåñòâóþùåì âèäå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÷àñòè÷íî àâòîìàòè-
çèðîâàíî, ïîòîìó ÷òî, âî-ïåðâûõ, àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü êàæäîãî ìíîãîãðàí-
íèêà òåîðåìû ïðåäñòàâëåíà â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP è Maple.
À âî-âòîðûõ, ïðîöåññ ñîåäèíåíèÿ íå òðóäíî àëãîðèòìèçèðîâàòü: 1) óïîðÿ-
äî÷èòü ñïèñêè ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé êàæäîé ôèãóðû è îáðàçû êàæäîé
òàêîé ãðàíè ïðè äåéñòâèè íå ïåðåâîðà÷èâàþùèìè åå ñèììåòðèÿìè, êîòîðûå,
â ñâîþ î÷åðåäü, íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè ïðèñîåäèíÿåìîãî ïî ýòîé ãðàíè
òåëà; 2) âûÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèå ïîñòðîåííîãî ìíîãîãðàííèêà ñðåäè ðàíåå
ñîçäàííûõ.

Îïèñàííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî óãîë ìåæäó ñìåæ-
íûìè ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà òåîðåìû ïîëó÷åí ñîåäèíåíèåì äâóãðàííûõ óã-
ëîâ, îáðàçîâàííûõ ñìåæíûìè ãðàíÿìè ïðàâèëüíîãðàííûõ ïèðàìèä. Â îáùåì
ñëó÷àå, ïðè äîáàâëåíèè ê ïðàâèëüíîãðàííûì ïèðàìèäàì äðóãèõ âûïóêëûx
ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïàðêåòíûìè ãðàíÿìè, ÷èñëî òàêèõ äâóãðàííûõ óãëîâ è èõ
êîìáèíàöèé çàìåòíî óâåëè÷èòñÿ, ñì. [1].
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2 Ïîñòðîåíèå ìíîãîãðàííèêà ïî ãðóïïå åãî ñèììåòðèé è ôóíäà-

ìåíòàëüíûì âåðøèíàì

2.1 Çàäàíèå ìíîãîãðàííèêîâ àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëüþ

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P ñ ïàðêåòíûìè ãðà-
íÿìè è îïðåäåëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè âåðøèíàìè è ñèììåòðèÿìè, ïîðîæ-
äàþùèìè ãðóïïó AutP ñèììåòðèé òåëà P .

Ñåìèíàð ¾Ãðóïïû è ïðàâèëüíîãðàííèêè¿ óæå íåñêîëüêî ëåò ïîëüçó-
åòñÿ èíòåãðèðîâàííîé ïðîãðàììíîé ñðåäîé, â êîòîðîé ïî ýòèì âåðøèíàì è
ñèììåòðèÿì ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà P . Çàòåì âèçó-
àëüíî è âðó÷íóþ íàõîäèëèñü ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè è îïÿòü ïðèìåíÿëàñü
èíòåãðèðîâàííàÿ ïðîãðàììíàÿ ñðåäà.

Íèæå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, ïî-êîòîðîìó ðó÷íîé ýòàï ñîçäàíèÿ àëãåá-
ðàè÷åñêîé ìîäåëè èñêëþ÷àåòñÿ.

Íîñèòåëü àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè ìíîãîãðàííèêà P áóäåì îáîçíà÷àòü
áóêâîé V è íàçûâàòü åãî ýëåìåíòû âåðøèíàìè. Çàíóìåðóåì âåðøèíû íàòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè 1, 2, 3, . . . ,m òàê, ÷òî ïåðâûå n âåðøèí

A1, A2, . . . , An, n ≤ m, (15)

ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè, ò. å. âî-ïåðâûõ, îáúåäèíåíèå îðáèò ýòèõ òî÷åê
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ìíîãîãðàííèêà P ïðè äåéñòâèè åãî ãðóïïû
ñèììåòðèé AutP , è, âî-âòîðûõ, óäàëåíèå ëþáîé âåðøèíû ñïèñêà (15) ïðèâå-
äåò ê îáúåäèíåíèþ, íå ñîâïàäàþùåìó ñ ìíîæåñòâîì V .

Ïóñòü
V = {A1, A2, . . . , Am|m ≥ n}, (16)

êàæäàÿ âåðøèíà Ai åñòü êîîðäèíàòíàÿ òðîéêà, ãðóïïà AutP ïîðîæäåíà äâè-
æåíèÿìè, êîòîðûå çàäàíû ìàòðèöàìè

M1,M2, ...,Mk. (17)

Ìíîæåñòâî ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P , êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé F , â
àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè áóäåò íàáîðîì îòíîøåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð íîìåðîâ âåðøèí, ïðè÷åì ïåðâîé çàïè-
ñàíà âåðøèíà ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, ñëåäóþùèå ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå
îáõîäà ãðàíè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè íàõîäèòüñÿ âíå ìíîãîãðàííèêà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè, çàäàííîé êîîðäèíàòíûìè
òðîéêàìè ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí è ìàòðèöàìè, ïîðîæäàþùèìè ãðóïïó
ñèììåòðèé.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü P = M4 = S7,2. Òîãäà åãî ôóíäàìåíòàëüíûìè âåð-
øèíàìè ìîæíî âçÿòü êîîðäèíàòíûå òðîéêè (1, 0, 0) è (0,−

√
3/3,−

√
6/3), à
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ïîðîæäàþùèìè ãðóïïó ñèììåòðèé Aut(M4) ýëåìåíòàìè ñëóæàò ìàòðèöû −1
2 −

√
3
2 0√

3
2 −1

2 0
0 0 1

 è

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû ìîæíî îòíåñòè ê íóëüìåðíûì ãðàíÿì, à ðåáðà
� ê îäíîìåðíûì, èì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü 0-àðíûå è áèíàðíûå îòíîøåíèÿ,
êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü [i] è [i, j] ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íîìåðîâ âåðøèí i, j.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ìíîãîãðàííèê ñ ãðàíÿìè, ñîñòàâëåííûìè èç
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè òðîéêàìè ÷èñåë,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû, è ìàòðèöàìè, ïîðîæäà-
þùèìè ãðóïïó ñèììåòðèé ýòîãî òåëà. Â ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, êàê ñòðîèòü
îðáèòû ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí è çàòåì ïî ìíîæåñòâó âåðøèí ïîñòðîèòü
ãðàíè. ×òîáû ýòî ñäåëàòü â àâòîìàòèçèðîâàííîì ðåæèìå, íóæíî ðåàëèçîâàòü
ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

2.2 Îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ãðàíåé

Åãî âõîäíûìè äàííûìè ñëóæàò óïîðÿäî÷åííûé íàáîð v êîîðäèíàòíûõ
òðîåê ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí (15) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì 0-ìåðíûå ãðàíè
[1], [2], . . . , [m].

1)Ïîñòðîåíèå ðåáåð. Ïóñòü v � óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê êîîðäèíàòíûõ
òðîåê âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Ñòðîèì âñå îòðåçêè äëèíû 1, ñîåäèíÿþùèå
âåðøèíû ñïèñêà v ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äâîéíîé öèêë. Áåðåì ïåðâóþ âåðøèíó, èçìåðÿåì ðàññòîÿíèå äî êàæäîé
ñëåäóþùåé. Åñëè ðàññòîÿíèå åäèíè÷íîå, òî ðåáðî ïîÿâëÿåòñÿ â âèäå ïàðû: 1
è íîìåð âåðøèíû, êîòîðóþ ìû âçÿëè. Çàòåì áåðåì âòîðóþ âåðøèíó è èç-
ìåðÿåì êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò íåå äî êàæäîé ñëåäóþùåé. Åñëè âñòðå÷àåòñÿ
åäèíè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè, òî ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà, ó êîòîðîé íà
ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 2 è òàêóþ ïàðó äîáàâëÿåì ê ñïèñêó ïàð. Äîéäÿ äî âåðøè-
íû ñ íîìåðîì m− 1, ïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âñåõ ðåáåð. Ãðàôè÷åñêè
îäíîìåðíîé ãðàíè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïóíêòèðíûé îòðåçîê.

2)Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíûõ ãðàíåé. Îðãàíèçóåì ïåðåáîð ïàð ñìåæíûõ
ðåáåð, âûÿñíÿÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ëåæèò ëè îíà â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé
ãðàíü. Åñëè ïàðà ëåæèò â òàêîé ïëîñêîñòè, òî îáîçíà÷èâ åå (r1, r2), èùåì
òàêîå ðåáðî r3, ÷òî ðåáðà r1, r2, r3 ñîåäèíÿþò òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû
ýòîé ãðàíè. Åñëè îíà íåòðåóãîëüíàÿ, òî íàõîäèì äðóãèå åå ðåáðà.

Ïóñòü f1 � ïîñòðîåííûé â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìà ñïèñîê ðåáåð. Íóæ-
íóþ íàì ïàðó (r1, r2) ðåáåð ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ãðàíü, âûáèðàåì èç ïàð
âèäà (f1(i), f1(j)), ïðè÷åì íîìåðà ñòîÿùèõ â ïàðå ïåðâûìè ðåáåð ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ i = 1, 2, . . . , n1 − 2, ãäå n1 � äëèíà ñïèñêà f1. Ïóñòü f1(i) = (a1, a2),
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ò. å. a1 = f1(i)(1), a2 = f1(i)(2) � íîìåðà âåðøèí, êîòîðûå ñîåäèíÿåò ðåáðî
f1(i), è îïðåäåëèì âåêòîð a = v(a2) − v(a1), ïîñòðîåííûé íà ðåáðå f1(i). Çà-
ôèêñèðîâàâ ïåðâîå ðåáðî ïàðû (r1, r2), âòîðîå ðåáðî f1(j) áóäåì âûáèðàòü
íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåãî çà ïåðâûì, ò.å. íîìåðà âòîðîãî ðåáðà â ñïèñêå f1 ñëå-
äóþùèå: j = i+1, i+2, . . . , n1. Åñëè êîíåö a2 ïåðâîãî ðåáðà ïàðû ñîâïàäàåò ñ
íà÷àëîì âòîðîãî ðåáðà èëè a2 ðàâíî êîíöó f1(j)(2) âòîðîãî ðåáðà, òî ñòðîèì
âåêòîð b = v(f1(j)(1))− v(f1(j)(2)). Âåêòîð c, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì a
è b, íàõîäèì êàê èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïóñòü α � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ðåáðà (r1, r2). Ïåðåáèðàÿ âñå âåðøè-
íû, òî÷íåå íàïðàâëåííûå ê íèì âåêòîðû ñ íà÷àëîì â òî÷êå v(a1), ïî çíàêó
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòîãî âåêòîðà è âåêòîðà c âûÿñíÿåì ñîäåðæèò ëè
ïëîñêîñòü α ãðàíü ñèíòåçèðóåìîãî ìíîãîãðàííèêà. Åñëè α ñîäåðæèò òàêóþ
ãðàíü, òî èç âåðøèí ðåáåð r1 è r2 ñîñòàâëÿåì òðîéêó ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåð-
øèíû ãðàíè. Çàòåì âûÿñíÿåì, áóäåò ëè ýòà ãðàíü òðåóãîëüíàÿ è ñîñòàâëÿåì
äâà ñïèñêà: f � ñïèñîê òðåóãîëüíûõ ãðàíåé, fr � ñïèñîê òðîåê íîìåðîâ âåð-
øèí, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíè, èìåþùåé áîëåå òðåõ ñòîðîí.

3)Ïîñòðîåíèåm-óãîëüíûõ ãðàíåé,m > 3. Ïóñòü n = 10. Êàæäàÿ òðîéêà
÷èñåë ñïèñêà fr îïðåäåëÿåò ñìåæíûå ñòîðîíû r1 è r2 íåòðåóãîëüíîé ãðàíè.
Ïðîáåãàÿ n ðàç ñïèñîê ðåáåð f1, áóäåì âûÿñíÿòü äëÿ êàæäîãî ðåáðà áóäåò
ëè îíî ñìåæíîé ñ r2 ñòîðîíîé ãðàíè. Åñëè ýòî òàê, òî äîïîëíÿåì òðîéêó
÷åòâåðòîé âåðøèíîé. Âûáðàâ n = 10, ãàðàíòèðóåì, ÷òî áóäóò ïîñòðîåíû m-
óãîëüíûå ãðàíè äëÿ m < 13. Ïîïîëíÿåì èìè ñïèñîê f òðåóãîëüíûõ ãðàíåé.

Çàìåòèì, ÷òî â ñïèñîê f ïîïàäóò íàáîðû íîìåðîâ âåðøèí, îïðåäåëÿþ-
ùèõ îäèíàêîâûå ãðàíè. Ïîýòîìó, êàæäûé òàêîé òàêîé íàáîð óïîðÿäî÷èì òàê,
÷òîáû îí íà÷èíàëñÿ ñ íàèìåíüøåãî íîìåðà è äðóãèå íîìåðà ïåðå÷èñëÿëèëèñü
â ïîðÿäêå ðàñïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåðøèí íà ãðàíè ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè, åñëè îáõîäèòü ýòó ãðàíü ñíàðóæè ìíîãîãðàííèêà.

Ñîçäàííûé ïðîäóêò äîïîëíÿåò èíòåãðèðîâàííóþ ïðîãðàììíóþ ñðåäó
ñèñòåì êîïüþòåðíîé àëãåáðû è ãðàôèêè, â êîòîðîé ïî ôóíäàìåíòàëüíûì
âåðøèíàì ìíîãîãðàííèêà è ïîðîæäàþùèì ãðóïïó åãî ñèììåòðèé äâèæåíèÿì
ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî âåðøèí. Ðàíåå âèçóàëüíî è âðó÷íóþ íàõîäèëèñü
ïî ýòèì âåðøèíàì ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè, ïî êîòîðûì âñå îñòàëüíûå ãðà-
íè ñòðîèëèñü àâòîìàòè÷åñêè. Ïîñëå îïèñàííîãî â ðàáîòå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
ðó÷íîé ýòàï ñîçäàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè ìíîãîãðàííèêà èñêëþ÷åí.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
1. Íàéäåíû âñå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè, ñîñòàâëåííûå èç íå áîëåå 14 ïðà-
âèëüíîãðàííûõ ïèðàìèä ñ åäèíè÷íûìè ðåáðàìè, à ðåáðà ñàìîãî ìíîãî-
ãðàííèêà íå ïðåâûøàþò ÷èñëà 2.

2. Íàéäåíû îäíîòèïíûå ìíîãîãðàííèêè è èõ òèï.

3. Íàéäåíû ãðóïïû ñèììåòðèé ìíîãîãðàííèêîâ è âûïèñàíû âñå ôóíäàìåí-
òàëüíûå âåðøèíû è ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè.

4. Îïèñàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîãîãðàííèêà ïî ãðóïïå åãî
ñèììåòðèé è ôóíäàìåíòàëüíûì âåðøèíàì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äîêëàäûâà-
ëèñü è îáñóæäàëèñü

1. íà âýáèíàðå ½Ãðóïïû è ïðàâèëüíîãðàííèêè�,

2. íà ñåêöèè ½Ìàòåìàòèêà� XVII Ìåæäóíàðîäíîãî íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîãî
ôîðóìà ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ XXI âåêà, ÈÌÔÈ ÊÃ-
ÏÓ èì. Â. Ï. Àñòàôüåâà, (Êðàñíîÿðñê, 2017),

3. íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìà-
òèêè è ôèçèêè�, ó÷åáíî-íàó÷íûé êîìïëåêñ ÊÁÃÓ, (âåá-òðàíñëÿöèÿ MIND,
2017).

Ïóáëèêàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàì íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíà ðàáîòà:
[8].

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîí-
äà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, Ïðàâèòåëüñòâà Êðàñíîÿðñêîãî êðàÿ, Êðàñ-
íîÿðñêîãî êðàåâîãî ôîíäà ïîääåðæêè íàó÷íîé è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà �16− 41− 240670.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ À

Ãðóïïû ñèììåòðèé äâèæåíèé 3-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

ìíîãîãðàííèêîâ òåîðåìû 1.1

c_n

[n]^+ öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà n ïîâîðîòîâ íåïðàâèëüíîãðàííîé ïðàâèëü-
íîé ïèðàìèäû ñ n-óãîëüíûì îñíîâàíèåì

al:=360/n;

g:=Elements(Group([[cos(al),-sin(al),0],

[sin(al), cos(al),0],

[ 0, 0,1]]));

2c_n

[n] äèýäðàëüíàÿ ñèììåòðèé íåïðàâèëüíîãðàííîé ïðàâèëüíîé ïèðàìè-
äû ñ n-óãîëüíûì îñíîâàíèåì

al:=360/n;

g:=Elements(Group([[cos(al),-sin(al),0],

[sin(al), cos(al),0],

[ 0, 0,1]],

[[1, 0,0],

[0,-1,0],

[0, 0,1]]));

tetr_2

[2,n^+] [3,3] ñèììåòðèé òåòðàýäðà

s:=ER(2);t:=ER(3);

m1:=[[1/s, 1/s,0],

[-1/s,1/s,0],

[0, 0, 1]];

m2:=[[s/t,0,-1/t],

[0, 1, 0],

[1/t,0, s/t]];

m3:=[[1, 0, 0],

[0,-1/2,-t/2],

[0, t/2,-1/2]];

l3:=[[ 0,-1, 0 ],

[ 1, 0, 0 ],
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[ 0, 0,-1 ] ];

a:=m3^(m2*m1);

b:=m3^((m1*m2)^-1);

g:=Elements(Group(a,b,l3));

d_1d_n

[2,n] ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãðàííîé ïðèçìû Pin ïîðÿäêà 4n, ïðè n=4
ïðèçìà åñòü îòëè÷íûé îò êóáà ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåïèïåä ñ êâàäðàò- íîé
ãðàíüþ

al:=360/n;

g:=Elements(

Group([[cos(al),-sin(al),0],

[sin(al), cos(al),0],

[ 0, 0,1]], [[1,0, 0],

[0,-1, 0],

[0, 0,-1]],[[1, 0, 0],

[0, 1, 0],

[0, 0, -1]]));

2.c_n

[2^+,2n^+] ðàñøèðÿþùàÿ ïðè íå÷¼òíûõ n ãðóïïó [n]^+ îòðàæåíèåì
îò òî÷êè

al:=360/n;

g:=Elements(Group([[cos(al),-sin(al),0],

[sin(al), cos(al),0],

[ 0, 0,1]],

[[-1, 0, 0],

[ 0,-1 ,0],

[ 0, 0,-1]]));

K4

[2^+,2] Êëåéíà ÷åòâåðíàÿ c âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé

g:=Elements(Group( [[1,0, 0],

[0,-1, 0],

[0, 0,-1]],

[[-1, 0, 0],

[0, 1, 0],

[0, 0, 1]]));
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cube_2

[3,4] cèììåòðèé êóáà

alpha:=[[1,0,0],

[0,0,-1],

[0,1, 0]];

nu:=[[ER(2)/2,0,-ER(2)/2],

[ 0,1, 0],

[ER(2)/2,0, ER(2)/2]];

beta:=[[1, 0, 0],

[0,-1, 0],

[0, 0,-1]];

gamma:=[[1, 0, 0],

[0,1, 0],

[0, 0,-1]];

g:=Elements(Group(alpha,nu*beta*nu^-1,gamma));

d_2n

[2^+,2n] ñèììåòðèé àíòèïðèçìû An ïîðÿäêà 4n, ïðè n=3 âìåñòî îêòà-
ýäðà ðàññìàòðèâàåòñÿ äâàæäû íàðàùåííûé îêòàýäð ñ øåñòüþ ðîìáè÷åñêèìè
ãðàíÿìè

al:=360/n;al2:=al/2;

g:=Elements(

Group([[cos(al),-sin(al),0],

[sin(al), cos(al),0],

[ 0, 0,1]], [[1,0, 0],

[0,-1, 0],

[0, 0,-1]],

[[1, 0, 0],

[0, 1, 0],

[0, 0, -1]]*[[cos(al2),-sin(al2),0],

[sin(al2), cos(al2),0],

[ 0, 0,1]]));
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ Á

Èíôîðìàöèÿ î ñîåäèíåíèÿõ ïèðàìèä òåîðåìû 1.1

Ìíîãîãðàííèê S1,1 = M1

Òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà S1,1, ðèñ. Á.1, èìååò îäíó ôóíäàìåíòàëüíóþ âåð-
øèíó 1. Äåéñòâóÿ íà íåå ãðóïïîé ñèììåòðèé Aut(S1,1) = tetr_2 ïîëó÷èì âñå
îñòàâíèåñÿ âåðøèíû. Äàííûé ìíîãîãðàííèê îáëàäàåò âñåãî îäíîé ôóíäàìåí-
òàëüíîé òðåóãîëüíîé ãðàíüþ, ðèñ. Á.2.

Ðèñóíîê Á.1 � Ìíîãîãðàííèê S1,1

Ðèñóíîê Á.2 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S1,1

Ìíîãîãðàííèê S1,2 = M2

Ïèðàìèäà ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì S1,2, ðèñ. Á.3, îáëàäàåò äâóìÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûìè âåðøèíàìè 1 è 2 è äâóìÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðàíÿìè: òðå-
óãîëüíîé è êâàäðàòíîé, ðèñ. Á.4. Aut(S1,2) = 2c_n, n = 4.
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Ðèñóíîê Á.3 � Ìíîãîãðàííèê S1,2

Ðèñóíîê Á.4 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S1,2

Ìíîãîãðàííèê S1,3 = M3

Ïÿòèóãîëüíàÿ ïèðàìèäà S1,3, ðèñ. Á.5, îáëàäàåò äâóìÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûìè ãðàíÿìè: òðåóãîëüíîé è ïÿòèóãîëüíîé, ðèñ. Á.6. Âåðøèíû 1 è 2 ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè. Aut(S1,3) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.5 � Ìíîãîãðàííèê S1,3

Ðèñóíîê Á.6 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S1,3

Ìíîãîãðàííèê S2,1

Òåëî S2,1, ðèñ. Á.7, èìååò îäíó ôóíäàìåíòàëüíóþ òðåóãîëüíóþ ãðàíü,
ðèñ. Á.8, è îäíó ôóíäàìåíòàëüíóþ âåðøèíó 1. Aut(S2,1) = d_1d_n, n = 3.
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Ðèñóíîê Á.7 � Ìíîãîãðàííèê S2,1

Ðèñóíîê Á.8 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S2,1

Ìíîãîãðàííèê S2,2

Òåëî S2,2, ðèñ. Á.9, èìååò ÷åòûðå ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíè: äâà òðåóãîëü-
íèêà, êâàäðàò è ðîìá, ðèñ. Á.10, è ÷åòûðå ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèíû 1�4.
Aut(S2,1) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.9 � Ìíîãîãðàííèê S2,2

Ðèñóíîê Á.10 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S2,2

Ìíîãîãðàííèê S2,3

Òåëî S2,3, ðèñ. Á.11, èìååò îäíó ôóíäàìåíòàëüíóþ òðåóãîëüíóþ ãðàíü,
ðèñ. Á.12, è äâå ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèíû 1 è 2. Aut(S2,1) = d_1d_n, n = 4.
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Ðèñóíîê Á.11 � Ìíîãîãðàííèê S2,3

Ðèñóíîê Á.12 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S2,3

Ìíîãîãðàííèê S2,4

Ìíîãîãðàííèê S2,4, ðèñ. Á.13, îáëàäàåò îäíîé ôóíäàìåíòàëüíîé òðå-
óãîëüíîé ãðàíüþ, ðèñ. Á.14, è äâóìÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè âåðøèíàìè 1 è 2.
Aut(S1,3) = d_1d_n, n = 5.

Ðèñóíîê Á.13 � Ìíîãîãðàííèê S2,4

Ðèñóíîê Á.14 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S2,4

Ìíîãîãðàííèê S3,1

Òåëî S3,1, ðèñ. Á.15, èìååò 3 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê,
êâàäðàò, òðàïåöèÿ, ðèñ. Á.16, è 2 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2.
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Aut(S3,1) = 2c_n, n = 2.

Ðèñóíîê Á.15 � Ìíîãîãðàííèê S3,1

Ðèñóíîê Á.16 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S3,1

Ìíîãîãðàííèê S3,2

Òåëî S3,2, ðèñ. Á.17, èìååò òðè ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: äâà òðåóãîëüíè-
êà, ðîìá, ðèñ. Á.18, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1�3. Aut(S3,1) = c_n, n = 3.

Ðèñóíîê Á.17 � Ìíîãîãðàííèê S3,2

Ðèñóíîê Á.18 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S3,2
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Ìíîãîãðàííèê S3,3

Òåëî S3,3, ðèñ. Á.19, èìååò 3 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê, ïðÿ-
ìîóãîëüíèê, òðàïåöèÿ, ðèñ. Á.20, è äâå ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2.
Aut(S3,3) = K4?.

Ðèñóíîê Á.19 � Ìíîãîãðàííèê S3,3

Ðèñóíîê Á.20 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S3,3

Ìíîãîãðàííèê S4,1

Òåëî S4,1, ðèñ. Á.21, èìååò òðè ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê,
ðîìá, òðàïåöèÿ, ðèñ. Á.22, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1, 2 è 3.

Aut(S4,1) = 2c_n, n = 2.

Ðèñóíîê Á.21 � Ìíîãîãðàííèê S4,1

Ðèñóíîê Á.22 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S4,1
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Ìíîãîãðàííèê S4,2

Òåëî S4,2,ðèñ. Á.23, èìååò 4 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíè: äâà òðåóãîëü-
íèêa, äâà ïàðàëëåëîãðàììà, ðèñ. Á.24, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû: 1�4.
Aut(S4,2) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.23 � Ìíîãîãðàííèê S4,2

Ðèñóíîê Á.24 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S4,2

Ìíîãîãðàííèê S4,3

Òåëî S4,3, ðèñ. Á.25, èìååò îäíó ôóíäàìåíòàëüíóþ òðåóãîëüíóþ ãðàíü,
ðèñ. Á.26), è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2. Aut(S4,3) = d_1d_n, n = 3.

Ðèñóíîê Á.25 � Ìíîãîãðàííèê S4,3

Ðèñóíîê Á.26 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S4,3
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Ìíîãîãðàííèê S4,4

Òåëî S4,4, ðèñ. Á.27, èìååò äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: ðîìá, êâàäðàò,
ðèñ. Á.28, è òðè ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû: 1, 2 è 3. Aut(S4,4) = K4.

Ðèñóíîê Á.27 � Ìíîãîãðàííèê S4,4

Ðèñóíîê Á.28 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S4,4

Ìíîãîãðàííèê S4,5

Òåëî S4,5, ðèñ. Á.29, èìååò 4 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: äâà òðåóãîëüíèêà,
ðîìá, êâàäðàò, ðèñ. Á.30, è 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí 1�5. Aut(S4,5) = c_n,
n = 2.

Ðèñóíîê Á.29 � Ìíîãîãðàííèê S4,5

Ðèñóíîê Á.30 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S4,5

41



Ìíîãîãðàííèê S4,6

Òåëî S4,6, ðèñ. Á.31, èìååò 3 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê, òðà-
ïåöèÿ, êâàäðàò, ðèñ. Á.32, è 3 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû: 1�3.

Aut(S4,6) = 2c_n, n = 2.

Ðèñóíîê Á.31 � Ìíîãîãðàííèê S4,6

Ðèñóíîê Á.32 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S4,6

Ìíîãîãðàííèê S5,1

Òåëî S5,1, ðèñ. Á.33, èìååò òðè ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: äâà òðåóãîëü-
íèêà, òðàïåöèÿ, ðèñ. Á.34, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2.

Aut(S5,1) = 2c_n, n = 3.

Ðèñóíîê Á.33 � Ìíîãîãðàííèê S5,1

Ðèñóíîê Á.34 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S5,1

42



Ìíîãîãðàííèê S5,2

Òåëî S5,2, ðèñ. Á.35, èìååò ÷åòûðå ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëü-
íèê, êâàäðàò, ðîìá, òðàïåöèÿ, ðèñ. Á.36, è 6 ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí 1�6.
Aut(S5,2) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.35 � Ìíîãîãðàííèê S5,2

Ðèñóíîê Á.36 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S5,2

Ìíîãîãðàííèê S6,1

Òåëî S6,1, ðèñ. Á.37, ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé ïèðàìèäîé S1,1 ñ óäâîåííûìè
ðåáðàìè, ïîýòîìó èíôîðìàöèþ ïî ýòîìó ìíîãîãðàííèêó ìîæíî ïîñìîòðåòü
íà ñòð. 34.

Ðèñóíîê Á.37 � Ìíîãîãðàííèê S6,1
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Ìíîãîãðàííèê S6,2

Òåëî S6,2, ðèñ. Á.38, èìååò òîëüêî òîæäåñòâåííóþ ñèììåòðèþ, ïîýòîìó
âñå åãî ãðàíè: 2 ðîìáà, 2 òðàïåöèè, êâàäðàò, ïàðàëëåëîãðàìì è âñå 8 âåðøèí
ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè.

Aut(S6,2) = c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.38 � Ìíîãîãðàííèê S6,2

Ìíîãîãðàííèê S6,3

Òåëî S6,3, ðèñ. Á.39, èìååò äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê,
òðàïåöèÿ, ðèñ. Á.40, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2. Aut(S6,3) = d_1d_n,
n = 1.

Ðèñóíîê Á.39 � Ìíîãîãðàííèê S6,3

Ðèñóíîê Á.40 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S6,3
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Ìíîãîãðàííèê S6,4

Òåëî S6,4, ðèñ. Á.41, èìååò ïÿòü ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: êâàäðàò,
ðîìá, 2 òðàïåöèè, ïðÿìîóãîëüíèê, ðèñ. Á.42, è 4 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøè-
íû 1�4. Aut(S6,4) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.41 � Ìíîãîãðàííèê S6,4

Ðèñóíîê Á.42 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S6,4

Ìíîãîãðàííèê S6,5

Òåëî S6,5, ðèñ. Á.43, èìååò òðè ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê,
êâàäðàò, òðàïåöèÿ, ðèñ. Á.44, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1, 2 è 3.

Aut(S6,5) = 2c_n, n = 2.

Ðèñóíîê Á.43 � Ìíîãîãðàííèê S6,5

Ðèñóíîê Á.44 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S6,5
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Ìíîãîãðàííèê S7,1

Òåëî S7,1, ðèñ. Á.45, èìååò 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: äâà òðåóãîëüíè-
êà, ðîìá, òðàïåöèÿ, ïàðàëëåëîãðàìì, ðèñ. Á.46, è 6 ôóíäàìåíòàëüíûõ âåð-
øèí 1�6. Aut(S7,1) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.45 � Ìíîãîãðàííèê S7,1

Ðèñóíîê Á.46 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S7,1

Ìíîãîãðàííèê S7,2

Òåëî S7,2, ðèñ. Á.47, èìååò 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: òðåóãîëüíèê,
òðåóãîëüíèê ñ óäâîåííûìè ðåáðàìè, 2 òðàïåöèè, ïðÿìîóãîëüíèê, ðèñ. Á.48, è
2 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1, 2. Aut(S7,2) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.47 � Ìíîãîãðàííèê S7,2

Ðèñóíîê Á.48 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S7,2
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Ìíîãîãðàííèê S7,3

Òåëî S7,3, ðèñ. Á.49, èìååò 7 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: 3 òðåóãîëüíèêà,
êâàäðàò, ðîìá, 2 òðàïåöèè, ðèñ. Á.50, è 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí 3�5,7,8.
Aut(S7,3) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.49 � Ìíîãîãðàííèê S7,3

Ðèñóíîê Á.50 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S7,3

Ìíîãîãðàííèê S8,1

Òåëî S8,1, ðèñ. Á.51, èìååò 2 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: ðîìá, ïàðàëëåëî-
ãðàìì, ðèñ. Á.52, è 3 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1�3. Aut(S8,1) = K4.

Ðèñóíîê Á.51 � Ìíîãîãðàííèê S8,1

Ðèñóíîê Á.52 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S8,1
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Ìíîãîãðàííèê S8,2

Òåëî S8,2, ðèñ. Á.53, èìååò 4 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíè: 2 òðåóãîëüíèêà,
ïðÿìîóãîëüíèê, ïàðàëëåëîãðàìì, ðèñ. Á.54, è 4 ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøè-
íû 1�4. Aut(S8,2) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.53 � Ìíîãîãðàííèê S8,2

Ðèñóíîê Á.54 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S8,2

Ìíîãîãðàííèê S8,3

Òåëî S8,3, ðèñ. Á.55, èìååò 6 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: 2 òðåóãîëüíè-
êà, òðåóãîëüíèê ñ äâîéíûìè ð¼áðàìè, êâàäðàò, 2 òðàïåöèè, ðèñ. Á.56, è 5
ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí 1�5. Aut(S8,3) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.55 � Ìíîãîãðàííèê S8,3

Ðèñóíîê Á.56 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S8,3
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Ìíîãîãðàííèê S8,4

Òåëî S8,4, ðèñ. Á.57, èìååò 6 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: 2 òðåóãîëüíèêà,
êâàäðàò, 2 ðîìáà, øåñòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.58, è 6 ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí 1�
6. Aut(S8,4) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.57 � Ìíîãîãðàííèê S8,4

Ðèñóíîê Á.58 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S8,4

Ìíîãîãðàííèê S8,5

Òåëî S8,5, ðèñ. Á.59, èìååò 2 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: êâàäðàò, ïàðàë-
ëåëîãðàìì, ðèñ. Á.60, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèí 1 è 2. Aut(S8,5) = K4.

Ðèñóíîê Á.59 � Ìíîãîãðàííèê S8,5

Ðèñóíîê Á.60 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S8,5
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Ìíîãîãðàííèê S8,6

Òåëî S8,6, ðèñ. Á.61, èìååò ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: êâàäðàò, ïàðàëëå-
ëîãðàìì, ðèñ. Á.62, è 4 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1,2,3,6.

Aut(S8,6) = 2.c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.61 � Ìíîãîãðàííèê S8,6

Ðèñóíîê Á.62 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S8,6

Ìíîãîãðàííèê S9,1

Òåëî S9,1, ðèñ. Á.63, èìååò 6 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: òðåóãîëüíèê,
êâàäðàò, ðîìá, 2 òðàïåöèè, øåñòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.64, è 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ
âåðøèí 1�5. Aut(S9,1) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.63 � Ìíîãîãðàííèê S9,1

Ðèñóíîê Á.64 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S9,1
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Ìíîãîãðàííèê S9,2

Òåëî S9,2, ðèñ. Á.65, èìååò 2 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðàïåöèÿ, ïðÿìî-
óãîëüíèê, ðèñ. Á.66, è 2 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 5. Aut(S9,2) =
= d_2n, n = 2.

Ðèñóíîê Á.65 � Ìíîãîãðàííèê S9,2

Ðèñóíîê Á.66 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S9,2

Ìíîãîãðàííèê S9,3

Òåëî S9,3, ðèñ. Á.67, èìååò 3 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðàïåöèÿ, 2 êâàä-
ðàòà, ðèñ. Á.68, è 2 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2. Aut(S9,3) = 2c_n, n = 4.

Ðèñóíîê Á.67 � Ìíîãîãðàííèê S9,3

Ðèñóíîê Á.68 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S9,3
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Ìíîãîãðàííèê S10,1

Ïîñêîëüêó òåëî S10,1, ðèñ. Á.69, èìååò òîëüêî òîæäåñòâåííóþ ñèììåò-
ðèþ, Aut(S10,1) = c_n, n = 1, òî âñå åãî 9 âåðøèí è ãðàíè áóäóò ôóíäàìåí-
òàëüíûìè.

Ðèñóíîê Á.69 � Ìíîãîãðàííèê S10,1

Ìíîãîãðàííèê S10,2

Òåëî S10,2, ðèñ. Á.70, èìååò 4 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: 2 òðåóãîëüíèêà,
òðàïåöèÿ, øåñòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.71, è 2 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2.
Aut(S10,2) = 2c_n, n = 3.

Ðèñóíîê Á.70 � Ìíîãîãðàííèê S10,2

Ðèñóíîê Á.71 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S10,2
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Ìíîãîãðàííèê S10,3

Òåëî S10,3, ðèñ. Á.72, ÿâëÿåòñÿ ïèðàìèäîé S1,2 ñ óäâîåííûìè ðåáðàìè,
ñì. ñòð. 34.

Ðèñóíîê Á.72 � Ìíîãîãðàííèê S10,3

Ìíîãîãðàííèê S10,4

Ïîñêîëüêó òåëî S10,4, ðèñ. Á.73, èìååò òîëüêî òîæäåñòâåííóþ ñèììåò-
ðèþ Aut(S10,4) = c_n, n = 1, òî âñå åãî è âåðøèíû è ãðàíè áóäóò ôóíäàìåí-
òàëüíûìè. Äàííûé ìíîãîãðàííèê îòëè÷àåòñÿ îò S10,1 òîëüêî òåì, ÷òî âìåñòî
ïàðàëëåëîãðàììà ó íåãî ïðÿìîóãîëüíèê.

Ðèñóíîê Á.73 � Ìíîãîãðàííèê S10,4
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Ìíîãîãðàííèê S10,5

Òåëî S10,5, ðèñ. Á.74, èìååò 2 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê,
òðàïåöèÿ, øåñòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.75, è 2 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2.
Aut(S10,5) = d_1d_n, n = 3.

Ðèñóíîê Á.74 � Ìíîãîãðàííèê S10,5

Ðèñóíîê Á.75 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S10,5

Ìíîãîãðàííèê S11,1

Òåëî S11,1, ðèñ. Á.76, èìååò 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: 2 òðåóãîëüíèêà,
òðàïåöèÿ, ïàðàëëåëîãðàìì, ïÿòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.77, è 4 ôóíäàìåíòàëüíûå
âåðøèíû 1�4. Aut(S11,1) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.76 � Ìíîãîãðàííèê S11,1

Ðèñóíîê Á.77 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S11,1
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Ìíîãîãðàííèê S11,2

Ïîñêîëüêó òåëî S11,2, ðèñ. Á.78, èìååò òîëüêî òîæäåñòâåííóþ ñèììåò-
ðèþ Aut(S11,2) = c_n, n = 1, òî âñå åãî 9 âåðøèí è ãðàíè: òðåóãîëüíèê, ðîìá
2 òðàïåöèè, ïàðàëëåëîãðàìì, ïðÿìîóãîëüíèê, øåñòèóãîëüíèê áóäóò ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè.

Ðèñóíîê Á.78 � Ìíîãîãðàííèê S11,2

Ìíîãîãðàííèê S11,3

Òåëî S11,3, ðèñ. Á.79, èìååò 3 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: 2 òðåóãîëüíèêà,
òðàïåöèÿ, ðèñ. Á.80, è 3 ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû. Aut(S11,3) = 2c_n, n =
3.

Ðèñóíîê Á.79 � Ìíîãîãðàííèê S11,3

Ðèñóíîê Á.80 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S11,3
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Ìíîãîãðàííèê S12,1

Ïîñêîëüêó òåëî S12,1, ðèñ. Á.81, èìååò òîëüêî òîæäåñòâåííóþ ñèììåò-
ðèþ Aut(S12,1) = c_n, n = 1, òî âñå åãî 8 âåðøèí è ãðàíè: , 2 òðàïåöèè, 2
ïàðàëëåëîãðàììà, ïðÿìîóãîëüíèê, ðîìá áóäóò ôóíäàìåíòàëüíûìè.

Ðèñóíîê Á.81 � Ìíîãîãðàííèê S12,1

Ìíîãîãðàííèê S12,2

Òåëî S12,2, ðèñ. Á.82, ÿâëÿåòñÿ òåëîì S2,1 ñ óäâîåííûìè ðåáðàìè, ñì.
ñòð. 35.

Ðèñóíîê Á.82 � Ìíîãîãðàííèê S12,2
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Ìíîãîãðàííèê S12,3

Òåëî S12,3, ðèñ. Á.83, èìååò 3 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: êâàäðàò, ðîìá,
øåñòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.84, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1�4. Aut(S12,3) =
K4.

Ðèñóíîê Á.83 � Ìíîãîãðàííèê S12,3

Ðèñóíîê Á.84 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S12,3

Ìíîãîãðàííèê S12,4

Òåëî S12,4, ðèñ. Á.85, èìååò 4 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê, òðà-
ïåöèÿ, ïðÿìîóãîëüíèê, øåñòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.86, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøè-
íû 1�3. Aut(S12,4) = 2c_n, n = 2.

Ðèñóíîê Á.85 � Ìíîãîãðàííèê S12,4

Ðèñóíîê Á.86 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S12,4
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Ìíîãîãðàííèê S12,5

Òåëî S12,5, ðèñ. Á.87, èìååò 5 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: 2 òðàïåöèè, ïà-
ðàëëåëîãðàìì, ïðÿìîóãîëüíèê, êâàäðàò, ðèñ. Á.88, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåð-
øèíû 1�5. Aut(S12,5) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.87 � Ìíîãîãðàííèê S12,5

Ðèñóíîê Á.88 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S12,5

Ìíîãîãðàííèê S13,1

Òåëî S13,1, ðèñ. Á.89, èìååò 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: òðåóãîëüíèê,
êàâäðàò, ðîìá, òðàïåöèÿ, øåñòèóãîëüèê, ïÿòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.90, è ôóíäà-
ìåíòàëüíûå âåðøèíû 1�6. Aut(S13,1) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.89 � Ìíîãîãðàííèê S13,1

Ðèñóíîê Á.90 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S13,1
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Ìíîãîãðàííèê S13,2

Òåëî S13,2, ðèñ. Á.91, èìååò 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: 2 òðåóãîëüíè-
êà, òðàïåöèÿ, ïðÿìîóãîëüíèê, ïÿòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.92, è ôóíäàìåíòàëüíûå
âåðøèíû 1�5. Aut(S13,2) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.91 � Ìíîãîãðàííèê S13,2

Ðèñóíîê Á.92 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S13,2

Ìíîãîãðàííèê S13,3

Òåëî S13,3, ðèñ. Á.93, èìååò 6 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: òðåóãîëüíèê,
êâàäðàò, 2 òðàïåöèè, ïðÿìîóãîëüíèê, øåñòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.94, è ôóíäàìåí-
òàëüíûå âåðøèíû 1�4. Aut(S13,3) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.93 � Ìíîãîãðàííèê S13,3

Ðèñóíîê Á.94 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S13,3
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Ìíîãîãðàííèê S14,1

Òåëî S14,1, ðèñ. Á.95, èìååò 5 ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðàíåé: êàâäðàò, ðîìá,
ïàðàëëåëîãðàìì, 2 ïÿòèóãîëüíèêà, ðèñ. Á.96, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû
1�6. Aut(S14,1) = 2c_n, n = 1.

Ðèñóíîê Á.95 � Ìíîãîãðàííèê S14,1

Ðèñóíîê Á.96 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S14,1

Ìíîãîãðàííèê S14,2

Òåëî S14,2, ðèñ. Á.97, èìååò 3 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê,
òðàïåöèÿ, ïÿòèóãîëüíèê, ðèñ. Á.98, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2.

Aut(S14,2) = K4.

Ðèñóíîê Á.97 � Ìíîãîãðàííèê S14,2

Ðèñóíîê Á.98 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S14,2
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Ìíîãîãðàííèê S14,3

Ïîñêîëüêó òåëî S14,3, ðèñ. Á.99, èìååò òîëüêî òîæäåñòâåííóþ ñèììåò-
ðèþ Aut(S14,3) = c_n, n = 1, òî âñå åãî è 11 âåðøèí è ãðàíè: 2 òðåóãîëüíèêà,
ðîìá, êâàäðàò, 2 ïàðàëëåëîãðàììà, ïðÿìîóãîëüíèê, áóäóò ôóíäàìåíòàëüíû-
ìè.

Ðèñóíîê Á.99 � Ìíîãîãðàííèê S14,3

Ìíîãîãðàííèê S14,4

Ïîñêîëüêó òåëî S14,4, ðèñ. Á.100, èìååò òîëüêî òîæäåñòâåííóþ ñèììåò-
ðèþ Aut(S14,4) = c_n, n = 1, òî âñå åãî è 10 âåðøèí è ãðàíè: 2 ðîìáà, êâàäðàò,
ïàðàëëåëîãðàìì, 2 ïÿòèóãîëüíèêà, áóäóò ôóíäàìåíòàëüíûìè.

Ðèñóíîê Á.100 � Ìíîãîãðàííèê S14,4
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Ìíîãîãðàííèê S14,5

Òåëî S14,5, ðèñ. Á.101, èìååò 3 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: 2 òðåóãîëüíèêà,
êâàäðàò, ðèñ. Á.102, è ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû 1 è 2.

Aut(S14,5) = d_1d_n, n = 3.

Ðèñóíîê Á.101 � Ìíîãîãðàííèê S14,5

Ðèñóíîê Á.102 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S14,5

Ìíîãîãðàííèê S14,6

Òåëî S14,6, ðèñ. Á.103, èìååò 2 ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè: òðåóãîëüíèê,
êâàäðàò, ðèñ. Á.104, è ôóíäàìåíòàëüíóþ âåðøèíó 1. Aut(S14,6) = cube_2

Ðèñóíîê Á.103 � Ìíîãîãðàííèê S14,6

Ðèñóíîê Á.104 � Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà S14,6
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ Â

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ãðàíåé â ñèñòåìå Maple

Ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ðåáåð ïî ìíîæåñòâó âåðøèí íà ïðèìåðå

òåëà S7,4

> restart:

E:=n0 ->exp(2*I*Pi/n0):

alias(a=RootOf(t^2-2)):

v := [[1, 0, 0],

[0,-(1/3)*sqrt(3),-(1/3)*sqrt(2)*sqrt(3)],

[-1, 0, 0],

[-1/2, -(1/2)*sqrt(3), 0],

[-1/2,(1/2)*sqrt(3),0],

[1/2,(1/2)*sqrt(3), 0],

[1/2, -(1/2)*sqrt(3), 0],

[-1/2, (1/6)*sqrt(3), -(1/3)*sqrt(2)*sqrt(3)],

[1/2, (1/6)*sqrt(3), -(1/3)*sqrt(2)*sqrt(3)]]:

f:=[[ 1, 6, 5, 3, 4, 7 ], [ 1, 7, 2, 9 ], [ 1, 9, 6 ], [ 2, 8, 9 ],

[ 2, 4, 3, 8 ], [ 5, 6, 9, 8 ], [ 3, 5, 8 ], [ 2, 7, 4 ]]:

with(plots):

polygonplot3d([seq([seq(v[f[i][j]],j=1..nops(f[i]))],i=1..8)]);

p:=polygonplot3d([seq([seq(v[f[i][j]],j=1..nops(f[i]))],

i=1..nops(f))]): for i in [seq(j,j=1..nops(v))] do

t[i]:=textplot3d([v[i][1],v[i][2],v[i][3],`i`],color=black):

end do:display({p,seq(t[i],i=1..nops(v))});

restart:

E:=n0 ->exp(2*I*Pi/n0):

alias(a=RootOf(t^2-2)):

v := [[1, 0, 0],

[0, -(1/3)*sqrt(3), -(1/3)*sqrt(2)*sqrt(3)],

[-1, 0, 0],

[-1/2, -(1/2)*sqrt(3), 0],

[-1/2, (1/2)*sqrt(3), 0],

[1/2, (1/2)*sqrt(3), 0],

[1/2, -(1/2)*sqrt(3), 0],

[-1/2, (1/6)*sqrt(3), -(1/3)*sqrt(2)*sqrt(3)],

[1/2, (1/6)*sqrt(3), -(1/3)*sqrt(2)*sqrt(3)]]:

Ïîñòðîåíèå ñïèñêà f1 ðåáåð, êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ
ïàðà íîìåðîâ âåðøèí.
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f1:=[]: m:=nops(v):m1:=m-1:

for i from 1 to m1 do i1:=i+1:

for j from i1 to m do p:=v[i]-v[j];

d:=normal(p[1]^2+p[2]^2+p[3]^2):

if d=1 then f1:=[op(f1),[i,j]]:end if;

end do: end do:f1;

f:=f1: with(plots):for i from 1 to m do

t[i]:=textplot3d([v[i][1],v[i][2],v[i][3],`i`],

color=black,align ={ABOVE,RIGHT},font=[TIMES,BOLD,14]:

end do:

p:=polygonplot3d([seq([seq(v[f[i][j]],j=1..nops(f[i]))],

i=1..nops(f))],thickness=4):

display({p,seq(t[i],i=1..m)});

Ïîñòðîåíèå ñïèñêà f ãðàíåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ
ïàðà íîìåðîâ âåðøèí.

f:=[]:fr:=[]:ff:=[]: n1:=nops(f1): n2:=n1-2:

for i from 1 to n2 do a1:=f1[i][1]: a2:=f1[i][2]:

a:=v[a2]-v[a1]:ff:=[]: nj:=i+1:

for r in f1[nj..n1] do

if ((r[1]=a2) or (r[2]=a2)) then b:=v[r[1]]-v[r[2]]:

c:=[a[2]*b[3]-a[3]*b[2],a[3]*b[1]-a[1]*b[3],

a[1]*b[2]-a[2]*b[1]]:

q1:=0: q2:=0:

for vv in v do u:=vv-v[a1]:

d:=c[1]*u[1]+c[2]*u[2]+c[3]*u[3];

if (evalf(d)>0) then q1:=q1+1 end if:

if (evalf(d)<0) then q2:=q2+1 end if:

end do:

if (((q1=0) or (q2=0)) and (r[1]=a2)) then

ff:=[a1,a2,r[2]] end if:

if (((q1=0) or (q2=0)) and (r[2]=a2)) then

ff:=[a1,a2,r[1]] end if:

end if:

if ((nops(ff)>0) and not(ff in fr)) then

fr:=[op(fr),ff] end if:

end do: end do: for g in fr do

if ((([g[1],g[3]] in f1) or ([g[3],g[1]] in f1))

and not (g in f))

then f:=[op(f),g] end if: end do: n:=10:

for g in fr do if (not( g in f)) then
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a:=v[g[2]]-v[g[1]];b:=v[g[3]]-v[g[2]];

c:=normal([a[2]*b[3]-a[3]*b[2],

a[3]*b[1]-a[1]*b[3],

a[1]*b[2]-a[2]*b[1]]);

h:=g: for l from 1 to n do

for r in f1 do if ((r[1]=h[nops(h)]) or

(r[2]=h[nops(h)]))

then u:=v[r[1]]-v[r[2]]: ng:=nops(h)-1:

if ((normal(c[1]*u[1]+c[2]*u[2]+c[3]*u[3])=0)

and (not(r[1] in h[1..ng])

and not(r[2] in h[1..ng]))) then

if (r[1]=h[nops(h)]) then h:=[op(h),r[2]]

else h:=[op(h),r[1]] end if:end if:

if (([h[1],h[nops(h)]] in f1) and not (h in f) )

then f:=[op(f),h] end if:end if: end do;

end do; end if:end do;f;

p:=polygonplot3d([seq([seq(v[f[i][j]],

j=1..nops(f[i]))],i=1..nops(f))],

thickness=4): display({p,seq(t[i],i=1..m)});
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