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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû
àíàëèòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïðîáëåìà ñîâìåñòíîñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè. Ââîäèòñÿ àëãåáðà ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ìîäóëü
äèôôåðåíöèðîâàíèé ýòîé àëãåáðû è ìîäóëü ïôàôôîâûõ ôîðì. Ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäàþòñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìè íà ïðîñòðàíñòâå áåñ-
êîíå÷íûõ äæåòîâ. Ðàçâèâàåòñÿ òåõíèêà èññëåäîâàíèÿ ñîâìåñòíîñòè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñèñòåì, ïîõîæàÿ íà ìåòîä áàçèñîâ Ãðåáíåðà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîâ-
ìåñòíûå ñèñòåìû, ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïîðîæäàþò áåñêîíå÷íîìåð-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâå äæåòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîâìåñòíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåäóêöèÿ,
áåñêîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, áàçèñ Ãðåáíåðà.

1 Ââåäåíèå

Âîïðîñ î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé âîçíèêàåò îäíèì èç ïåðâûõ ïðè åå èñ-
ñëåäîâàíèè. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äàåò
òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè. Â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêîãî ïðî-
ñòîãî êðèòåðèÿ íåò, ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîâìåñòíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ìå-
òîä èñêëþ÷åíèÿ, à òàêæå èñïîëüçóþòñÿ áàçèñû Ãðåáíåðà [1, 2]. Ãîðàçäî ñëîæíåå
ïîëó÷èòü îòâåò äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
Çäåñü âîçíèêàþò ïðîáëåìû ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî õàðàêòåðà, òàêæå âàæíî
êàêèì êëàññàì ãëàäêîñòè ïðèíàäëåæàò óðàâíåíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêèõ ðà-
áîò Ðèêüå, Æàíå [3, 4] è êîí÷àÿ ñîâðåìåííûìè [6, 5, 7, 8, 9], ïîíÿòèÿ, ëåæàùèå
â îñíîâå ñîâìåñòíîñòè � èíâîëþòèâíîñòü, ðàçðåøèìîñòü, óòî÷íÿþòñÿ, à ìåòî-
äû èññëåäîâàíèÿ ìåíÿþòñÿ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêöåíò èññëåäîâàíèé ñìåñòèëñÿ
â ñòîðîíó àëãîðèòìèçàöèè âû÷èñëåíèé. Òàê â ñèñòåìó êîìïüþòåðíîé àëãåáðû
Maple [10] èìïëåìåíòèðîâàíû àëãîðèòìû, êîòîðûå äîëæíû ïåðåâîäèòü èñõîä-
íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â íåêîòîðóþ "ñòàíäàðòíóþ"ôîðìó. Â òîæå âðåìÿ ìîæíî
êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî óñòîÿâøåãîñÿ îïðåäåëåíèÿ èíâîëþòèâíîé (ïàññèâíîé, ñòàí-
äàðòíîé) ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íåò. Â äàííîé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàññèâíûå ñèñòåìû, ââåäåííûå â ðàáîòàõ [11, 12], è èçó÷àþòñÿ
èõ ñâîéñòâà.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî KT îòîáðàæåíèé èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà T
â ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïîëå K. Âàæíåéøèìè ïðèìåðàìè òàêèõ ïîëåé ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëÿ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â ïðîñòðàíñòâå KT ââîäèòñÿ
òîïîëîãèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êå a ∈ KT ñîïîñòàâëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ àëãåáðà Fa ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ. Êàæäûé ðÿä èç Fa çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, îäíàêî ÷èñ-
ëî ýòèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü êàê óãîäíî áîëüøèì. Ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ èç
Fa ââîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè íà îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà
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KT è àíàëèòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü àíàëèòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ â KT . Â êîíöå ïàðàãðàôà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
íîðìàëèçîâàííîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ èäåàëà àëãåáðû Fa. Ïîêàçàíî, ÷òî íóëè
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìàëèçîâàííîé ñèñòåìå, çàäàþò
ìíîãîîáðàçèå â KT .

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû Fa, ïôàôôî-
âû (äèôôåðåíöèàëüíûå) ôîðìû è ïðîèçâîäíûå Ëè îò ýòèõ ôîðì. Äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äåéñòâèåì íà îáðàçóþ-
ùèõ àëãåáðû Fa. Ââîäÿòñÿ èíâàðèàíòíûå èäåàëû è ïîäìîäóëè. Äàëåå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî (áåñêîíå÷íûõ) äæåòîâ J = KT , ãäå T = Nn ∪ (Nm × Nn),
Nn = 1, . . . , n, N � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Íà ïðîñòðàíñòâå
J ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êàíîíè÷åñêèå ôîðìû, êîí-
òàêòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñèììåòðèè ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðèé è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé òåñíî ñâÿçàíû ñ ïðîáëåìîé ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ýëå-
ìåíòà àëãåáðû äàííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó èäåàëó.

Â íà÷àëå ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèàëüíûå
ñèñòåìû ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå äèôôåðåíöèàëüíûé èäåàë, òî îíè çàäàþò
îäèíàêîâûå ðîñòêè íóëåé. Çàòåì îïðåäåëÿþòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ êàê ðåäóêöèÿ ðÿ-
äà îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè, ïàññèâíûå
ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà S ⊂ Fa � ïàññèâíà, òî ðÿä f ∈ Fa ïðèíàä-
ëåæèò äèôôåðåíöèàëüíîìó èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ñèñòåìîé S, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëþ îòíîñèòåëüíî S. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðà-
áîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óñëîâèÿì ñëàáîé ðàçðåøèìîñòè è ñîâìåñòíî-
ñòè, òî îíà ïàññèâíà â íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ J è çàäàåò àíàëèòè÷åñêîå ìíîãî-
îáðàçèå â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå
Äþáðåé-Æàêîòåí, îïèñûâàþùåå ïëîñêèå ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ íåîäíîðîäíîé
æèäêîñòè. Íàéäåíî òî÷íîå íå èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò äâóõ ïàðà-
ìåòðîâ.

2 Àëãåáðà ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è àíàëè-

òè÷åñêèå ôóíêöèè

Ïóñòü K � ïîëå, ïîëíîå îòíîñèòåëüíîãî íåêîòîðîé íîðìû. Çàôèêñèðóåì îáî-
çíà÷åíèÿ: N � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, Nm = {1, . . . ,m}, R+ �
ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, T � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, KT

� ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèé èç T â K.
Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèÿ yt : KT −→ K, çàäàííûå ôîðìóëîé

yt(z) = z(t), t ∈ T (2.1)

íàçîâåì äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè íà KT , à çíà÷åíèÿ z(t) �
êîîðäèíàòàìè òî÷êè z ∈ KT .

Çíà÷åíèå z(t) óäîáíî îáîçíà÷àòü zt, ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì.
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Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå KT òîïîëîãèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, âûáèðàÿ çà
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé òî÷êè a ∈ KT ìíîæåñòâà

U(aτ , ρ) = {z ∈ KT : |zti − ati | < ρi, i ∈ Nn}, (2.2)

çäåñü ti ∈ T , ρi ∈ R+, ρ = (ρ1, . . . , ρn), aτ = {at1 , . . . , atn} � ìíîæåñòâî èç n
êîîðäèíàò òî÷êè a; zt1 , . . . , ztn � n êîîðäèíàò òî÷êè z. Ìíîæåñòâî (2.2) áóäåì
íàçûâàòü áðóñîì.

Ïóñòü {Xt}t∈T � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, τ = {t1, . . . , tn} ⊂ T , ρ = (ρ1, . . . , ρn) ∈
Rn

+, aτ = {at1 , . . . , at1} ⊂ K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(aτ , ρ) ìíîæåñòâî ñòåïåííûõ
ðÿäîâ âèäà

f =
∑
α∈Nn

cα(Xt1 − at1)α1 · · · (Xtn − atn)αn , (2.3)

ãäå cα ∈ K, α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

||f ||ρ =
∑
α∈Nn

|cα|ρα1
1 · · · ραnn . (2.4)

Êàê ñëåäóåò èç [13], A(aτ , ρ) � áàíàõîâà àëãåáðà, ñ íîðìîé (2.4).
Ââåäåì îòíîøåíèå ≺ íà Rn

+. Ïóñòü ρ = (ρ1, . . . , ρn), ρ∗ = (ρ∗1, . . . , ρ
∗
n), áóäåì

ñ÷èòàòü ρ ≺ ρ∗, åñëè ðàçíîñòü ρ∗i − ρi � ïîëîæèòåëüíà äëÿ âñåõ i ∈ Nn.
Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü τ = {t1, . . . , tn} ⊂ τ ′ = {t1, . . . , tm} ⊂ T (n < m),

ρ = (ρ1, . . . , ρn) ≺ ρ∗ = (ρ∗1, . . . , ρ
∗
n) è ρ′ = (ρ1, . . . , ρn, 1, . . . , 1) ∈ Rm

+ . Òîãäà
àëãåáðà A(aτ , ρ

∗) âêëàäûâàåòñÿ â àëãåáðó A(aτ , ρ), à A(aτ , ρ) âêëàäûâàåòñÿ â
A(aτ ′ , ρ

′), è äëÿ âñåõ i ∈ Nn ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

∂

∂Xti

A(aτ , ρ
∗) ⊂ A(aτ , ρ). (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèÿ î÷åâèäíû, à ôîðìóëà (2.5) ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîé
ôîðìóëû â [13].
Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåííîé ðÿä f âèäà (2.3) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ (â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a ∈ KT ), åñëè f ∈ A(aτ , ρ) äëÿ íåêîòîðîãî ρ ∈ Rn

+ è aτ =
{at1 , . . . , atn} ⊂ K, ãäå at1 , . . . , atn � n êîîðäèíàò òî÷êè a ∈ KT .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ KT ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå (íå äèçúþíêòíîå) àëãåáð

Fa =
⋃

ρ∈Rn+,n∈N0,aτ⊂K

A(aτ , ρ),

çäåñü aτ = {at1 , . . . , atn} � n êîîðäèíàò òî÷êè a, N0 = N \ {0}. Ìíîæåñòâî Fa
ÿâëÿåòñÿ K-àëãåáðîé ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ñ ïîìîùüþ ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ èç Fa ââåäåì àíàëèòè÷åñêèå ôóíê-
öèè íà îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà KT . Êàæäûé ðÿä f ∈ A(aτ , ρ) âèäà
(2.3) ïîðîæäàåò ôóíêöèþ f̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü τ = {t1, . . . , tn} ⊂ T ,
ρ = (ρ1, . . . , ρn) ∈ Rn

+, aτ = {at1 , . . . , atn} ⊂ K. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû
A(aτ , ρ), ðÿä f ñõîäèòñÿ â ïîëèöèëèíäðå

Π(aτ , ρ) = {(zt1 , . . . , ztn) ∈ Kn : |zti − ati | < ρi, i ∈ Nn}. (2.6)
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Ýòîìó ïîëèöèëèíäðó îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò áðóñ U(aτ , ρ) âèäà (2.2). Òîãäà
òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ U(aτ , ρ) ôóíêöèÿ f̃ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f̃(z) = f(zτ ) =
∑
α∈Nn

cα(zt1 − at1)α1 · · · (ztn − atn)αn , (2.7)

ãäå zτ = (zt1 , . . . , ztn) ∈ Π(aτ , ρ). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f̃ çàâèñèò îò êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ f̃ áóäåò íàçûâàòüñÿ ëîêàëüíî-
àíàëèòè÷åñêîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì [14] ââå-
ñòè àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â KT . Ôóíêöèÿ h : U −→ K
íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â U , åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ U ñóùåñòâóåò
áðóñ U(aτ , ρ) è ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f̃ â ýòîì áðóñå òàêàÿ, ÷òî
h(z) = f̃(z) äëÿ âñåõ z ∈ U(aτ , ρ).

Çàìå÷àíèå. Âñþäó â äàëüíåéøåì, åñëè E ⊂ Fa, òî

Ẽ = {f̃ : f ∈ E} (2.8)

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f̃ , ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðÿäàì f ∈ Fa. Ìîæíî ïîêàçàòü, ñëåäóÿ [15], ÷òî ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ â áðóñå U(aτ , ρ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â U(aτ , ρ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â KT . Îòîáðàæåíèå φ :
U −→ KT ñ êîìïîíåíòàìè φt, t ∈ T , íàçûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì â U , åñëè
êàæäàÿ ôóíêöèÿ φt � àíàëèòè÷åñêàÿ â U . Îòîáðàæåíèå φ íàçûâàþòñÿ áèàíàëè-
òè÷åñêèì, åñëè ó íåãî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå φ−1.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî

CS = {z ∈ KT : z(t) = 0, ∀t ∈ S ⊂ T}

íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â KT .
Íèæåñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì

êîíå÷íîìåðíîé êîíñòðóêöèè.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî M ⊂ KT íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â KT , åñëè

äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈M ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ìíîæåñòâà U,U ′ â KT , ãäå z ∈ U ,
è áèàíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå φ : U −→ U ′ òàêîå, ÷òî

φ(U ∩M) = U ′ ∩ CS,

çäåñü CS � íåêîòîðîå êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â KT . Ïðè ýòîì φ̄ = φ|M∩U ,
îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ φ íà U ∩M , íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäè-
íàò íà U ∩M , à ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ (äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
íà CS), îò êîòîðûõ çàâèñèò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå φ̄

−1, íàçûâàåòñÿ íàáîðîì ïà-
ðàìåòðîâ ìíîãîîáðàçèÿ.

Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè è ìíîãîîáðàçèÿ â êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ
ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç iv(f) ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ðÿä f ∈ Fa.
Åñëè E ⊂ Fa, òî

iv(E) = {iv(f) : f ∈ E}. (2.9)
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � ïîäàëãåáðà àëãåáðû Fa, I � èäåàë â R. Ñèñòåìà
îáðàçóþùèõ B èäåàëà I íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé, åñëè

1) ëþáîé f ∈ B èìååò âèä f = Xs + g, ïðè÷åì ýëåìåíòû Xs îáðàçóþò ïîä-
ìíîæåñòâî L ⊂ {Xt}t∈T ;

2) åñëè f1 = Xt + g1, f2 = Xt + g2 ∈ B, òî g1 = g2.
Â ýòîì ñëó÷àå L íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ãëàâíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ′ ⊂ T . Òîãäà ìíîæåñòâî

C(T ′) = {z ∈ KT : z(t) = 0 ∀t ∈ T \ T ′} (2.10)

ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â KT . Òîïîëîãèÿ â C(T ′) èíäóöèðî-
âàíà òîïîëîãèåé â KT . Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâà C(T ′) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ôîðìóëû (2.7).
Ìíîæåñòâî ðÿäîâ

Fa(T ′) = {f ∈ Fa : iv(f) ⊆ {Xt}t∈T ′} (2.11)

îáðàçóåò ïîäàëãåáðó àëãåáðû Fa.
Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü T ′ ⊆ T , B � íîðìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà îáðà-

çóþùèõ èäåàëà ïîäàëãåáðû Fa(T ′) (2.11), B̃ � ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå V êîîðäèíàòíî-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà (2.10), L � ìíîæåñòâî ãëàâíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû B,
S = {s ∈ T ′ : Xs ∈ L}, T ′′ = T ′ \ S . Òîãäà ìíîæåñòâî

Z(B̃) = {z ∈ V : f̃(z) = 0,∀f ∈ B̃}

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â ïîäïðîñòðàíñòâå C(T ′), è ìíîæåñòâî äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé {yt}t∈T ′′ îáðàçóåò íàáîð ïàðàìåòðîâ ìíîãîîáðàçèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå φ çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

y′t = yt + gt, y′s = ys,

ãäå yt ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîëó Xt ∈ L; iv(gt), ys ∈ {yq}q∈T ′′ . Çíà÷èò, îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå φ−1 èìååò âèä

yt = y′t − gt, ys = y′s.

Î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíèå φ íà Z(B̃) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé Z(B̃) íà V ∩C(T ′′). Çíà-
÷èò, ìíîæåñòâî Z(B̃) � ìíîãîîáðàçèå.

Çàìå÷àíèå. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì óòâåðæäåíèè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå
ôóíêöèè èç B̃ áûëè çàäàíû â îäíîì è òîì æå îòêðûòîì ìíîæåñòâå V .

3 Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ëîêàëüíûå ñèñòåìû

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A íàä ïîëåì K
íàçûâàåòñÿ K-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå D : A −→ A, äëÿ êîòîðîãî

D(ab) = aD(b) + bD(a).

5



Ëåììà 3.1. Ïðîèçâîëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå D àëãåáðû Fa îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèÿõ yt è çàäàåòñÿ äëÿ ëþ-
áîãî f ∈ Fa ôîðìóëîé

D(f) =
∑
t∈T

D(yt)
∂f

∂yt

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0 ∈ KT .
Ìîíîì yα1

t1 · · · y
αn
tn îáîçíà÷èì ÷åðåç yα. Ïóñòü p � ïîëèíîì

∑
α∈A cαy

α, ãäå cα ∈ K,
A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Nn. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
âåðíû ôîðìóëû

D(yα) =
n∑
i=1

αiD(yti)y
α1
t1 · · · y

αi−1
ti · · · yαntn =

n∑
i=1

D(yti)
∂yα

∂yti
, (3.1)

D(p) =
∑
α∈A

cαD(yα) =
∑
α∈A

cα

n∑
i=1

D(yti)
∂yα

∂yti
=

n∑
i=1

D(yti)
∂p

∂yti
.

Äîêàæåì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå D îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ ñ àëãåáðû ïî-
ëèíîìîâ íà àëãåáðó F0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå D0 àëãåáðû F0, ñîâïàäàþùåå ñ D íà ïîëèíîìàõ. Òîãäà äèôôåðåíöèðîâàíèå
D∗ = D −D0 îáðàùàåò â íîëü ëþáîé ìíîãî÷ëåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðÿä f ∈ F0 òàêîé, ÷òî D∗(f) 6= 0. Íàïîìíèì
[16], ÷òî ïîðÿäêîì ðÿäà f 6= 0 (îáîçíà÷àåòñÿ ord(f)) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî q òàêîå, ÷òî îäíîðîäíàÿ ÷àñòü ñòåïåíè q ðÿäà f íå ðàâíà
íóëþ.

Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p ∈ F0 âåðíî ðàâåíñòâî

D∗(f) = D∗(f − p).

è ñëåäîâàòåëüíî,
ord(D∗(f)) = ord(D∗(f − p)). (3.2)

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî (3.1), âåðíî íåðàâåíñòâî

ord(D∗(f)) ≥ ord(f)− 1.

Çíà÷èò, âûáèðàÿ ïîëèíîì p, "óíè÷òîæàþùèé ìëàäøèå ÷ëåíû"ðÿäà f , ìîæíî
ñäåëàòü ord(D∗(f−p)) ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ÷èñëîì. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (3.2),
ò.ê. ïîðÿäîê ðÿäà D∗(f) � êîíå÷íîå ÷èñëî.

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû Fa îáðàçóåò ìîäóëü íàä
Fa. Îáîçíà÷èì åãî Dera. Õîðîøî èçâåñòíî [16], ÷òî ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðî-
âàíèé ëþáîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû íàä ïîëåì îáðàçóåò àëãåáðó Ëè ñ êîììó-
òàòîðîì

[D1,D2] = D1D2 −D2D1.

Çíà÷èò, Dera � àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K. Â ñèëó ëåììû 3.1 äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
àëãåáðû Fa ìîæíî òàêæå íàçûâàòü ëîêàëüíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a ∈ KT .
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Ñëåäóÿ [16], äèôôåðåíöèàëîì ðÿäà f ∈ Fa íàçîâåì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
df : Dera −→ Fa, äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå

df(D) = D(f).

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèàëîâ ðÿäîâ èç f ∈ Fa ïîðîæäàåò ìîäóëü íàä
Fa. Ýòîò ìîäóëü îáîçíà÷àåòñÿ Der∗a è íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ïôàôôîâûõ ôîðì.
Ýëåìåíòàìè äàííîãî ìîäóëÿ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ñóììû âèäà

∑
gtdft, ãäå gt, ft ∈

Fa.
Óòâåðæäåíèå 3.1 Ìîäóëü ïôàôôîâûõ ôîðì Der∗a ïîðîæäåí äèôôåðåíöèà-

ëàìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, ò.å. ýëåìåíòàìè {dyt}t∈T .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë df çàäàåòñÿ êëàññè-
÷åñêîé ôîðìóëîé

df =
∑
t∈T

∂f

∂yt
dyt, (3.3)

çäåñü ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè êîíå÷íîå, ò.ê. f çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå D ∈ Dera è ñðàâíèì
çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè (3.3) íà D:

df(D) = D(f) =
∑
t

D(yt)
∂f

∂yt
,

∑
t

∂f

∂yt
dyt(D) =

∑
t

∂f

∂yt
D(yt).

Ìû âèäèì, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé Ëè, ïîðîæäåííîé äèôôåðåíöèðîâàíèåì D ∈

Dera, íàçûâàåòñÿ K-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå LD : Der∗a −→ Der∗a, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ

LD(gdf) = D(g)df + gdD(f), ∀f, g ∈ Fa. (3.4)

Óòâåðæäåíèå 3.2 Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäíûõ Ëè îáðàçóåò àëãåáðó Ëè íàä
ïîëåì K è äëÿ âñåõ k1, k2 ∈ K, D1,D2 ∈ Dera ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

k1LD1 + k2LD2 = Lk1D1+k2D2 , (3.5)

[LD1 ,LD2 ] = L[D1,D2]. (3.6)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ôîðìóëû (3.5), (3.6) íà
ïðîèçâîëüíîé ïôàôôîâîé ôîðìå ω =

∑
t∈τ ftdyt, ãäå τ � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

â T . Ðàâåíñòâî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.5) ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ
äåéñòâèåì íà ôîðìó ω.

Ïîêàæåì, ÷òî

LD1LD2(ω)− LD2LD1(ω) = L[D1,D2](ω).

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì LD1LD2(ω) è LD2LD1(ω):

LD1LD2(ω) = LD1LD2(
∑
t

ftdyt) = LD1(
∑
t

D2(ft)dyt +
∑
t

ftdD2(yt)) =

7



=
∑
t

D1D2(ft)dyt +
∑
t

D2(ft)dD1(yt) +
∑
t

D1(ft)dD2(yt) +
∑
t

ftdD1D2(yt),

LD2LD1(ω) =
∑
t

D2D1(ft)dyt+
∑
t

D1(ft)dD2(yt)+
∑
t

D2(ft)dD1(yt)+
∑
t

ftdD2D1(yt)

Çíà÷èò, âåðíû ðàâåíñòâà

(LD1LD2−LD2LD1)(ω) =
∑
t

(D1D2(ft)−D2D1(ft))dyt+
∑
t

ftd(D1D2(yt)−D2D1(yt) =

=
∑
t

[D1,D2](ft)dyt +
∑
t

ftd([D1,D2](yt)) = L[D1,D2](ω).

Îïðåäåëåíèå. Èäåàë I àëãåáðû Fa íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëü-
íî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D ∈ Dera, åñëè D(I) ⊂ I.

Îïðåäåëåíèå. ÏîäìîäóëüM ìîäóëÿ ïôàôôîâûõ ôîðì Der∗a íàçûâàåòñÿ
èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D ∈ Dera, åñëè

LD(M) ⊂M.

Óòâåðæäåíèå 3.3 Ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèé,îñòàâëÿþùèõ èíâàðè-
àíòíûì èäåàë I ⊂ Fa èëè ïîäìîäóëü M ⊂ Der∗a, îáðàçóåò àëãåáðó Ëè íàä
ïîëåì K.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D1,D2 ∈ Dera è Di(I) ⊂ I. Òîãäà D1D2(I) ⊂ I è
D2D1(I) ⊂ I. Çíà÷èò, [D1,D2] ⊂ I. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ
ïîäìîäóëÿM.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì T = Nn ∪ (Nm × Nn). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî
KT îáîçíà÷àåòñÿ J è íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äæåòîâ. Äåêàðòîâû êîîðäè-
íàòíûå ôóíêöèè íà J îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç xi, u

j
α, ãäå i ∈ Nn, j ∈ Nm, α ∈ Nn.

Ìíîæåñòâî Y äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíî-
æåñòâà

X = {x1, . . . , xn}, U = {ujα}
j∈Nm
α∈Nn . (3.7)

Ââåäåì n îòîáðàæåíèé D1, . . . , Dn èç Y â Y :

Dk(xk) = 1, Dk(xi) = 0 (i 6= k), Dk(u
j
α) = ujα+ek

,

ãäå k ∈ Nn, e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1) ∈ Nn. Òîãäà, ñîãëàñíî Ëåììå
3.1, ýòè îòîáðàæåíèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàþòñÿ äî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ àëãåáðû Fa è ïðè ïðîèçâîëüíîì f ∈ Fa, çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Dk(f) =
∂f

∂xk
+

∑
j∈Nm,α∈Nn

∂f

∂ujα
ujα+ek

. (3.8)

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dk ÷àñòî íàçûâàþò îïåðàòîðàìè ïîëíîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ [17], ò.ê. ôîðìóëà (3.8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïíîå ïðàâèëî.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ Fa ñ n îïåðàòîðàìè
ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðîé. Ïðîèçâå-
äåíèå îïåðàòîðîâ Dα1

1 · · ·Dαn
n îáîçíà÷àåòñÿ Dα, ãäå α = (α1, . . . , αn). Äèôôåðåí-

öèàëüíûé èäåàë àëãåáðû Fa, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì S ⊂ Fa, áóäåì îáîçíà-
÷àòü 〈〈S〉〉.
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Íàïîìíèì, ÷òî ëîêàëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè â [11] íàçûâàëàñü òðîéêà ìíîæåñòâ (K, Y, S), ãäå S � êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî â Fa. Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S ⊂ Fa
ìû áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé.

Ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî Ω = {ωiα}i∈Nmα∈Nn êàíîíè÷åñêèõ ïôàôôîâûõ
ôîðì

ωiα = duiα −
n∑
j=1

uiα+ej
dxj.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pa ïîäìîäóëü ìîäóëÿ Der∗a, ïîðîæäåííûé ýòèìè êàíîíè÷å-
ñêèìè ôîðìàìè. Íàïîìíèì, ÷òî LD îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ Ëè, ïîðîæäåííóþ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì D.

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèðîâàíèå D ∈ Dera íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíûì,
åñëè LD(Pa) ⊆ Pa.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîðû ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D1, . . . , Dn (3.8) ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè. Åñëè D � êîíòàêòíîå äèôôåðåí-
öèðîâàíèå, òî

D −
n∑
j=1

D(xj)Dj

òîæå êîíòàêòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êîíòàêòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âèäà

D =
∑

i∈Nm,α∈Nn
D(uiα)

∂

∂uiα
. (3.9)

Òàêèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò âåðòèêàëüíûìè [21].
Ôàêòè÷åñêè ïîâòîðÿÿ èçâåñòíûå ðàññóæäåíèÿ [17], [21], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

äèôôåðåíöèðîâàíèå (3.9) ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
[D, Di] = 0 ∀i ∈ Nn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû D(uiα) â (3.9) çàäàþòñÿ
ôîðìóëîé D(uiα) = DαD(ui).

Îïðåäåëåíèå. Êîíòàêòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå D ∈ Dera íàçûâàåòñÿ (èí-
ôèíèòåçèìàëüíîé) ñèììåòðèåé ëîêàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû S =
{f1, . . . , fk} ⊂ Fa, åñëè äèôôåðåíöèàëüíûé èäåàë I = 〈〈S〉〉 èíâàðèàíòåí îòíî-
ñèòåëüíî D, ò.å. D(I) ⊆ I.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü èäåàëà 〈〈S〉〉 äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü
íà ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå îáðàçóþùèõ. Òî÷íåå ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 3.4. Ïóñòü S � ëîêàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà è D -
êîíòàêòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òàêîå, ÷òî D(S) ⊆ 〈〈S〉〉. Òîãäà D � ñèììåò-
ðèÿ ñèñòåìû S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ 〈〈S〉〉, òîãäà

f =
∑

i∈Nk,α∈A

aiαD
αfi,

ãäå aiα ∈ Fa, A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Nn, fi ∈ S. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
D(f) ∈ 〈〈S〉〉. Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååì

D(f) =
∑
D(aiα)Dαfi +

∑
aiαDDαfi.
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Ïîñêîëüêó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèðîâàíèå âåð-
òèêàëüíûì, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

D(f) =
∑
D(aiα)Dαfi +

∑
aiαD

αD(fi).

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ëåæèò â èäåàëå 〈〈S〉〉.
Çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæèò èäåàëó.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ñèììåòðèè ñ äðóãèõ ïîçèöèé
èìååòñÿ â [21].

Îïðåäåëåíèÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ èäåàëîâ, ïðèìåíèìû ê
çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ è ðàçëè÷íûì îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèÿì [22]. Òàê, çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå. Çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû S ⊂ Fa
áóäåì íàçûâàòü êîðòåæ (g1, . . . , gn) ∈ Fna òàêîé, ÷òî

D1g1 + · · ·+Dngn ∈ 〈〈S〉〉.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà èäåàëó. Â àëãåáðå
ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ýòîãî ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü áàçèñ Ãðåáíåðà èäåàëà [1]. Àíàëî-
ãîì Áàçèñà Ãðåáíåðà â íàøåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíàÿ ñèñòåìà. Ýòî ïîíÿòèå
è åãî ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

4 Ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ñèñòåìàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, íî ñíà÷àëà, èñ-
ïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (2.8), ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà ïîëåçíûì â äàëüíåéøåì.
Óòâåðæäåíèå 4.1 Ïóñòü S = {f1, . . . , fk} ⊂ Fa � ëîêàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ñèñòåìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò áðóñ U(aτ , ρ) âèäà (2.2) òàêîé, ÷òî ôóíêöèè

D̃αfi ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â ýòîì áðóñå ∀i ∈ Nk ∀α ∈ Nn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò ïîëèöèëèíð Π(aτ , ρ

∗) âèäà (2.6), â
êîòîðîì ñõîäÿòñÿ ðÿäû f1, . . . , fk, ò.å. S ⊂ A(aτ , ρ

∗). Ñîãëàñíî ôîðìóëå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ (3.8), èìååì

Di(fs) =
∂fs
∂xi

+
∑

j∈Nm,α∈Nn

∂fs

∂ujα
ujα+ei , s ∈ Nk,

ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Êðîìå òîãî, â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 1.1, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fs

∂xi
, ∂fs
∂uj

ïðèíàäëåæàò àëãåáðå A(aτ , ρ)

ïðè ëþáîì ρ ≺ ρ∗. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ∂̃fs
∂xi

, ∂̃fs
∂uj

ÿâëÿþòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèìè â áðóñå U(aτ , ρ). Ïîñêîëüêó ρ � ïðîèçâîëüíûé êîðòåæ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèþ ρ ≺ ρ∗, òî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäåííûå âûøå, âèäèì,

÷òî D̃αfi � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â U(aτ , ρ), ∀i ∈ Nk ∀α ∈ Nn.
Ïóñòü S = {f1, . . . , fk} ⊂ Fa � ëîêàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà è

W = U(aτ , ρ) � áðóñ, â êîòîðîì àíàëèòè÷íû ôóíêöèè D̃αfi ∀α ∈ Nn ∀i ∈ Nk.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

ZW (S) = {z ∈ W : D̃αfi(z) = 0, α ∈ Nn, i ∈ Nk}. (4.1)
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â ïðîñòðàíñòâå J è òî÷êó a ∈ W . Â äàëüíåéøåì Za(S) îáîçíà÷àåò ðîñòîê ìíî-
æåñòâà [19] ZW (f).

Óòâåðæäåíèå 4.2 Åñëè äâå ëîêàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåìû f =
{f1, . . . , fk}, g = {g1, . . . , gs} ⊂ Fa ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå äèôôåðåíöèàëü-
íûé èäåàë â Fa, òî îíè çàäàþò îäèíàêîâûå ðîñòêè, ò.å.

Za(f) = Za(g). (4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà f è g ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå
äèôôåðåíöèàëüíûé èäåàë, òî ëþáîé ðÿä gi ∈ g ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

gj =
∑
i,α

ci,jα D
αfi, ci,jα ∈ Fa. (4.3)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ZW (f), ZW (g), ïðèíàäëåæàùèå áðóñó U(aτ , ρ). Î÷åâèä-
íî, èç (4.3) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

Za(g) ⊆ Za(f). (4.4)

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäåííûå âûøå, èìååì ïðåäñòàâëåíèå

fi =
∑
j,α

bj,iα D
αgj, bj,iα ∈ Fa

è âêëþ÷åíèå
Za(f) ⊆ Za(g). (4.5)

Èç ôîðìóë (4.4),(4.5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.2).
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû èç ðàáîò [11], [12], îíè

ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû.
Îïðåäåëåíèå. Îðáèòîé ïîäìíîæåñòâà S â Fa íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

O(S) = {Dαs : α ∈ Nn; s ∈ S}.

Îïðåäåëåíèå. Ñõîäÿùèéñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé ðÿä f ∈ Fa âèäà f = uiα +
g íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì îòíîñèòåëüíî uiα, åñëè g íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ
îðáèòû O(uiα).

Åñëè ðÿä f ∈ Fa ðàçðåøèìûì îòíîñèòåëüíî uiα, òî ñèìâîë stf îáîçíà÷àåò
uiα. Åñëè S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìûõ ðÿäîâ, òî

stS = {stf : f ∈ S}.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S ⊂ Fa � ëîêàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç ðàçðåøèìûõ ñõîäÿùèõñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ðÿäîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
èäåàë 〈〈S〉〉 6= Fa îáëàäàåò íîðìàëèçîâàííîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ B è ìíî-
æåñòâî ãëàâíûõ ïåðåìåííûõ L ñèñòåìû B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L = O(stS).
Òîãäà S íàçûâàåòñÿ ïàññèâíîé ñèñòåìîé èäåàëà 〈〈S〉〉.

Âîçíèêàåò çàäà÷à î ïðîâåðêå ëîêàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íà ïàñ-
ñèâíîñòü. Äëÿ åå ðåøåíèÿ íóæíî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ïîíÿòèÿ, ÷àñòè÷íî
èñïîëüçîâàííûå â [12].
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíîå è òðàí-
çèòèâíîå îòíîøåíèå, à ñòðîãèì ïðåäïîðÿäêîì � èððåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå
îòíîøåíèå [18].

Óòâåðæäåíèå 4.3 Ïóñòü {Hγ}γ∈Γ � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà H, ãäå Γ �
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íà H ìîæíî çàäàòü ïðåäïîðÿäîê �
è ñòðîãèé ïðåäïîðÿäîê ≺ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h1 � h2 ⇐⇒ ∃γ1, γ2(h1 ∈ Hγ1 , h2 ∈ Hγ2 , γ1 ≤ γ2), (4.6)

h1 ≺ h2 ⇐⇒ ∃γ1, γ2(h1 ∈ Hγ1 , h2 ∈ Hγ2 , γ1 < γ2). (4.7)

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Ïóñòü íà ìíîæåñòâå M (ñëåâà) äåéñòâóåò ïîëóãðóïïà G, ò.å. çàäàíî îòîáðà-

æåíèå (g,m)→ gm ìíîæåñòâà G×M â M , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

g1(g2m) = (g1g2)m, ∀m ∈M∀g1, g2 ∈ G.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâåM äåéñòâóåò ïîëóãðóïïà G è ðàçáèåíèå
{Mγ}γ∈Γ ìíîæåñòâà M ïîðîæäàåò ñòðîãèé ïðåäïîðÿäîê ≺, ñîãëàñíî (4.7). Ìíî-
æåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì G-ìíîæåñòâîì, åñëè äëÿ âñåõ
g ∈ G âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿì:

1) m1 ≺ m2 =⇒ gm1 ≺ gm2, m1,m2 ∈M ;
2) m ≺ gm ∀m ∈M.
Ïóñòü x0 ∈ Kn, K[< x1, . . . , xn >]x0 � àëãåáðà ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé â òî÷êå x0, èçîìîðôíàÿ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ. Ðàññìîòðèì òî÷êó a ∈ J, ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ êîòîðîé â Kn ðàâíà x0,
è çíà÷èò, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè x0 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò òî÷êè a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F̂a ìíîæåñòâî Fa \K[< x1, . . . , xn >]x0 .

Ëþáîå ðàçáèåíèå {Uγ}γ∈Γ ìíîæåñòâà U (3.7) ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ìíîæå-

ñòâà F̂a. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

Yγ = X ∪ (
⋃

Θ≤γ′≤γ

Uγ′), (4.8)

ãäå X îïðåäåëåíî â (3.7), Θ = min{γ ∈ Γ}. Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

Y =
⋃
γ∈Γ

Yγ, Yγ′ ⊂ Yγ′′ , ∀γ′ < γ′′

Âîçüìåì òî÷êó a ∈ J è ðàññìîòðèì öåïü (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîäàëãåáð

Fγa = {f ∈ Fa : iv(f) ⊂ Yγ} (4.9)

àëãåáðû Fa. Çäåñü, êàê è ðàíüøå, iv(f) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ îò êîòî-
ðûõ çàâèñèò ðÿä f . Òîãäà öåïü {Fγa }γ∈Γ ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå {Φγ

a}γ∈Γ ìíîæåñòâà

F̂a íà áëîêè
Φγ
a = Fγa \ (

⋃
γ′<γ

Fγa ), Θ < γ, (4.10)

ΦΘ
a = FΘ

a \K[< x1, . . . , xn >]x0 .
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Êðîìå òîãî, öåïü ïîäìíîæåñòâ (4.8) ìíîæåñòâà Y ïîðîæäàåò öåïü êîîðäè-
íàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Jγ = {z ∈ J : y(z) = 0,∀y ∈ (Y \ Yγ)} (4.11)

ïðîñòðàíñòâà J. Î÷åâèäíî, âåðíû ôîðìóëû⋃
γ∈Γ

Jγ = J, Jγ′ ⊂ Jγ ∀γ′ < γ.

Íà ìíîæåñòâàõ U , F̂a äåéñòâèå ïîëóãðóïïû Nn
−0 = Nn \~0, ãäå ~0 � êîðòåæ èç

íóëåé, çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

αuiβ = uiα+β, αf = Dα(f)

äëÿ âñåõ α ∈ Nn
−0. Êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [11], F̂a ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì

Nn
−0-ìíîæåñòâîì, åñëè U � ñòðàòèôèöèðîâàííîå Nn

−0-ìíîæåñòâî.

Â äàëüíåéøåì âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F̂a ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì
Nn
−0-ìíîæåñòâîì, íàäåëåííûì ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäïîðÿäêîì (4.6) è ñòðîãèì

ïðåäïîðÿäêîì (4.7).
Îïðåäåëåíèå. Ðÿä f ∈ Fa âèäà

f = uiα + h, h ≺ uiα (4.12)

íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åíî ðàçðåøèìûì (îòíîñèòåëüíî uiα).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíûé ðÿä èç àëãåáðû Fa, à f ∈ Fa �

óïîðÿäî÷åíî ðàçðåøèìûé ðÿä îòíîñèòåëüíî uiα. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä F ðå-
äóöèðóåòñÿ ê ðÿäó r ∈ Fa îòíîñèòåëüíî f , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò δ ∈ Nn äëÿ
êîòîðîãî uiα+δ ∈ iv(F ) è ñóùåñòâóåò ðÿä q ∈ Fa òàêîé, ÷òî

F = qDδf + r,

ãäå q � F , r � F , uiα+δ /∈ iv(r).
Êîãäà F ðåäóöèðóåòñÿ ê r îòíîñèòåëüíî f , ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-

÷åíèå F −→
f
r.

Â [12] äîêàçàíî ñëåäóþùåå. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíûé ðÿä èç àëãåáðû Fa è
uiβ ∈ iv(F ). Åñëè f ∈ Fa � óïîðÿäî÷åíî ðàçðåøèì îòíîñèòåëüíî uiα è ñóùå-
ñòâóåò δ ∈ Nn òàêîé, ÷òî uiβ = uiα+δ, òî F −→

f
r.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî S â Fa íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðàçðåøèìûì, åñëè
êàæäûé ðÿä f ∈ S óïîðÿäî÷åíî ðàçðåøèì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî uiα. Ýëåìåíò
uiα íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì ðÿäà f è îáîçíà÷àåòñÿ ltf .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F ∈ Fa, à S = {f1, . . . , fk} ⊂ F(a) � ñëàáî ðàçðå-
øèìîå ïîäìíîæåñòâî. Ðÿä F ðåäóöèðóåòñÿ ê r ∈ F(a) îòíîñèòåëüíî S, åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîøàãîâûõ ðåäóêöèé âèäà

F −→
fi1

r1 −→
fi2

r2 −→
fi3

. . . −→
fip

r, (4.13)

ãäå fij ∈ S. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåäóêöèé êðàòêî îáîçíà÷àåòñÿ F −→
S
r.
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä f ∈ Fa íå ðåäóöèðóåìûé îòíîñèòåëüíî
ñëàáî ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà S, åñëè iv(f) ∩O(ltS) = ∅, ãäå

ltS = {ltf : f ∈ S}.

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä r ∈ Fa íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé ðÿäà f ∈ Fa îò-
íîñèòåëüíî ñëàáî ðàçðåøèìîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ Fa, åñëè f −→

S
r è r � íå

ðåäóöèðóåìûé îòíîñèòåëüíî S.
Íîðìàëüíàÿ ôîðìà ðÿäà f îòíîñèòåëüíî S îáîçíà÷àåòñÿNF (f ↓ S). Â îáùåì

ñëó÷àå íîðìàëüíàÿ ôîðìà ðÿäà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ñëàáî ðàçðåøè-
ìîãî ïîäìíîæåñòâà îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè íîðìàëüíîé
ôîðìû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû S áûëà ïàññèâíîé ñèñòåìîé [12].

Ââåäåì íà Nn áèíàðíóþ îïåðàöèþ

α � β = (µ1, . . . , µn),

ãäå α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn), µi = max(αi, βi)− αi .
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f1, f2 � äâà ðàçðåøèìûõ ðÿäà èç Fa âèäà

f1 = uiα + h1, f2 = uiβ + h2, (4.14)

ãäå uiα = ltf1, u
i
β = ltf2. Òîãäà ðàçíîñòü

Dα�βf1 −Dβ�αf2 (4.15)

íàçûâàåòñÿ τ -ðÿäîì îò f1, f2 è îáîçíà÷àåòñÿ τ(f1, f2).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S = {f1, . . . , fk} � ëîêàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà,
ÿâëÿþùàÿñÿ ñëàáî ðàçðåøèìûì ïîäìíîæåñòâîì â Fa. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû fi, fj ∈ S âèäà
(4.14) ñîîòâåòñòâóþùèé τ -ðÿä (4.15) ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëþ îòíîñèòåëüíî S.

Íèæåñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå è òåîðåìà äàþò îòâåò íà âîïðîñ î ïðèíàäëåæ-
íîñòè ðÿäà äèôôåðåíöèàëüíîìó èäåàëó.

Óòâåðæäåíèå 4.4 Ïóñòü S = {f1, . . . , fk} ⊂ Fa � ïàññèâíàÿ ñèñòåìà è
ltS = stS. Ðÿä f ∈ Fa ïðèíàäëåæèò äèôôåðåíöèàëüíîìó èäåàëó I = 〈〈S〉〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëþ îòíîñèòåëüíî S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f −→
S

0, òî èç îïðåäåëåíèÿ ðåäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî

f =
∑
aiαD

αfi, ãäå fi ∈ S, ò.å. f ∈ I.
Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ I. Êàê ïîêàçàíî â [12], êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èç

èäåàëà I çàâèñèò õîòÿ áû îò îäíîãî ýëåìåíòà èç îðáèòû O(ltS). Åñëè f −→
S
r, ãäå

ðÿä r íå ðåäóöèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî S, òî r íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ èç O(ltS).
Çíà÷èò, r = 0.

Åñëè ñèñòåìà S íå ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíîé, òî óòâåðæäåíèå 4.4, â îáùåì ñëó÷àå,
íå âåðíî, ò.ê. ðåçóëüòàò ðåäóêöèè îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî.

Ïðèìåð. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà S = {f1 = u1,1 + u, f2 = u0,2 − u} è ðÿä f =
u1,2− u1,0. Äàííàÿ ñèñòåìà íå ïàññèâíà, ò.ê. D2f1−D1f2 = u1,0 + u0,1 íå çàâèñèò
îò ýëåìåíòîâ îðáèòû O(lt(u0,2), lt(u1,2)). Ðÿä f ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè
f = D2f1−u1,0−u0,1, f = D1f2, ò.å. â ïåðâîì ñëó÷àå f ðåäóöèðóåòñÿ ê −u1,0−u0,1,
à âî âòîðîì ê íóëþ.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ Fb, òî f ∈ Fa äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê a. Ïóñòü
S = {f1, . . . , fk} ⊂ Fb � ëîêàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà è fi(b) = 0 ∀i ∈
Nk. Áóäåì íàçûâàòü òî÷êè a, b ∈ J ýêâèâàëåíòíûìè ïî ìîäóëþ S (è ïèñàòü
a ∼ bmodS), åñëè fi ∈ Fa è fi(a) = 0 äëÿ âñåõ fi ∈ S.

Òåîðåìà. Ïóñòü S = {f1, . . . , fk} ⊂ Fb � ëîêàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñè-
ñòåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëàáî ðàçðåøèìûì ïîäìíîæåñòâîì â Fb, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè, è fi(b) = 0 äëÿ âñåõ fi ∈ S. Òîãäà S � ïàññèâíàÿ
ñèñòåìà, ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ J ýêâèâàëåíòíàÿ b ïî ìîäóëþ S è áðóñ W ,
ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó, òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî ZW (f) âèäà (4.1) ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì â W ñ ñèñòåìîé ïàðàìåòðîâ Y \ ltS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàññèâíîñòü ñèñòåìû S äîêàçàíà â ðàáîòå [11]. Òàì æå ïî-
êàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ J (a ∼ bmodS ) òàêàÿ, ÷òî f(a) = 0 äëÿ âñåõ
ðÿäîâ f èç îðáèòû O(S). Êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëèçî-
âàííîé ñèñòåìû B îáðàçóþùèõ èäåàëà 〈〈S〉〉, ìíîæåñòâî ãëàâíûõ ïåðåìåííûõ
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ltS.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S � íîðìàëèçîâàííîå ìíî-
æåñòâî (èëè â òåðìèíîëîãèè [20] îðòîíîìíîå), ò.ê. ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîò
[11], [12], S � ïàññèâíàÿ ñèñòåìà è ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå ìíîæåñòâî S ′ òàêîå,
÷òî 〈〈S〉〉 = 〈〈S ′〉〉. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ðîñòêè Za(S), Za(S ′)
ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÷òî íàéäåòñÿ áðóñ W , ñîäåð-
æàùèé òî÷êó a òàêîé, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ZW (S ′) � ìíîãîîáðàçèå â
áðóñå W .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.2, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé èç B̃, ñîîòâåòñòâóþùåå íîðìàëèçîâàííîé ñèñòåìå îáðàçóþùèõ B èäå-
àëà 〈〈S ′〉〉 çàäàíî â íåêîòîðîì áðóñå V ⊂ J. Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.1,

ñóùåñòâóåò áðóñ U(aτ , ρ), â êîòîðîì âñå ôóíêöèè èç ˜O(S ′) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêèìè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
èç B̃ òàêæå îïðåäåëåíî â U(aτ , ρ). Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì êàê ñòðîèëàñü â [11] íîð-
ìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ.

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà U (3.7) ïîðîæäàåò öåïü ïîäàë-
ãåáð Fγa (4.9), öåïü ïîäïðîñòðàíñòâ Jγ (4.11) è ðàçáèåíèå {Φγ

a}γ∈Γ (4.10). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç aγ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ òî÷êè a íà ïîäïðîñòðàíñòâî Jγ. Ââåäåì
åùå îáîçíà÷åíèÿ:

γ0 = min{γ ∈ Γ : O(S) ∩ Fγa 6= ∅}, Πγ = U(aτ , ρ) ∩ Jγ,

Oγ = O(S) ∩ Fγa , Cγ = O(S) ∩ Φγ
a,

ãäå Fγa , Φγ
a çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (4.9) è (4.10) ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, äëÿ

ëþáîãî γ∗ ≥ γ âåðíà ôîðìóëà

Oγ? = Cγ? ∪
⋃

γ0≤γ<γ?

Cγ. (4.16)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç < Oγ >aγ èäåàë àëãåáðû Fγa , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì Oγ.
Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï òðàñôèíèòíîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî
1) äëÿ ëþáîãî γ ≥ γ0 ñóùåñòâóåò íîðìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ Bγ

èäåàëà < Oγ >aγ àëãåáðû Fγa òàêàÿ, ÷òî Lγ = ltOγ, ãäå Lγ � ìíîæåñòâî ãëàâíûõ
ïåðåìåííûõ ñèñòåìû Bγ;
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2) âñå ôóíêöèè èç B̃γ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â â Πγ.
Ïðè γ = γ0 âåðíû ðàâåíñòâà

Oγ0 = S ∩ Fγ0a = S ∩ Φγ0
a = Cγ0 .

Íåñëîæíî âèäåòü [11], ÷òî ìíîæåñòâî Oγ0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé ñèñòåìîé
îáðàçóþùèõ èäåàëà < Oγ0 >aγ0

. Çíà÷èò, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.2, àíàëèòè÷å-
ñêîå ìíîæåñòâî

Zγ0 = {z ∈ Πγ0 : f̃(z) = 0, ∀f ∈ Õγ0}
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â Πγ0 . Î÷åâèäíî, Lγ0 = ltOγ0 .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ γ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì γ0 ≤
γ < γ∗ âåðíû óòâåðæäåíèÿ: ñóùåñòâóåò íîðìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ
Bγ èäåàëà < Oγ >aγ òàêàÿ, ÷òî Lγ = ltOγ è âñå ôóíêöèè èç B̃γ ÿâëÿþòñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè â Πγ. Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå æå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî ïðè γ = γ∗.

Ñîãëàñíî (4.16) è ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ìíîæåñòâî

Gγ∗ = Cγ? ∪
⋃

γ0≤γ<γ?

Bγ

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ èäåàëà < Oγ∗ >aγ∗ . Èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî Gγ∗ ,
â [11] ïîñòðîåíà íîðìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ Bγ∗ . Â ðàññìàòðèâàå-
ìîì íàìè ñëó÷àå, ãäå S ′ � êàíîíè÷åñêîå ìíîæåñòâî, èìååòñÿ ñâîÿ ñïåöèôèêà.
Èìåííî, ëþáîé ðÿä f ∈ Cγ∗ èìååò âèä f = uiα + g, ãäå g ≺ uiα, ïðè ýòîì ðÿä
g ∈ Fγa , γ < γ∗, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò ãëàâíûõ ïåðåìåííûõ íîðìàëèçîâàííîé
ñèñòåìû îáðàçóþùèõ Bγ, â ñèëó ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (3.8). Êîýô-
ôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìè, ñõîäÿùèìèñÿ â Πγ,
ñîãëàñíî (2.5), è çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû
Bγ. Åñëè âûðàçèòü ãëàâíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â g, ÷åðåç ðÿäû èç Bγ, òî
ïîëó÷èì ðÿä f∗ ∈ Bγ∗ , ñõîäÿùèéñÿ â Πγ∗ .

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, ìíîæåñòâî B =
⋃
γ0≤γ Bγ ÿâëÿ-

åòñÿ íîðìàëèçîâàííîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ èäåàëà 〈〈S〉〉 è ñîîòâåòñòâóþùåå
ìíîæåñòâî B̃ ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â áðóñå U(aτ , ρ). Äëÿ çàâåð-
øåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà óòâåðæäåíèå 1.2.

Çàìå÷àíèå. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü êàñàòåëüíûå ðàññëîå-
íèÿ è âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ, à òàêæå ïó÷êè ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé [14, 23].

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Äþáðåé-Æàêîòåí [24]

∆ψ +
ρ′

2ρ
[(∇ψ)2 + y] + F = 0, (4.17)

ãäå ψ � ôóíêöèÿ òîêà, çàâèñÿùàÿ îò x, y, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, çàâèñÿùàÿ îò
ψ, ∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà, (∇ψ)2 = ψ2

x+ψ2
y, F � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ψ. Äàííîå

óðàâíåíèå îïèñûâàåò, ïëîñêîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèä-
êîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ (äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
íà J) äàííîå óðàâíåíèå çàäàåòñÿ ðÿäîì

u(2,0) + u(0,2) +
ρ′

2ρ
[u2

(1,0) + u2
(0,1) + x2] + F,
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ãäå ρ, F - àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îò u(0,0). Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü
ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ è ïèñàòü, íàïðèìåð, ux, uy âìåñòî u(1,0), u(0,1).

Ìû õîòåëè áû óçíàòü ïðè êàêèõ ôóíêöèÿõ ρ, F óðàâíåíèå (4.17) äîïóñêàåò
îáîáùåííîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ , ò.å. ðåøåíèÿ âèäà ψ = G(α(x) + β(y)), ãäå
α, β � ôóíêöèè îò x è y ñîîòâåòñòâåííî, G � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Òàêîãî òèïà
ðåøåíèÿ îïèñàíû â [22], äëÿ ñëó÷àÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ýòó çàäà-
÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû,
îáðàçîâàííîé óðàâíåíèåì (4.17) è óðàâíåíèåì

φ(ψ)xy = 0, (4.18)

ãäå φ � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê G.
Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ w = φ(ψ), òîãäà óðàâíåíèÿ (4.17), (4.18) áóäóò èìåòü

âèä

∆w + (∇w)2r + yf + g = 0, (4.19)

wxy = 0. (4.20)

Çäåñü r, f, g � íåêîòîðûå ôóíêöèè îò w. Êðàòêî îïèøåì èññëåäîâàíèå ñîâìåñò-
íîñòè ñèñòåìû (4.19), (4.20), èñïîëüçóÿ ìåòîäû îïèñàííûå âûøå. Îïåðàòîðû
ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (3.8) áóäåì îáîçíà÷àòü Dx, Dy. Âû÷èñëåíèÿ îáú-
åìíûå, ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple [10].

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð DxDy ê (4.19) è ðåäóöèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îò-
íîñèòåëüíî (4.20), ò.å. çàìåíÿÿ âñå wxy, wxxy, wxxxy íà 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðåäóöèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî (4.19), ïîëó÷à-
åì íåêîòîðûé ïîëèíîì E1 îòíîñèòåëüíî wx, wy. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà îáðàùàþòñÿ â íîëü, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî
òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå (4.19) èìååò âèä

∆w + (∇w)2 + ay + bw = 0, a, b ∈ R.

Îáîáùåííîå ðàçäåëåíèå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â [22], òàì æå ïðåä-
ñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå êàðòèíû ëèíèé òîêà. Çàìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëü-
íûé èäåàë, ïîðîæäåííûé ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì è (4.19), îáëàäàåò íîðìàëèçî-
âàííîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ. Ãëàâíûìè ïåðåìåííûìè ýòîé ñèñòåìû îáðàçóþ-
ùèõ ìîæíî ñ÷èòàòü Dn

xD
m
y wxx, D

n
xD

m
y wxy, n,m ∈ N.

Åñëè ïîëèíîì E1 � íå íóëåâîé, òî ïðèìåíÿÿ ê íåìó îïåðàòîð Dx è ðåäó-
öèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî (4.19), (4.20), ïîëó÷èì íåêîòîðîå
ñîîòíîøåíèå E10. Åñëè æå ïðèìåíèòü ê ïîëèíîìó E1 îïåðàòîð Dy è ðåäóöèðî-
âàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî (4.19), (4.20), òî ïîëó÷èì íåêîòîðîå
ñîîòíîøåíèå E01. Èñïîëüçóþ (4.19), (4.20), èç ñîîòíîøåíèé E10, E01 ìîæíî èñ-
êëþ÷èòü âñå ïåðåìåííûå wxy, wxx, wyy è ïîëó÷èòü íîâûé ïîëèíîì E2 îò wx, wy.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîëèíîìû E1, E2 îòëè÷àþòñÿ ëèøü ìíîæèòåëåì.
Ýòî äàåò ñåìü îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà òðè ôóíêöèè
f, g, r, ñòîÿùèå â ëåâîé ÷àñòè (4.19). Èç ýòèõ ñåìè óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü
òðè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðåøàÿ êîòîðûå íàõîäèì:

r =
1

−2w + c0

, g =
c1

−2w + c0

, f =
c2

−2w + c0

,
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ãäå c0, c1, c2 ∈ R. Çíà÷èò, óðàâíåíèå (4.19) èìååò âèä

∆w + (∇w)2 1

−2w + c0

+ y
c2

−2w + c0

+
c1

−2w + c0

= 0.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ
(4.20) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

w = b1y + a2x
2 + a1x+ a0, (4.21)

ãäå b1, a1 ∈ R, a2 = c2/4b1, a0 = (c1 + 2c0a2 + a2
1 + b2

1)/4a2. Åñëè ââåñòè íîâûå
ïåðåìåííûå

y′ = y + c1/c2, w′ = w − c0/2,

òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

∆w′ +
(∇w′)2

−2w′
+

c2y
′

−2w′
= 0.

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû
w′ = ψ2 − c2/4

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ òîêà â ôîðìå Äþáðåé-Æàêîòåí

∆ψ +
c2

c2ψ − 4ψ3
[(∇ψ)2 + y] = 0. (4.22)

Çíà÷èò, íàéäåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ψ = (w − c0/2 + c2/4)1/2,

ãäå ôóíêöèÿ w çàäàíà ôîðìóëîé (4.21). Íåêîòîðûå äðóãèå óðàâíåíèÿ Äþáðåé-
Æàêîòåí, äîïóñêàþùèå îáîáùåííîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ íàéäåíû â [25].

Â [22] ïðåäñòàâëåíà ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèÿ Äþáðåé-Æàêîòåí.
Èç ðåçóëüòàòîâ êëàññèôèêàöèè ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (4.22) äîïóñêàåò äâóìåð-
íóþ àëãåáðó ñèììåòðèé, è íàéäåííîå çäåñü ðåøåíèå (4.21) íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòíûì.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàëàñü àëãåáðà ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ Fa, âìåñòî íåå
ìîæíî èçó÷àòü êîëüöî ðîñòêîâ ãëàäêèõ (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ) âå-
ùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ïðè ýòîì áîëüøèíñòâî ïðåäñòàâëåííûõ çäåñü ðå-
çóëüòàòîâ îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. Íàøè ðàññóæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îñíîâàíû
íà òåîðåìå äåëåíèÿ Âåéåðøòðàññà, íî óòâåðæäåíèå îá åäèíñòâåííîñòè îñòàòêà
èìååò ìåñòî è â ãëàäêîì ñëó÷àå, åñëè ó ñîîòâåòñòâóþùåãî èäåàëà ñóùåñòâóåò
íîðìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
òåîðåìà Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè [26].

Íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàñïðîñòðàíåíèå îïèñàííîãî ïîäõîäà íà
ðàçíîñòíûå àëãåáðû è óðàâíåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, îãðàíè÷èòüñÿ ëîêàëüíûìè àë-
ãåáðàìè äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåëüçÿ. Òåì íå ìåíåå ñèììåòðèè
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ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé áûëè ââåäåíû Â.À. Äîðîäíèöûíûì [27] è àêòèâíî èçó-
÷àþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ äëÿ
ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ ó÷åíûõ â Ñèáèðñêîì ôå-
äåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå (äîãîâîð 14.Y26.31.0006) è Ïðîãðàìì ãîñóäàðñòâåííîé
ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-544.2012.1, ÍØ-6293.2012.9).
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