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� âûäåëåíèå âåòâåé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé✱ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò è âåòâåé✱ óõîäÿùèõ â áåñêîíå÷íîñòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ìíîãîóãîëüíèêà ❮üþòîíà❀

� íàõîæäåíèå ðàçëîæåíèé âåòâåé â äðîáíî✲ ñòåïåííûå ðÿäû❀

� ïðèìåíåíèå ñòåïåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèé óðàâ✲

íåíèÿ ✭✵✳✸✮ â âèäå ôóíêöèé ① ❂ ✟✭t✮ îò ïàðàìåòðà t❀ ëèáî íàáîðà àñèìïòî✲

òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ïàðàìåòðó✳

❰ñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû çàêëþ÷åíî â ñåìè ðàçäåëàõ✳ Ðàçäåë ✶✲✻ ñî✲

äåðæèò îñíîâíûå ïîíÿòèÿ✱ ôàêòû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çà✲

äà÷✳ ➶ Ðàçäåëå ✼ äåòàëüíî èññëåäóþòñÿ ✸ àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå ìåòîäîì

ìíîãîóãîëüíèêà ❮üþòîíà è ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ ñòåïåííûõ ïðåîáðàçî✲

âàíèé✳

✺



✶ ❐îìàíàÿ ❮üþòîíà

Ïëîñêîé àôèííîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàþò ìíîæåñòâî òî÷åê

àôèííîé ïëîñêîñòè✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

❢✭①❀ ②✮ ❂ ✵❀ ✭✶✳✶✮

ãäå ❢✭①❀ ②✮ ïîëèíîì îò äâóõ ïåðåìåííûõ ① è ② ñ êîýôôèöèåíòàìè èç àë✲

ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ✳ Ïðè çàìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîëèíîì ❢

ìåíÿåòñÿ è îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïîäõîäÿ✲

ùåé ñèñòåìû êîîðäèíàò✱ ïðè ïåðåõîäå ê êîòîðîé çàäàííûé ïîëèíîì èìååò

íàèáîëåå ïðîñòîé âèä èëè îáëàäàåò íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè✱

ïîçâîëÿþùèìè íàì ãîâîðèòü î òåõ èëè èíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ íà✲

øåé êðèâîé✳ Ïîðÿäîê àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïîëè✲

íîìà ❢✿ Ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîðÿäîê àëãåáðàè÷åñêîé

êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ✳

Ïóñòü ïîëèíîì ❢✭①❀ ②✮ èìååò âèä

❢✭①❀ ②✮ ❂
♥❳

❥✰❦❂✵

❛❥❦①
❥②❦❀ ✭✶✳✷✮

ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ❛❥❦ ñ ❥ ✰ ❦ ❂ ♥ îòëè÷íî îò íóëÿ✱ çäåñü ♥�
ýòî ïîðÿäîê ýòîé êðèâîé✳ Ðàññìîòðèì â êîîðäèíàòíîé ✭❥❀ ❦✮� ïëîñêîñòè

ìíîãîóãîëüíèê ❮üþòîíà ◆ ✭❢✮ ïîëèíîìà ✭✶✳✷✮✳ ❒íîãîóãîëüíèê ❮üþòîíà

îãðàíè÷åí ëîìàíîé ▲✭❢✮✱ êîòîðóþ íàçûâàþò ëîìàíîé ❮üþòîíà✳ ❐îìàíàÿ

❮üþòîíà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà çâåíüåâ ✭Ðèñ✳ ✶✮✳ Ïîä÷åðêíåì✱ ÷òî ïî

îïðåäåëåíèþ ëîìàíàÿ ❮üþòîíà çàâèñèò íå òîëüêî îò ñàìîé àëãåáðàè÷åñêîé

êðèâîé✱ íî è îò âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò✳ ❒íîãîóãîëüíèê ❮üþòîíà

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ îòðåçêîì✳ ➴ñëè ëîìàíàÿ ❮üþòîíà

íå ñîäåðæèò òî÷åê íà íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ✵❥❀ òî êðèâàÿ ✭✶✳✶✮ èìååò

âåòâü ② ❂ ✵✿ ➴ñëè ëîìàíàÿ ❮üþòîíà íå ñîäåðæèò òî÷åê íà íåîòðèöàòåëüíîé

ïîëóîñè ✵❦❀ òî êðèâàÿ ✭✶✳✶✮ èìååò âåòâü ① ❂ ✵✳ ✃ðèâàÿ âèäà ✭✶✳✶✮ ïðîõîäèò

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱ êîãäà

✭✵❀ ✵✮ ❂✷ ◆ ✭❢✮✿

✻



Ðèñóíîê ✶

Ðàçîáüåì ëîìàíóþ ❮üþòîíà ▲✭❢✮ íà ñëåäóþùèå äâà ìíîæåñòâà✿ ìíî✲

æåñòâî îáûêíîâåííûõ çâåíüåâ ▲♦✭❢✮ è ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ çâåíüåâ

▲s✭❢✮✿ ➪óäåì ãîâîðèòü✱ ÷òî çâåíî � ëîìàíîé ❮üþòîíà ▲✭❢✮ ÿâëÿåòñÿ îáûê✲
íîâåííûì✱ åñëè íàïðàâëåíèå çâåíà � íå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì êîîð✲

äèíàòíûõ îñåé ✵❥ è ✵❦✿ ➶ ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü✱ ÷òî çâåíî �

ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî

▲✭❢✮ ❂ ▲♦✭❢✮ ❬ ▲s✭❢✮✿

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî îáûêíîâåííûõ çâåíüåâ ▲♦✭❢✮ íà ñëåäóþùèå ïîäìíî✲

æåñòâà ✭ñì✳ Ðèñ✳ ✶✮✿ ▲✭✵❀✵✮✲ ìíîæåñòâî çâåíüåâ✱ áëèæàéøèõ ê íóëåâîé òî÷êå

è èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû❀ ▲✭✵❀✶✮✲ ìíîæåñòâî çâå✲

íüåâ✱ áëèæàéøèõ ê îñè ✵❦ è èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíûå óãëîâûå êîýôôèöè✲

åíòû❀ ▲✭✶❀✵✮✲ ìíîæåñòâî çâåíüåâ✱ áëèæàéøèõ ê îñè ✵❥ è èìåþùèõ ïîëîæè✲

òåëüíûå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû❀ ▲✭✶❀✶✮✲ ìíîæåñòâî çâåíüåâ✱ îòäàëåííûõ

îò íóëåâîé òî÷êè è èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû✳

➘ëÿ êàæäîãî îáûêíîâåííîãî çâåíà � ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ✭☛❀ ❦✭☛✮✮❀

✭☞❀ ❦✭☞✮✮ ✭☛ ❁ ☞✮ áóäåì åãî äëèíîé ❧ ❂ ❧✭�✮ íàçûâàòü äëèíó åãî ïðîåê✲

öèè íà îñü ✵❦✱ ò✳å✳ ÷èñëî ❦✭☞✮ � ❦✭☛✮✳ Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì

îáûêíîâåííîãî çâåíà � áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîì âèäà✿

✙�✭t✮ ❂
❳

✭❥❀❦✮✷�
❛❥❦t

❦�❦✭☛✮✿ ✭✶✳✸✮

✼



Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì çâåíà � èìååò ñòåïåíü ❧✭�✮ è íå èìååò íóëå✲

âûõ êîðíåé✳ ×èñëî

✧� ✿❂
☞ � ☛

❦✭☛✮� ❦✭☞✮
✭✶✳✹✮

áóäåì íàçûâàòü ïîêàçàòåëåì çâåíà �✿

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ çâåíüåâ ▲s✭❢✮ íà ñëåäóþùèå ïîäìíî✲

æåñòâà ✭ñì✳ Ðèñ✳ ✶✮✿ ▲✵❀✄✭❢✮✲ ìíîæåñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ çâåíüåâ✱ ëåæàùèõ

íà îñè ✵❦✱ ▲✶❀✄✭❢✮✲ ìíîæåñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ çâåíüåâ✱ îòäàëåííûõ îò îñè

✵❦❀ ▲✄❀✵✭❢✮✲ ìíîæåñòâî âåðòèêàëüíûõ çâåíüåâ✱ ëåæàùèõ íà îñè ✵❥❀ ▲✄❀✶✭❢✮✲

ìíîæåñòâî âåðòèêàëüíûõ çâåíüåâ✱ îòäàëåííûõ îò îñè ✵❥✳

➘ëÿ êàæäîãî ãîðèçîíòàëüíîãî çâåíà

� ✷ ▲✭✵❀✄✮ ❬ ▲✭✶❀✄✮

ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ✭☛❀ ❦✵✮❀ ✭☛❀ ❦✵✵✮ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äëèíû✱ îïðåäåëÿþò✲

ñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì è ïîêàçàòåëü✳ ➘ëèíà ❧✭�✮ ãîðèçîíòàëüíîãî

çâåíà � ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ✭☛❀ ❦✵✮❀ ✭☛❀ ❦✵✵✮ ñîâïàäàåò ñ ❦✵✵ � ❦✵✱ õàðàêòå✲

ðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì òàêîãî çâåíà � èìååò âèä✿

✙�✭t✮ ❂
❳

✭❥❀❦✮✷�
❛❥❦t

❦�❦✵

✿ ✭✶✳✺✮

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ãîðèçîíòàëüíîãî çâåíà ✭êàê è îáûêíîâåí✲

íîãî✮ èìååò ñòåïåíü ❧✭�✮ è íå èìååò íóëåâûõ êîðíåé✳ Óðàâíåíèå ïðÿìîé✱

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãîðèçîíòàëüíîå çâåíî �✱ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

❥ ❂ ☛❀

òàêèì îáðàçîì✱ ïîêàçàòåëü ãîðèçîíòàëüíîãî çâåíà ðàâåí íóëþ✳ ❮àêîíåö✱

äëÿ êàæäîãî âåðòèêàëüíîãî çâåíà

� ✷ ▲✭✄❀✵✮ ❬ ▲✭✄❀✶✮

ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ✭❥✵❀ ☞✮❀ ✭❥✵✵❀ ☞✮ ïîíÿòèÿ äëèíû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ïîëèíîìà è ïîêàçàòåëÿ ââîäÿòñÿ íåñêîëüêî èíà÷å✳ ➘ëèíîé ❧✭�✮ âåðòèêàëü✲

íîãî çâåíà � ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ✭❥✵❀ ☞✮❀ ✭❥✵✵❀ ☞✮ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ❥✵✵ � ❥✵✿

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì òàêîãî çâåíà � îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

✽



✙�✭t✮ ❂
❳

✭❥❀☞✮✷�
❛❥☞t

❥�❥✵

✿ ✭✶✳✻✮

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì âåðòèêàëüíîãî çâåíà òàêæå èìååò ñòåïåíü

❧✭�✮ è íå èìååò íóëåâûõ êîðíåé✳ Óðàâíåíèå ïðÿìîé✱ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåð✲

òèêàëüíîå çâåíî �✱ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

❦ ❂ ❜❀

òàêèì îáðàçîì✱ ïîêàçàòåëü âåðòèêàëüíîãî çâåíà ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûì

áåñêîíå÷íîñòè✳ ❐îìàíàÿ ❮üþòîíà ▲✭❢✮ íåñåò âàæíóþ èíôîðìàöèþ îá àë✲

ãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ✭✶✳✶✮✳ ❰íà✱ âîîáùå ãîâîðÿ✱ îïðåäåëÿåò âåòâè êðèâîé✱

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò✱ íåíóëåâûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé

ñ îñÿìè êîîðäèíàò à òàêæå íåîãðàíè÷åííûå âåòâè ýòîé êðèâîé✳

✾



✷ Ïîäãîòîâèòåëüíàÿ òåîðåìà ➶åéåðøòðàññà

Ñòðóêòóðó àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä✲

ñêàçûâàåò Ïîäãîòîâèòåëüíàÿ òåîðåìà ➶åéåðøòðàññà ✭❱♦r❜❡r❡✐t✉♥❣ss❛t③✮✳

❰íà ëåæèò â îñíîâå ñâÿçåé ìåæäó êîìïëåêñíûì àíàëèçîì è àëãåáðîé è

îáîáùàåò èçâåñòíîå ñâîéñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî

îáðàùàòüñÿ â íóëü êàê öåëûå ñòåïåíè ③ � ❛ ✿ åñëè ❢✭❛✮ ❂ ✵ ✭íî íå ðàâíà

íóëþ òîæäåñòâåííî✮✱ òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ❛

❢✭③✮ ❂ ✭③ � ❛✮q❣✭③✮❀ ✭✷✳✶✮

ãäå ❣ ãîëîìîðôíà è ❣✭③✮ ✻❂ ✵✳

➶ ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ìåñòî ñòåïåíè ③�❛ çàíèìàåò ìíîãî÷ëåí ïî îäíîé

èç ïåðåìåííûõ✱ íàïðèìåð ③♥❀ ñ êîýôôèöèåíòàìè✱ ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèìè

îò îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ✵③ ❂ ✭③✶❀ ✿✿✿❀ ③♥�✶✮✿

Òåîðåìà ✷✳✶ ❬✻❪ Ïóñòü ôóíêöèÿ ❢ ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

❯ òî÷êè ❛ ✷ ❈♥ è ❢✭❛✮ ❂ ✵✱ íî ❢✭✵❛❀ ③♥✮ íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî✳

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ❱ ýòîé òî÷êè

❢✭③✮ ❂ ❲ ✭✵③❀ ③♥✮❣✭③✮❀ ✭✷✳✷✮

ãäå

❲ ✭✵③❀ ③♥✮ ❂ ✭③♥ � ❛♥✮
q ✰ ❝✶✭

✵③✮✭③♥ � ❛♥✮
q�✶ ✰ ✿✿✿✰ ❝q✭

✵③✮

�ïîëèíîì îò ③♥ ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè ❝✗ â îêðåñòíîñòè ✵❱❀

❝✗✭
✵❛✮ ❂ ✵❀ à q ✕ ✶� ïîðÿäîê íóëÿ ❢✭✵❛❀ ③♥✮ â òî÷êå ③♥ ❂ ❛♥ è ❣✭③✮ ãîëî✲

ìîðôíà â ❱ è íå îáðàùàåòñÿ òàì â íóëü✳

Ôóíêöèþ ❲ ✭✵③❀ ③♥✮ íàçûâàþò ïñåâäîïîëèíîìîì ➶åéåðøòðàññà✳

➘àëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîì ❢✭①❀ ②✮ äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåí✲

íûõ ①❀ ②✿ ➶ ñèëó Òåîðåìû ✷✳✶ ïîëèíîì ❢✭①✿②✮ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðåäñòàâ✲

ëÿåòñÿ â âèäå

❢✭①❀ ②✮ ❂ ❲ ✭①❀ ②✮❣✭①❀ ②✮❀ ✭✷✳✸✮

ãäå ♣ ✕ ✵❀ ❲ ✭①❀ ②✮ ❂ ②q ✰ ❝q�✶✭①✮②
q�✶ ✰ ✿✿✿ ✰ ❝✵✭①✮� ïñåâäîïîëèíîì ➶åé✲

åðøòðàññà✳ ➮ç ïðåäñòàâëåíèÿ ✭✷✳✸✮ ñëåäóåò✱ ÷òî ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

✶✵



ïðîõîäÿò q âåòâåé ✭ñ ó÷➻òîì êðàòíîñòè✮ âèäà

② ❂
✶❳
❦❂✶

❝❦①
❦
r ❀ ✭✷✳✹✮

ãäå r ✷ ◆✿ Ðÿä ✭✷✳✹✮ ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ✳

Ïðèìåð ✷✳✶

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ❢✭①❀ ②✮ ❂ ②✷ � ② ✰ ①✿ ➮ññëåäóåì ñòðóêòóðó êðèâîé

❢✭①❀ ②✮ ❂ ②✷ � ② ✰ ① ❂ ✵

â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò✱ èñïîëüçóÿ Ïîäãîòîâèòåëüíóþ òåîðåìó

➶åéåðøòðàññà✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî ❢✭✵❀ ✵✮ ❂ ✵❀ à ❢✭✵❀ ②✮ ❂ ②✷ � ② ❂ ✵ ïðè

② ❂ ✵❀ ② ❂ ✶❀ òî åñòü ❢✭✵❀ ②✮ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî✳ Ïðåä✲

ñòàâëåíèå ✭✷✳✸✮ äëÿ äàííîãî ïîëèíîìà èìååò âèä

②✷ � ② ✰ ① ❂ ❲ ✭①❀ ②✮❣✭①❀ ②✮❀

ãäå ïñåâäîïîëèíîì ➶åéåðøòðàññà

❲ ✭①❀ ②✮ ❂ ② � ✶�♣✶� ✹①

✷
❀

à ôóíêöèÿ

❣✭①❀ ②✮ ❂ ② � ✶ ✰
♣
✶� ✹①

✷
✿

➘åéñòâèòåëüíî✱ óðàâíåíèå

②✷ � ② ✰ ① ❂ ✵

èìååò äâà êîðíÿ

②✶✭①✮ ❂
✶ ✰

♣
✶� ✹①

✷
❀ ②✷✭①✮ ❂

✶�♣✶� ✹①

✷
❀

②✶✭✵✮ ❂ ✶❀ ②✷✭✵✮ ❂ ✵✿

Òàêèì îáðàçîì✱ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ âåòâü

②✭①✮ ❂
✶�
♣
✶�✹①
✷

✿

Ïðèìåð ✷✳✷

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ❢✭①❀ ②✮ ❂ ①✸ ✰ ②✸ � ✸①②✿ ➬àìåòèì✱ ÷òî ❢✭✵❀ ✵✮ ❂ ✵❀

à ❢✭✵❀ ②✮ ❂ ②✸ ❂ ✵ ïðè ② ❂ ✵✿ ➶ äàííîì ñëó÷àå ïñåâäîïîëèíîì ❲ ✭①❀ ②✮

ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ïîëèíîìîì ❢✭①❀ ②✮❀ òî åñòü

❲ ✭①❀ ②✮ ❂ ①✸ ✰ ②✸ � ✸①②❀

✶✶



à ❣✭①❀ ②✮ ✑ ✶✿ Ïðîâåðèì óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà ❲ ✭①❀ ②✮❀ ïå✲

ðåïèñàâ åãî äëÿ óäîáñòâà â âèäå ❲ ✭①❀ ②✮ ❂ ②✸ � ✸①② ✰ ①✸ ✿

❝✶✭①✮ ❂ ✵❀ ❝✷✭①✮ ❂ �✸①❀ ❝✸✭①✮ ❂ ①✸❀

❝✶✭✵✮ ❂ ✵❀ ❝✷✭✵✮ ❂ ✵❀ ❝✸✭✵✮ ❂ ✵✿

✶✷



✸ ✃ðàòíûå òî÷êè êðèâîé

Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå êðèâîé ✭✶✳✶✮ è ïðÿìîé

▲ ✿ ① ❂ ❛✰ ✕t❀ ② ❂ ❜✰ ✖t❀

êîãäà ▲ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P ✭❛❀ ❜✮ êðèâîé✳ ïðÿìàÿ ▲ îïðåäåëÿåòñÿ îò✲

íîøåíèåì ✕ ✿ ✖✿ Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ▲ è êðèâîé ✭✶✳✵✮ ñîîòâåòñòâóåò

êîðíåì óðàâíåíèÿ

❢✭❛✰ ✕t❀ ✮ ✭② ❂ ❜✰ ✖t✮ ❂ ✵✿

Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ñòåïåíÿì t ✿

✭❢①✕✰ ❢②✖✮t✰
✶

✷✦
✭❢①①✕

✷ ✰ ✷❢①②✕✖✰ ❢②②✖
✷✮t✷ ✰ ✿✿✿ ❂ ✵✿

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà ❢ äî ïîðÿäêà r � ✶ âêëþ✲

÷èòåëüíî îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷êå P è õîòÿ áû îäíà ïðîèçâîäíàÿ r✲ãî

ïîðÿäêà îòëè÷íà îò íóëÿ â ýòîé òî÷êå✳ Òîãäà âñÿêàÿ ïðÿìàÿ✱ ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç P❀ èìååò ñ êðèâîé ïî ìåíüøåé ìåðå r✲ êðàòíîå ïåðåñå÷åíèå â òî÷êå P✿

➶ ýòîì ñëó÷àå P íàçûâàþòòî÷êîé êðàòíîñòè r✳ Òî÷êà êðèâîé ✭✶✳✶✮✱ èìåþ✲

ùàÿ êðàòíîñòü ✶❀ íàçûâàþò îáûêíîâåííîé òî÷êîé êðèâîé✳ Òî÷êè êðàòíîñòè

✷ è áîëåå íàçûâàþò îñîáûìè òî÷êàìè✳

✶✸



✹ ➶åòâè êðèâîé✱ ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò

➶ äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé✱ êîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò ✭✵❀ ✵✮

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êðèâîé ✭✶✳✶✮❀ â ñèëó ✭✶✳✷✮ ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî ❛✵✵ ❂ ✵ èëè✱

òî✱ ÷òî òî÷êà ✭✵❀ ✵✮ ❂✷ ◆ ✭❢❀ ✛✮✿ ❰áû÷íî ïðè àíàëèçå íóëåâîé òî÷êè êðèâîé

ðàçëè÷àþò äâà ñëó÷àÿ✱ êîãäà ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé è êîãäà îíà

ÿâëÿåòñÿ îñîáîé✳ ➶ ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî îäíà èç ïðîèçâîä✲

íûõ ❢ ✵
①✭✵❀ ✵✮❀ ❢

✵
②✭✵❀ ✵✮❀ òî åñòü îäíî èç ÷èñåë ❛✵✶❀ ❛✶✵ îòëè÷íî îò íóëÿ❀ â ýòîì

ñëó÷àå ÷åðåç íóëåâóþ òî÷êó ïðîõîäèò òîëüêî îäíà âåòâü êðèâîé✱ êîòîðàÿ ✭â

ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò✮ äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâ✲

ëåíèå ëèáî âèäà ② ❂ ✣✭①✮❀ ✭✣✭✵✮ ❂ ✵✮❀ ëèáî âèäà ① ❂ ✥✭②✮❀ ✭✥✭✵✮ ❂ ✵✮❀ çäåñü

✣✭①✮ èëè ✥✭②✮ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ✱ îïðåäåëåííàÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ✳ ➶î âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî îáå ïðîèçâîäíûå

ôóíêöèè ❢✭①❀ ②✮ â íóëåâîé òî÷êå ✭ò✳å✳ ÷èñëà ❛✵✶✱ ❛✶✵✮ îáðàùàþòñÿ â íóëü❀

â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ ✭✶✳✶✮ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò óñòðîåíà áîëåå

ñëîæíûì îáðàçîì� ÷åðåç íåå ïðîõîäèò íåñêîëüêî âåòâåé âèäà ② ❂ ✣✭①✮

✭èëè ① ❂ ✥✭②✮✮✳ ➶ äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâ✲

ëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé✳

❐îìàíàÿ ❮üþòîíà â îñíîâíûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ïî÷òè áåç âû÷èñëåíèé

îïðåäåëèòü íå òîëüêî ÷èñëî âåòâåé êðèâîé ✭✶✳✶✮✱ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî

êîîðäèíàò✱ íî è ïåðâûå íåíóëåâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé ✭✷✳✹✮ ýòèõ âåòâåé✳

Òåîðåìà ✹✳✶ Ïóñòü ▲✭❢✮� ëîìàíàÿ ❮üþòîíà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé

✭✶✳✶✮✳ ✃àæäàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íóëåâóþ òî÷êó âåòâü êðèâîé ✭✶✳✶✮ ïðåä✲

ñòàâèìà â âèäå

✣✭①✮ ❂ ❝①✧✭✶ ✰ ③✭①✮✮❀ ✭✹✳✶✮

ãäå ✧� ïîêàçàòåëü íåêîòîðîãî çâåíà � ✷ ▲✭✵❀✵✮❀ ❝� êîðåíü õàðàêòåðèñòè✲

÷åñêîãî ïîëèíîìà ýòîãî çâåíà è ③✭①✮ íåïðåðûâíàÿ â íóëå ôóíêöèÿ✱ ïðè÷åì

③✭✵✮ ❂ ✵✳

➘îêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ â êíèãå ❬✸❪✳

✶✹



➪îëåå òîãî✱ ñîâîêóïíîñòü âñåõ îäíî÷ëåíîâ

❢❝①✧❀ ✧ ❂ ✧�❀ ✙�✭❝✮ ❂ ✵❀ � ✷ ▲✭✵❀✵✮❣ ✭✹✳✷✮

ñîâïàäàåò ñ ïåðâûìè íåíóëåâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèé ✭✷✳✹✮✱ ñîîòâåò✲

ñòâóþùèõ ïðîõîäÿùèì ÷åðåç íóëåâóþ òî÷êó âåòâÿì ôóíêöèé ✣✭①✮ â

äðîáíî✲ ñòåïåííûå ðÿäû✳ ❮àêîíåö✱ ñóììà âñåõ ñòåïåíåé õàðàêòåðèñòè÷å✲

ñêèõ ïîëèíîìîâ çâåíüåâ ìíîæåñòâà ▲✭✵❀✵✮ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò

ñ ÷èñëîì ïðàâèëüíûõ âåòâåé êðèâîé ✭✶✳✶✮✱ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîð✲

äèíàò✱ à â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò èëè íà ÷åòíîå ÷èñëî ïðåâûøàåò

÷èñëî ýòèõ âåòâåé✳

➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ✭íåíóëåâûõ✮ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé✱ ñîîòâåò✲

ñòâóþùèõ ïðîõîäÿùèì ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò âåòâÿì êðèâîé ✭✶✳✶✮✱ èñ✲

ïîëüçóþòñÿ òàêèå ðàññóæäåíèÿ✳ ➶ûáèðàåòñÿ îäèí èç îäíî÷ëåíîâ ✭✹✳✷✮ è â

óðàâíåíèè ✭✶✳✶✮ âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííîé

② ❂ ❝①✧✭✶ ✰ ⑦②✮❀ ✭✹✳✸✮

â ðåçóëüòàòå êîòîðîé óðàâíåíèå ✭✶✳✶✮ ïåðåõîäèò â íîâîå óðàâíåíèå

❢ ✍✭①❀ ⑦②✮ ❂ ✵✿ ✭✹✳✹✮

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íå ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó✱ òàê êàê åãî ðåøåíèÿ

âèäà ⑦② ❂ ✥✭①✮ ïî ôîðìóëå ✭✹✳✸✮ îïðåäåëÿþò òå è òîëüêî òå ðåøåíèÿ óðàâ✲

íåíèÿ ✭✶✳✶✮✱ êîòîðûå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå ✭✹✳✸✮✳ Óðàâíåíèå ✭✹✳✹✮ ïî

ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì ✭✶✳✶✮ îáëàäàåò äâóìÿ îñîáåííîñòÿìè✳ ➶î✲ïåðâûõ✱

îíî èìååò åùå ðåøåíèå ① ❂ ✵ è êðàòíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ çàâåäîìî ïðå✲

âûøàåò êðàòíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✮✱ à èìåííî✱ ìîæíî ïîêàçàòü✱

÷òî îíà ïðåâûøàåò ÷èñëî ❛❦✭❜✮�❜❦✭❛✮
❦✭❜✮�❦✭❛✮

✿ ➶î✲âòîðûõ✱ â îáùåì ñëó÷àå ïîêàçà✲

òåëü ✧ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì ✧ ❂ ♣
q
❀ è ïîýòîìó åãî ëåâàÿ ÷àñòü

❢ ✍✭①❀ ⑦②✮ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííûõ ①
✶
q ⑦②✿ ➘ëÿ åãî èññëåäîâàíèÿ

ìåòîä ìíîãîóãîëüíèêà ❮üþòîíà è✱ â ÷àñòíîñòè✱ Òåîðåìà ✹✳✶ íåïîñðåäñòâåí✲

íî íåïðèìåíèìû✳ ❰äíàêî✱ àíàëèç ðåøåíèé âèäà ⑦② ❂ ✥✭①✮ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✹✮

ýêâèâàëåíòåí àíàëèçó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

✶✺



⑦❢✭⑦①❀ ⑦②✮ ❂ ✵❀ ✭✹✳✺✮

â êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè ❢ ✍✭①❀ ⑦②✮ ïðè ïîìîùè çàìåíû

ïåðåìåííîé ①q ❂ ⑦① è îòáðàñûâàíèåì ìíîæèòåëÿ ⑦①❤ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæ✲

íûì ❤✿ Ïðèìåíåíèå Òåîðåìû ✹✳✶ ê óðàâíåíèþ ✭✹✳✺✮ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

äëÿ âñåõ åãî ðåøåíèé âèäà ⑦② ❂ ⑦✣✭⑦①✮ ïåðâûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèÿõ ïî ñòåïå✲

íÿì ✭öåëûì èëè äðîáíûì✮ ïåðåìåííîé ⑦① è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ âòîðûå ÷ëåíû

â ðàçëîæåíèÿõ ïî ñòåïåíÿì ✭öåëûì èëè äðîáíûì✮ ïåðåìåííîé ①✿

➬àìå÷àíèå ✹✳✶ Ñëåäóåò èìåòü â âèäó✱ ÷òî óðàâíåíèå ✭✹✳✺✮ ìîæåò

èìåòü è ðåøåíèå ⑦② ❂ ✵✿ Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ✭✶✳✶✮

èìååò ðåøåíèå ② ❂ ❝①✧✿

➚íàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòóïàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ íåíóëå✲

âûõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèÿõ ✭✷✳✹✮✳ ➶ ðåçóëüòàòå✱ ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëîæåíèÿ

íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âåòâè êðèâîé✱ îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì ✭✶✳✶✮✱

áóäåò ïîëó÷åíà ✭êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ✮ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíå✲
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❢✭♥✰✶✮✭①✭♥✰✶✮❀ ②✭♥✰✶✮✮ ❂ ⑦❢✭♥✮✭⑦①✭♥✮❀ ⑦②✭♥✮✮❀ ♥ ❂ ✵❀ ✶❀ ✷❀ ✿✿✿ ✿

❰áùàÿ ñõåìà âûäåëåíèÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàíííîé âåòâè êðèâîé ✭✶✳✶✮

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

✶✮ íà øàãå ♥ èìååì óðàâíåíèå ❢✭♥✮✭①✭♥✮❀ ②✭♥✮✮ ❂ ✵❀

✷✮ ñòðîèì ìíîãîóãîëüíèê ❮üþòîíà ◆ ✭❢✭♥✮✮❀

✸✮ âûáèðàåì îäíî èç çâåíüåâ �✭♥✮ ✷ ▲✭✵❀✵✮✭❢✭♥✮✮❀

✹✮ íàõîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ✙�✭♥✮
✭t✮ è ïîêàçàòåëü çâåíà ✧✭♥✮❀

✺✮ âûáèðàåì îäèí èç êîðíåé ❝✭♥✮ ïîëèíîìà ✙�✭♥✮
✭t✮ è îïðåäåëÿåì ãëàâíûé

÷ëåí ❝✭♥✮①
✧✭♥✮

✭♥✮ âåòâè✱ ñîîòâåòñòâóþùåé âûáðàííîìó çâåíó �✭♥✮❀

✶✻



✻✮ ñ ïîìîùüþ çàìåíû âèäà ✭✹✳✸✮ ïåðåõîäèì íà øàã ✭♥ ✰ ✶✮❀ ïðè ýòîì

❢✭♥✰✶✮✭①✭♥✰✶✮❀ ②✭♥✰✶✮✮ ❂ ⑦❢✭♥✮✭⑦①✭♥✮❀ ⑦②✭♥✮✮✿

➬àìå÷àíèå ✹✳✷ ✭■✮ ❰ïèñàííàÿ ïðîöåäóðà êîíå÷íà â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå✱ êîãäà ðàçëîæåíèå ✭✷✳✹✮ ñîîòâåòñòâóþùåé âåòâè êðèâîé ✭✶✳✶✮ îêà✲

çûâàåòñÿ êîíå÷íûì✳

✭■■✮ ➘ëÿ êàæäîé âåòâè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí ✭❧✭�✭♥✮✮✮ çâåíüåâ �✭♥✮

íåâîçðàñòàþùàÿ è ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íåêîòîðîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó

④ ✭ýòî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ êðàòíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé âåòâè✮✳

✭■■■✮ Ðàâåíñòâî ④✭✁✮ ❂ ✶ äëÿ èññëåäóåìîé âåòâè îïðåäåëÿåòñÿ çà êî✲

íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïî óðàâíåíèÿì ✭✹✳✻✮❀ ðàâåíñòâî ④✭✁✮ ❂ ④ ñ ④ ❃ ✶

óñòàíàâëèâàåòñÿ ëèøü â ðåçóëüòàòå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ ïî óðàâ✲

íåíèÿì ✭✹✳✻✮✳

✭■❱✮ ➶ ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïîëèíîìà ✭✶✳✷✮ âåòâü êðèâîé ✭✶✳✶✮ ÿâëÿ✲

åòñÿ âåùåñòâåííîé ïðè ① ❃ ✵✭① ❁ ✵✮ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå✱ êîãäà

âñå êîýôôèöèåíòû ❝❦ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçëîæåíèÿ ✭✷✳✹✮ ýòîé âåòâè

ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè✳

✶✼



✺ ➶åòâè✱ ✏óõîäÿùèå✑ â áåñêîíå÷íîñòü

➬äåñü ìû ðàññìîòðèì òå âåòâè✱ äëÿ êîòîðûõ ëèáî îäíà èç êîîðäèíàò

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè✱ à âòîðàÿ ✲ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ✿ ①✦ ✵❀ ② ✦✶
èëè ① ✦ ✶❀ ② ✦ ✵❀ ëèáî îáå êîîðäèíàòû ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè✿

①✦✶❀ ② ✦✶✿

➘ëÿ èññëåäîâàíèÿ âåòâåé êðèâîé ✭✶✳✶✮✱ äëÿ êîòîðûõ ① ✦ ✵❀ ② ✦ ✶
èëè ① ✦ ✶❀ ② ✦ ✵❀ èëè ① ✦ ✶❀ ② ✦ ✶ ñäåëàåì â óðàâíåíèè ✭✶✳✶✮
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äðîáü✱ îáðàùåíèå â íóëü ÷èñëèòåëÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íîâûì àëãåáðàè÷å✲

ñêèì óðàâíåíèåì✱ ñòåïåíü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ ✭✶✳✶✮✳ Ïðèìåíÿÿ

ê êàæäîìó èç ïîëó÷åííûõ òðåõ óðàâíåíèé Òåîðåìó ✹✳✶ è ïîñëåäóþùèå çà

íåé ðàññóæäåíèÿ íàõîäèì àíàëîãè÷íûå ✭✷✳✹✮ ïðåäñòàâëåíèÿ èñêîìûõ âåò✲
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➘àëåå âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì ① è ②✿ ➮ñïîëüçóÿ ñòàíäàðò✲

íûå ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñî ñòåïåííûìè ðÿäàìè✱ ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ

ýòèõ âåòâåé â ñîîòâåòñòâóþùåì âèäå
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Òåì ñàìûì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäè✲

íàò âåòâåé íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ êðèâûõ✳
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➶ äåéñòâèòåëüíîñòè✱ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ✭✺✳✸✮�✭✺✳✺✮ ñòðîèòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ✭✺✳✷✮ íåò íåîáõîäèìîñòè❀ â ÷àñòíîñòè ïåð✲

âûå èõ ÷ëåíû îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç äèàãðàììû ❮üþòîíà✱ ïî✲

ñòðîåííîé äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✮✳ ➶ ñàìîì äåëå✱ ïðè êàæäîé èç çàìåí ïå✲

ðåìåííûõ ✭✺✳✶✮ äèàãðàììà ❮üþòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✳✶✮ ïåðåõîäèò â äèà✲

ãðàììó ❮üþòîíà âñïîìîãàòåëüíûõ êðèâûõ✳ Òàê✱ ïðè ïåðâîé èç ýòèõ çà✲
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îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ✱ à çàòåì ñäâèãàåòñÿ ââåðõ è â ðåçóëüòàòå ñíîâà

îêàçûâàåòñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå❀ ïðè ýòîì çâåíüÿ ▲✭✶❀✵✮ èñõîäíîé ëîìà✲

íîé ❮üþòîíà ïåðåõîäÿò â çâåíüÿ ▲✭✵❀✵✮ íîâîé ëîìàíîé ❮üþòîíà äëÿ ñî✲

îòâåòñòâóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé êðèâîé✳ ➚íàëîãè÷íî✱ ïðè âòîðîé çàìåíå�
① ❂ ✶

✉
❀ ② ❂ ✈

✁
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åòñÿ çâåíüÿ ▲✭✶❀✵✮ ñòàðîé ëîìàíîé ❮üþòîíà✳ ❮àêîíåö✱ ïðè òðåòüåé çàìåíå�
① ❂ ✶

✉
❀ ② ❂ ✶

✈

✁
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▲✭✶❀✶✮ íîâîé ëîìàíîé ❮üþòîíà ñòàðîé ëîìàíîé ❮üþòîíà✳ Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà ✺✳✶ Ïóñòü ▲✭❢❀ ✛✮� ëîìàíàÿ ❮üþòîíà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé

✭✶✳✶✮✳ Òîãäà ìíîæåñòâî ▲✭✵❀✶✮❀ ▲✭✶❀✵✮ èëè ▲✭✶❀✶✮ íåïóñòî â òîì è òîëü✲

êî â òîì ñëó÷àå✱ êîãäà êðèâàÿ ✭✶✳✶✮ èìååò ✏óáåãàþùèå✑ â áåñêîíå÷íîñòü

âåòâè êðèâîé ✭✶✳✶✮ ñîîòâåòñòâåííî îäíîãî èç âèäîâ ① ✦ ✵❀ ② ✦ ✶❀
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③✭①✮� ôóíêöèÿ✱ íåïðåðûâíàÿ â íóëå è îáðàùàþùàÿñÿ â íóëå â íóëü â ïåð✲

âîì ñëó÷àå✱ è ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè ① ✦ ✶ âî âòîðîì è òðåòüåì
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ðàçîâàíèé✳ Ïðåîáðàçóåì ìíîãîãðàííèê ❮üþòîíà ýòîé êðèâîé ñ ïîìîùüþ

ïðåîáàçîâàíèÿ

①✶ ❂ ②✶②✷❀ ①✷ ❂ ②✶②
✷
✷✿

Ïðè ýòîì ãðàíü �✶ ❂ ◗✶◗✷ ïåðåéä➻ò â ãîðèçîíòàëüíóþ ãðàíü ⑦�✶ ❂ ◗✶◗✷

✭ñì✳ Ðèñ✳ ✶✾✮

Ðèñóíîê ✶✾ Ðèñóíîê ✷✵

Óðàâíåíèå êðèâîé ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó✿

②✹✶②
✹
✷✭②

✸
✶②

✶✵
✷ � ✸②✷✶②

✼
✷ ✰ ✸②✶②

✹
✷ � ②✷ ✰ ✶✮ ❂ ✵
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Ñðåçêà ❣⑦�✶ ❂ ✶� ②✷ èìååò ïðîñòîé êîðåíü ②✷ ❂ ✶❀ ñëåäîâàòåëüíî✱ ê óðàâíå✲

íèþ

②✸✶②
✶✵
✷ � ✸②✷✶②

✼
✷ ✰ ✸②✶②

✹
✷ � ②✷ ✰ ✶ ❂ ✵

ïðèìåíèìà òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ✭✶✱✵✮✳ Ðàç✲

ðåøèâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ②✷❀ ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

✭✼✳✶✸✮ ✭âåòâü ❋✶✮ â âèäå ðàçëîæåíèé îò ïàðàìåòðà ②✶ ✿

①✶ ❂ ②✶ ✰ ✸②✷✶ ✰ ✿✿✿ ❀ ①✷ ❂ ②✶ ✰ ✻②✷✶ ✰ ✿✿✿ ✿

➘àëåå ê êðèâîé ✭✼✳✶✸✮ ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå

①✶ ❂ ②✷✶②✷❀ ①✷ ❂ ②✶②✷✿

Ïðè ýòîì ãðàíü �✷ ❂ ◗✷◗✸ ïåðåéä➻ò â ãîðèçîíòàëüíóþ ãðàíü ⑦�✷ ❂ ◗✷◗✸

✭ñì✳ Ðèñ✳ ✷✵✮✳ Óðàâíåíèå êðèâîé ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

②✼✶②
✹
✷✭②

✸
✷ � ✸②✷✷ ✰ ✸②✷ ✰ ②✶ � ✶✮ ❂ ✵

Ñðåçêà ❣⑦�✷ ❂ ②✸✷�✸②✷✷✰✸②✷�✶ èìååò òð➻õêðàòíûé êîðåíü ②✷ ❂ ✶✿ Ðàçðåøèì

óðàâíåíèå

②✸✷ � ✸②✷✷ ✰ ✸②✷ ✰ ②✶ � ✶ ❂ ✵

îòíîñèòåëüíî ②✶ è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè çàìåíû ïåðåìåííîé✳ ➶ ðåçóëü✲

òàòå èìååì ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé✭✼✳✶✸✮✿

①✶ ❂ ✭✶� ②✷✮
✻②✷❀ ①✷ ❂ ✭✶� ②✷✮

✸②✷

➬àìå÷àíèå✳ Ïîëó÷åííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé✳

✼✳✸ ✃ðèâàÿ ✷①✺ � ①
✸
② ✰ ✷①✷②✷ � ①②

✸ ✰ ✷②✺ ❂ ✵

Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ✱ êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

✷①✺ � ①✸② ✰ ✷①✷②✷ � ①②✸ ✰ ✷②✺ ❂ ✵✿ ✭✼✳✶✼✮

❒íîãîóãîëüíèê ❮üþòîíà äëÿ äàííîé êðèâîé èçîáðàæåí íà Ðèñ✳ ✷✷✳

✸✽



Ðèñóíîê ✷✶ Ðèñóíîê ✷✷

Ðàññìîòðèì çâåíüÿ ➹
✭✶✮
✶ ❂ ✭◗✶◗✷✮❀ ➹

✭✶✮
✷ ❂ ✭◗✷◗✸✮ è ➹

✭✶✮
✸ ❂ ✭◗✸◗✹✮ èç

ìíîæåñòâà ▲✭✵❀✵✮✿ Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ çâåíà ➹
✭✶✮
✶ ❀ âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

✙✭t✮ ❂ ✷t�✶ � ✶❀

îí èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü t ❂ ✷✿ ➘àëåå íàõîäèì ïîêàçàòåëü çâåíà

➹
✭✶✮
✶ ✿ ✧✭✶✮ ❂ ✷✿ Òàêèì îáðàçîì✱ ïîëó÷àåì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âåòâè ❋✶❀

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò✿

② ❂ ✷①✷ ✰ ✿✿✿ ✿

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîãî ÷ëåíà èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ âåòâè ❋✶ âû✲

ïîëíÿåì çàìåíó ② ❂ ✷①✷✭✶ ✰ ②✶✮ â óðàâíåíèè ✭✼✳✶✼✮✳ ➶ ðåçóëüòàòå✱ ïîñëå

ñîêðàùåíèÿ íà ✷①✺ ïîëó÷èì óðàâíåíèå

✸✷①✺②✺✶ ✰ ✶✻✵①✺②✹✶ ✰ ✸✷✵①✺②✸✶ ✰ ✸✷✵①✺②✷✶ ✰ ✶✻✵①✺②✶✰

✰✸✷①✺ � ✹①✷②✸✶ � ✶✷①✷②✷✶�
�✶✷①✷②✶ � ✹①✷②✶ ✰ ✹①②✷✶ ✰ ✽①②✶ ✰ ✹①� ②✶ ❂ ✵✿

✭✼✳✶✽✮

Ñëåäóÿ òîìó æå àëãîðèòìó✱ âûäåëèì âåòâè êðèâîé ✭✼✳✶✽✮✳ ❒íîãîóãîëüíèê

❮üþòîíà äëÿ êðèâîé ✭✼✳✶✽✮ èçîáðàæ➻í íà Ðèñ✳ ✷✸✳
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Ðèñóíîê ✷✸ Ðèñóíîê ✷✹

❒íîæåñòâî ▲✭✵❀✵✮ ñîäåðæèò îäíî çâåíî ➹
✭✷✮
✶ ✳ Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

✙✭t✮ ❂ ✹t�✶ � ✶❀ èìååò îäèí êîðåíü t ❂ ✹✿ ➘àëåå íàõîäèì ïîêàçàòåëü çâåíà

✧✭✷✮ ❂ ✶❀ è ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äëÿ ②✶ ✿

②✶ ❂ ✹①✰ ✿✿✿ ✿

Òàêèì îáðàçîì✱ âåòâü ❋✶ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå✿

② ❂ ✷①✷ ✰ ✽①✸ ✰ ✿✿✿ ✿

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ çâåíà ➹
✭✶✮
✷ ❂ ✭◗✷◗✸✮ âûãëÿäèò ñëåäó✲

þùèì îáðàçîì✿

✙✭t✮ ❂ t�✷ ✰ ✷t�✶ � ✶❀

îí èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü t ❂ ✶✿ ➘àëåå íàõîäèì ïîêàçàòåëü çâåíà ➹
✭✶✮
✷ ✿

✧✭✶✮ ❂ ✶✿ ❮àëè÷èå êðàòíîãî êîðíÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î çàðîæäåíèè äâóõ âåò✲

âåé ❋✷❀ ❋✸❀ èìåþùèõ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

② ❂ ①✰ ✿✿✿ ✿

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé äëÿ âåòâåé ❋✷❀ ❋✸❀ âûïîë✲

íÿåì çàìåíó ② ❂ ①✭✶ ✰ ②✶✮ â óðàâíåíèè ✭✼✳✶✼✮✳ ➶ ðåçóëüòàòå✱ ïîñëå ñîêðà✲

ùåíèÿ íà ①✹ ïîëó÷èì óðàâíåíèå

✹①✰ ✷✵①②✷✶ ✰ ✷✵①②✸✶ ✰ ✶✵①②✹✶ ✰ ✷①②✺✶ � ②✸✶ � ②✸✶ ✰ ✶✵①②✶ ❂ ✵✿ ✭✼✳✶✾✮
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➶ûäåëèì âåòâè êðèâîé ✭✼✳✶✾✮✱ ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ✭✵✱✵✮✳ ❈òðîèì ìíîãîóãîëü✲

íèê ❮üþòîíà äëÿ êðèâîé ✭✼✳✶✾✮ ✭ñì✳ Ðèñ✳ ✷✹✮✳

❒íîæåñòâî ▲✭✵❀✵✮ ìíîãîóãîëüíèêà ❮üþòîíà êðèâîé ✭✼✳✶✾✮ ñîäåðæèò îäíî

çâåíî ➹
✭✷✮
✶ ✳ Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ äàííîãî çâåíà âûãëÿäèò ñëå✲

äóþùèì îáðàçîì✿ ✙✭t✮ ❂ ✹t�✷ � ✶❀ èìååò äâà êîðíÿ t ❂ ✝✷✿ ➘àëåå íàõîäèì
ïîêàçàòåëü çâåíà ✧✭✷✮ ❂ ✶

✷
❀ è ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äëÿ ②✶ ✿

②✶ ❂ ✝✷①✶
✷ ✰ ✿✿✿ ✿

Òàêèì îáðàçîì✱ âåòâè ❋✷ è ❋✸ ïðåäñòàâëÿþòñÿ✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ â âèäå✿

② ❂ ①✰ ✷①
✸
✷ ✰ ✿✿✿ ❀

② ❂ ①� ✷①
✸
✷ ✰ ✿✿✿ ✿

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ çâåíà ➹
✭✶✮
✸ ❂ ◗✸◗✹ âûãëÿäèò ñëåäóþ✲

ùèì îáðàçîì✿

✙✭t✮ ❂ �t�✷ ✰ ✷❀

îí èìååò äâà êîðíÿ t ❂ ✝ ✶♣
✷
✿ ➘àëåå íàõîäèì ïîêàçàòåëü çâåíà ➹

✭✶✮
✸ ✿ ✧✭✶✮ ❂ ✶

✷
✿

Òàêèì îáðàçîì✱ ïåðâûå ïðèáëèæåíèÿ âåòâåé ❋✹ è ❋✺❀ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò✱ èìåþò âèä

② ❂
✶♣
✷
①

✶
✷ ✰ ✿✿✿ ❀

② ❂ � ✶♣
✷
①

✶
✷ ✰ ✿✿✿ ✿

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ äëÿ âåòâè ❋✹ âûïîëíÿåì

çàìåíó ② ❂ ✶♣
✷
①

✶
✷ ✭✶ ✰ ②✶✮ â óðàâíåíèè ✭✼✳✶✼✮✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïîñëå çàìåíû

①✶ ❂ ①
✶
✷ è ñîêðàùåíèÿ íà ①✺

✶ ïîëó÷èì óðàâíåíèå

✼
♣
✷

✹
②✷✶ ✰

✾
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✷

✹
②✸✶ ✰

✺
♣
✷

✹
②✹✶ ✰

♣
✷

✹
②✺✶✰
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✷
✶ �

✷
♣
✷

✹
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✷
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✷

✹
②✶ � ✷
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✷

✹
①✷
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Ðèñóíîê ✷✺

❒íîæåñòâî ▲✭✵❀✵✮ ñîäåðæèò îäíî çâåíî ➹
✭✷✮
✶ ❂ ◗✷◗✸✳ Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ïîëèíîì äëÿ ýòîãî çâåíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

✙✭t✮ ❂ t�✶ ✰

♣
✷

✷
❀

îí èìååò îäèí êîðåíü t ❂ �♣✷✿ ➘àëåå íàõîäèì ïîêàçàòåëü çâåíà ✧✭✷✮ ❂ ✶❀

è ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äëÿ ②✶ ✿

②✶ ❂ �
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✷①

✶
✷ ✰ ✿✿✿ ✿

Òàêèì îáðàçîì✱ âåòâü ❋✹ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå✿

② ❂
✶♣
✷
①

✶
✷ � ①✰ ✿✿✿ ✿

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîãî ÷ëåíà èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ âåòâè ❋✺ âû✲

ïîëíÿåì çàìåíó ② ❂ � ✶♣
✷
①

✶
✷ ✭✶ ✰ ②✶✮ â óðàâíåíèè ✭✼✳✶✼✮✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïîñëå

çàìåíû ①✶ ❂ ①
✶
✷ è ñîêðàùåíèÿ íà ①✺

✶ ïîëó÷èì óðàâíåíèå

✼
♣
✷

✹
②✷✶ �

✾
♣
✷

✹
②✸✶ �

✺
♣
✷

✹
②✹✶ �

♣
✷

✹
②✺✶�

�✷①✶②✶ ✰ ①✶ ✰ ✷①✺
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✷
✶ ✰

✷
♣
✷

✹
①✷
✶ �

✷
♣
✷

✹
②✶ ✰

✷
♣
✷

✹
①✷
✶②✶ ❂ ✵✿

✭✼✳✷✶✮

❒íîãîóãîëüíèê ❮üþòîíà äëÿ êðèâîé ✭✼✳✷✶✮ âûãëÿäèò òàêæå êàê äëÿ êðè✲

âîé ✭✼✳✷✵✮ ✭ñì✳ Ðèñ✳ ✷✺✮✳ ❒íîæåñòâî ▲✭✵❀✵✮ ñîäåðæèò îäíî çâåíî ➹
✭✷✮
✶ ✳ Õà✲

ðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ èìååò îäèí êîðåíü t ❂
♣
✷✿ ➘àëåå íàõîäèì
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ïîêàçàòåëü çâåíà ✧✭✷✮ ❂ ✶❀ è ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äëÿ ②✶ ✿

②✶ ❂
♣
✷①

✶
✷ ✰ ✿✿✿ ✿

Òàêèì îáðàçîì✱ âåòâü ❋✺ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå✿

② ❂
✶♣
✷
①

✶
✷ ✰ ①✰ ✿✿✿ ✿

➘àëåå íàéä➻ì ïàðàìåòðèçàöèþ âåòâåé êðèâîé ✭✼✳✶✼✮ ñ ïîìîùüþ ñòåïåí✲
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РЕФЕРАТ

Выпускная квалификационная работа по теме "Применение метода мно-

гоугольнка Ньютона к изучению алгебраических кривых" содержит 48

страниц текста, 27 рисунков, 7 использованных источников.

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ КРИВАЯ, МНОГОУГОЛЬНИК НЬЮТОНА,

СТЕПЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ, АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ УРАВНЕ-

НИЕ.

Целью работы является изучение алгоритмов анализа структуры алгеб-

раической кривой в окрестности особой точки. Рассматриваемая техника

выделения ветвей алгебраической кривой и нахождение её параметризации

имеет широкое применение в прикладных задачах, сводящихся к решению

алгебраических уравнений либо к исследованию алгебраических кривых.

В работе представлена схема выделения ветви алгебраической кривой с

помощью метода многоугольника Ньютона, описан метод нахождения па-

раметризации кривой с помощью степенных преобразований, разобраны

примеры. Результат работы может быть использован в учебном процессе

при чтении специальных курсов по теории алгебраических кривых.
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ВВЕДЕНИЕ

Многие задачи естествознания сводятся к решению алгебраических

уравнений, их систем, а также к исследованию свойств алгебраических кри-

вых. Решения уравнений и систем делятся на регулярные и сингулярные

(особые). В окрестности регулярной точки применима теорема о неявной

функции, которая даёт описание всех других близких решений. В окрестно-

сти особой точки теорема о неявной функции не работает. Довольно общие

подходы к анализу решений в окрестности особой точки даёт степенная

геометрия, в основе которой лежит изучение свойств решений уравнения

по показателям степеней входящих в него мономов. В частности, эта техни-

ка позволяет находить локальные и асимптотические разложения решений

нелинейных алгебраических и дифференциальных уравнений, а также их

систем [1]. Кроме того, степенная геометрия находит применение в алгеб-

раической геометрии, тропической (идемпотентной) математике.

Рассмотрим полином n переменных

f(x) =
∑

Q∈S
aQx

Q, (0.1)

где x = (x1, ..., xn), Q = (q1, ..., qn), x
Q = xq11 · ... · xqnn , S− подмноже-

ство целочисленной решётки Z
n, называемое носителем многочлена (0.1),

предполагается, что aQ 6= 0. Многогранником Ньютона многочлена (0.1)

называется выпуклая оболочка N (f) его носителя S.

Каждой грани Γ многогранника N (f) соответствует срезка полинома

(0.1)

fΓ(x) =
∑

Q∈Γ
aQx

Q, (0.2)

которая даёт первое приближение соответствующей ветви решения урав-

нения

f(x) = 0. (0.3)

В двумерном случае многоугольник Ньютона N (f) ограничен ломаной

L(f). Ньютон [2] предложил использовать одно ребро ломаной L(f) для

нахождения ветвей решений уравнения (0.3) вблизи нуля, если у много-
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члена f(x) отсутствуют свободный и линейный члены. Пюизо [7] исполь-

зовал все рёбра ломаной Ньютона и дал обоснование решению задачи этим

методом. Обзор возможных применений метода многоугольника Ньютона

в теории алгебраических функций, теории дифференциальных уравнений

был сделан, в частности, Н.Г. Чеботарёвым [5].

Одним из основных инструментов степенной геометрии наряду с много-

гранником Ньютона является степенное преобразование. Оно определяется

невырожденной матрицей B = (βij) порядка n с вещественными элемента-

ми:

yi = xβi1

1 · ... · xβin

n , i = 1, ..., n. (0.4)

Обратное преобразование

xi = yαi1

1 · ... · yαin

n , i = 1, ..., n, (0.5)

определяется матрицей A = (αij) = B−1. При преобразовании (0.4) xQ =

yQ̃, где Q̃T = ATQT , то есть при степенном преобразовании показатели Q

испытывают линейное преобразование. Полином (0.1) переходит в полином

g(y) =
∑

Q̃∈S̃

aQ̃y
Q̃, (0.6)

где S̃T = ATST , gQ̃ = aQ. При преобразовании (0.4) срезка переходит в

срезку, поэтому операция выделения срезки перестановочна со степенным

преобразованием. Кроме того, кривая

xi = bit
pi(1 + o(1)), i = 1, ..., n

с векторным порядком P = (p1, ..., pn) переходит в кривую

yi = b̃it
p̃i(1 + o(1)), i = 1, ..., n

с векторным порядком P̃ = BP. Следовательно, в двойственном простран-

стве R
n
∗ порядков P степенное преобразование (0.4) индуцирует линейное

преобразование. Важно отметить, что преобразование (0.4) взаимноодно-

значно отображает множество {x : 0 < |xi| < ∞, i = 1, ..., n} на множе-

ство {y : 0 < |yi| <∞, i = 1, ..., n} тогда и только тогда, когда матрица B
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унимодулярна. Применение степенных преобразований для нахождения ло-

кальных решений алгебраических уравнений обусловленно возможностью

понижать количество координат задачи, особенно для срезок полиномов

(см. [1]). Кроме локальных и алгебраических свойств решений по много-

гранникам Ньютона уравнений можно изучать глобальные свойства реше-

ний (см., например, обзор [4]).

Целью настоящей работы является изучение алгоритмов анализа струк-

туры алгебраической кривой в окрестности особой точки, что подразуме-

вает решение следующих задач:

− выделение ветвей плоской алгебраической кривой, проходящих через

начало координат и ветвей, уходящих в бесконечность с помощью метода

многоугольника Ньютона;

− нахождение разложений ветвей в дробно- степенные ряды;

− применение степенных преобразований к нахождению решений урав-

нения (0.3) в виде функций x = Φ(t) от параметра t, либо набора асимпто-

тических разложений по параметру.

Основное содержание работы заключено в семи разделах. Раздел 1-6 со-

держит основные понятия, факты и алгоритмы решения поставленных за-

дач. В Разделе 7 детально исследуются 3 алгебраические кривые методом

многоугольника Ньютона и с помощью подходящих степенных преобразо-

ваний.
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1 Ломаная Ньютона

Плоской афинной алгебраической кривой называют множество точек

афинной плоскости, удовлетворяющих уравнению

f(x, y) = 0, (1.1)

где f(x, y) полином от двух переменных x и y с коэффициентами из ал-

гебраически замкнутого поля. При замене системы координат полином f

меняется и одной из основных задач геометрии является выбор подходя-

щей системы координат, при переходе к которой заданный полином имеет

наиболее простой вид или обладает некоторыми специальными свойствами,

позволяющими нам говорить о тех или иных геометрических свойствах на-

шей кривой. Порядок алгебраической кривой определяется степенью поли-

нома f. При переходе к другой системе координат порядок алгебраической

кривой не меняется.

Пусть полином f(x, y) имеет вид

f(x, y) =
n
∑

j+k=0

ajkx
jyk, (1.2)

причем хотя бы одно из чисел ajk с j + k = n отлично от нуля, здесь n−
это порядок этой кривой. Рассмотрим в координатной (j, k)− плоскости

многоугольник Ньютона N (f) полинома (1.2). Многоугольник Ньютона

ограничен ломаной L(f), которую называют ломаной Ньютона. Ломаная

Ньютона состоит из конечного числа звеньев (Рис. 1). Подчеркнем, что по

определению ломаная Ньютона зависит не только от самой алгебраической

кривой, но и от выбранной системы координат. Многоугольник Ньютона

в некоторых случаях может оказаться отрезком. Если ломаная Ньютона

не содержит точек на неотрицательной полуоси 0j, то кривая (1.1) имеет

ветвь y = 0. Если ломаная Ньютона не содержит точек на неотрицательной

полуоси 0k, то кривая (1.1) имеет ветвь x = 0. Кривая вида (1.1) проходит

через начало координат в том и только в том случае, когда

(0, 0) /∈ N (f).
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Рисунок 1

Разобьем ломаную Ньютона L(f) на следующие два множества: мно-

жество обыкновенных звеньев Lo(f) и множество специальных звеньев

Ls(f). Будем говорить, что звено Γ ломаной Ньютона L(f) является обык-

новенным, если направление звена Γ не совпадает с направлением коор-

динатных осей 0j и 0k. В противном случае будем говорить, что звено Γ

является специальным. Очевидно, что

L(f) = Lo(f) ∪ Ls(f).

Разобьем множество обыкновенных звеньев Lo(f) на следующие подмно-

жества (см. Рис. 1): L(0,0)- множество звеньев, ближайших к нулевой точке

и имеющих отрицательные угловые коэффициенты; L(0,∞)- множество зве-

ньев, ближайших к оси 0k и имеющих положительные угловые коэффици-

енты; L(∞,0)- множество звеньев, ближайших к оси 0j и имеющих положи-

тельные угловые коэффициенты; L(∞,∞)- множество звеньев, отдаленных

от нулевой точки и имеющих отрицательные угловые коэффициенты.

Для каждого обыкновенного звена Γ с концевыми точками (α, k(α)),

(β, k(β)) (α < β) будем его длиной l = l(Γ) называть длину его проек-

ции на ось 0k, т.е. число k(β) − k(α). Характеристическим полиномом

обыкновенного звена Γ будем называть полином вида:

πΓ(t) =
∑

(j,k)∈Γ
ajkt

k−k(α). (1.3)
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Характеристический полином звена Γ имеет степень l(Γ) и не имеет нуле-

вых корней. Число

εΓ :=
β − α

k(α)− k(β)
(1.4)

будем называть показателем звена Γ.

Разобьем множество специальных звеньев Ls(f) на следующие подмно-

жества (см. Рис. 1): L0,∗(f)- множество горизонтальных звеньев, лежащих

на оси 0k, L∞,∗(f)- множество горизонтальных звеньев, отдаленных от оси

0k; L∗,0(f)- множество вертикальных звеньев, лежащих на оси 0j; L∗,∞(f)-

множество вертикальных звеньев, отдаленных от оси 0j.

Для каждого горизонтального звена

Γ ∈ L(0,∗) ∪ L(∞,∗)

с концевыми точками (α, k′), (α, k′′) вводится понятие длины, определяют-

ся характеристический полином и показатель. Длина l(Γ) горизонтального

звена Γ с концевыми точками (α, k′), (α, k′′) совпадает с k′′ − k′, характе-

ристический полином такого звена Γ имеет вид:

πΓ(t) =
∑

(j,k)∈Γ
ajkt

k−k′. (1.5)

Характеристический полином горизонтального звена (как и обыкновен-

ного) имеет степень l(Γ) и не имеет нулевых корней. Уравнение прямой,

проходящей через горизонтальное звено Γ, может быть записано в виде

j = α;

таким образом, показатель горизонтального звена равен нулю. Наконец,

для каждого вертикального звена

Γ ∈ L(∗,0) ∪ L(∗,∞)

с концевыми точками (j′, β), (j′′, β) понятия длины характеристического

полинома и показателя вводятся несколько иначе. Длиной l(Γ) вертикаль-

ного звена Γ с концевыми точками (j′, β), (j′′, β) называется число j′′ − j′.

Характеристический полином такого звена Γ определяется равенством
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πΓ(t) =
∑

(j,β)∈Γ
ajβt

j−j′. (1.6)

Характеристический полином вертикального звена также имеет степень

l(Γ) и не имеет нулевых корней. Уравнение прямой, проходящей через вер-

тикальное звено Γ, может быть записано в виде

k = b;

таким образом, показатель вертикального звена следует считать равным

бесконечности. Ломаная Ньютона L(f) несет важную информацию об ал-

гебраической кривой (1.1). Она, вообще говоря, определяет ветви кривой,

проходящие через начало координат, ненулевые точки пересечения кривой

с осями координат а также неограниченные ветви этой кривой.
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2 Подготовительная теорема Вейерштрасса

Структуру алгебраической кривой в окрестности начала координат под-

сказывает Подготовительная теорема Вейерштрасса (Vorbereitungssatz).

Она лежит в основе связей между комплексным анализом и алгеброй и

обобщает известное свойство голоморфных функций одного переменного

обращаться в нуль как целые степени z − a : если f(a) = 0 (но не равна

нулю тождественно), то в некоторой окрестности точки a

f(z) = (z − a)qg(z), (2.1)

где g голоморфна и g(z) 6= 0.

В многомерном случае место степени z−a занимает многочлен по одной

из переменных, например zn, с коэффициентами, голоморфно зависящими

от остальных переменных ′z = (z1, ..., zn−1).

Теорема 2.1 [6] Пусть функция f голоморфна в некоторой окрестности

U точки a ∈ C
n и f(a) = 0, но f(′a, zn) не равна нулю тождественно.

Тогда в некоторой окрестности V этой точки

f(z) = W (′z, zn)g(z), (2.2)

где

W (′z, zn) = (zn − an)
q + c1(

′z)(zn − an)
q−1 + ...+ cq(

′z)

−полином от zn с голоморфными коэффициентами cν в окрестности ′V,

cν(
′a) = 0, а q ≥ 1− порядок нуля f(′a, zn) в точке zn = an и g(z) голо-

морфна в V и не обращается там в нуль.

Функцию W (′z, zn) называют псевдополиномом Вейерштрасса.

Далее будем рассматривать полином f(x, y) двух комплексных перемен-

ных x, y. В силу Теоремы 2.1 полином f(x.y) в окрестности нуля представ-

ляется в виде

f(x, y) = W (x, y)g(x, y), (2.3)

где p ≥ 0, W (x, y) = yq + cq−1(x)y
q−1 + ... + c0(x)− псевдополином Вей-

ерштрасса. Из представления (2.3) следует, что через начало координат
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проходят q ветвей (с учётом кратности) вида

y =
∞
∑

k=1

ckx
k
r , (2.4)

где r ∈ N. Ряд (2.4) сходится в некоторой окрестности нуля.

Пример 2.1

Рассмотрим полином f(x, y) = y2 − y + x. Исследуем структуру кривой

f(x, y) = y2 − y + x = 0

в окрестности начала координат, используя Подготовительную теорему

Вейерштрасса. Заметим, что f(0, 0) = 0, а f(0, y) = y2 − y = 0 при

y = 0, y = 1, то есть f(0, y) не обращается в нуль тождественно. Пред-

ставление (2.3) для данного полинома имеет вид

y2 − y + x = W (x, y)g(x, y),

где псевдополином Вейерштрасса

W (x, y) = y − 1−
√
1− 4x

2
,

а функция

g(x, y) = y − 1 +
√
1− 4x

2
.

Действительно, уравнение

y2 − y + x = 0

имеет два корня

y1(x) =
1 +

√
1− 4x

2
, y2(x) =

1−
√
1− 4x

2
,

y1(0) = 1, y2(0) = 0.

Таким образом, через начало координат проходит единственная ветвь

y(x) =
1−

√
1−4x
2 .

Пример 2.2

Рассмотрим полином f(x, y) = x3 + y3 − 3xy. Заметим, что f(0, 0) = 0,

а f(0, y) = y3 = 0 при y = 0. В данном случае псевдополином W (x, y)

совпадает с самим полиномом f(x, y), то есть

W (x, y) = x3 + y3 − 3xy,
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а g(x, y) ≡ 1. Проверим условие на коэффициенты полинома W (x, y), пе-

реписав его для удобства в виде W (x, y) = y3 − 3xy + x3 :

c1(x) = 0, c2(x) = −3x, c3(x) = x3,

c1(0) = 0, c2(0) = 0, c3(0) = 0.
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3 Кратные точки кривой

Рассмотрим пересечение кривой (1.1) и прямой

L : x = a+ λt, y = b+ µt,

когда L проходит через точку P (a, b) кривой. прямая L определяется от-

ношением λ : µ. Точки пересечения прямой L и кривой (1.0) соответствует

корнем уравнения

f(a+ λt, ) (y = b+ µt) = 0.

Разложим левую часть этого уравнения по степеням t :

(fxλ+ fyµ)t+
1

2!
(fxxλ

2 + 2fxyλµ+ fyyµ
2)t2 + ... = 0.

Предположим, что все производные многочлена f до порядка r − 1 вклю-

чительно обращаются в нуль в точке P и хотя бы одна производная r-го

порядка отлична от нуля в этой точке. Тогда всякая прямая, проходящая

через P, имеет с кривой по меньшей мере r- кратное пересечение в точке P.

В этом случае P называют точкой кратности r. Точка кривой (1.1), имею-

щая кратность 1, называют обыкновенной точкой кривой. Точки кратности

2 и более называют особыми точками.
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4 Ветви кривой, проходящие через начало координат

В данном разделе рассмотрим случай, когда начало координат (0, 0)

является точкой кривой (1.1); в силу (1.2) это означает, что a00 = 0 или,

то, что точка (0, 0) /∈ N (f, σ). Обычно при анализе нулевой точки кривой

различают два случая, когда эта точка является обыкновенной и когда она

является особой. В первом случае предполагается, что одна из производ-

ных f ′x(0, 0), f
′
y(0, 0), то есть одно из чисел a01, a10 отлично от нуля; в этом

случае через нулевую точку проходит только одна ветвь кривой, которая (в

малой окрестности начала координат) допускает аналитическое представ-

ление либо вида y = φ(x), (φ(0) = 0), либо вида x = ψ(y), (ψ(0) = 0); здесь

φ(x) или ψ(y) непрерывная функция, определенная в достаточно малой

окрестности нуля. Во втором случае предполагается, что обе производные

функции f(x, y) в нулевой точке (т.е. числа a01, a10) обращаются в нуль;

в этом случае кривая (1.1) в окрестности начала координат устроена более

сложным образом− через нее проходит несколько ветвей вида y = φ(x)

(или x = ψ(y)). В дальнейшем предполагается, что начало координат яв-

ляется особой точкой.

Ломаная Ньютона в основных случаях позволяет почти без вычислений

определить не только число ветвей кривой (1.1), проходящих через начало

координат, но и первые ненулевые члены разложений (2.4) этих ветвей.

Теорема 4.1 Пусть L(f)− ломаная Ньютона алгебраической кривой

(1.1). Каждая проходящая через нулевую точку ветвь кривой (1.1) пред-

ставима в виде

φ(x) = cxε(1 + z(x)), (4.1)

где ε− показатель некоторого звена Γ ∈ L(0,0), c− корень характеристи-

ческого полинома этого звена и z(x) непрерывная в нуле функция, причем

z(0) = 0.

Доказательство этой теоремы фактически содержится в книге [3].
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Более того, совокупность всех одночленов

{cxε, ε = εΓ, πΓ(c) = 0, Γ ∈ L(0,0)} (4.2)

совпадает с первыми ненулевыми членами разложений (2.4), соответ-

ствующих проходящим через нулевую точку ветвям функций φ(x) в

дробно- степенные ряды. Наконец, сумма всех степеней характеристиче-

ских полиномов звеньев множества L(0,0) в комплексном случае совпадает

с числом правильных ветвей кривой (1.1), проходящих через начало коор-

динат, а в вещественном случае совпадает или на четное число превышает

число этих ветвей.

Для получения следующих (ненулевых) членов разложений, соответ-

ствующих проходящим через начало координат ветвям кривой (1.1), ис-

пользуются такие рассуждения. Выбирается один из одночленов (4.2) и в

уравнении (1.1) выполняется замена переменной

y = cxε(1 + ỹ), (4.3)

в результате которой уравнение (1.1) переходит в новое уравнение

f ◦(x, ỹ) = 0. (4.4)

Полученное уравнение не эквивалентно исходному, так как его решения

вида ỹ = ψ(x) по формуле (4.3) определяют те и только те решения урав-

нения (1.1), которые допускают представление (4.3). Уравнение (4.4) по

сравнению с уравнением (1.1) обладает двумя особенностями. Во-первых,

оно имеет еще решение x = 0 и кратность этого решения заведомо пре-

вышает кратность решения уравнения (1.1), а именно, можно показать,

что она превышает число ak(b)−bk(a)
k(b)−k(a) . Во-вторых, в общем случае показа-

тель ε является рациональным числом ε = p
q
, и поэтому его левая часть

f ◦(x, ỹ) является многочленом от переменных x
1
q ỹ. Для его исследования

метод многоугольника Ньютона и, в частности, Теорема 4.1 непосредствен-

но неприменимы. Однако, анализ решений вида ỹ = ψ(x) уравнения (4.4)

эквивалентен анализу решений уравнения
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f̃(x̃, ỹ) = 0, (4.5)

в котором левая часть получена из функции f ◦(x, ỹ) при помощи замены

переменной xq = x̃ и отбрасыванием множителя x̃h с максимально возмож-

ным h. Применение Теоремы 4.1 к уравнению (4.5) позволяет определить

для всех его решений вида ỹ = φ̃(x̃) первые члены в разложениях по степе-

ням (целым или дробным) переменной x̃ и, следовательно, вторые члены

в разложениях по степеням (целым или дробным) переменной x.

Замечание 4.1 Следует иметь в виду, что уравнение (4.5) может

иметь и решение ỹ = 0. Это означает, что исходное уравнение (1.1)

имеет решение y = cxε.

Аналогичным образом можно поступать для определения всех ненуле-

вых членов в разложениях (2.4). В результате, при построении разложения

некоторой фиксированной ветви кривой, определяемой уравнением (1.1),

будет получена (конечная или бесконечная) последовательность уравне-

ний

f(n)(x(n), y(n)) = 0, n = 0, 1, 2, ... (4.6)

с

f(0)(x, y) = f(x, y), (x(0) = x, y(0) = y)

и

f(n+1)(x(n+1), y(n+1)) = f̃(n)(x̃(n), ỹ(n)), n = 0, 1, 2, ... .

Общая схема выделения некоторой фиксированнной ветви кривой (1.1)

выглядит следующим образом:

1) на шаге n имеем уравнение f(n)(x(n), y(n)) = 0;

2) строим многоугольник Ньютона N (f(n));

3) выбираем одно из звеньев Γ(n) ∈ L(0,0)(f(n));

4) находим характеристический полином πΓ(n)
(t) и показатель звена ε(n);

5) выбираем один из корней c(n) полинома πΓ(n)
(t) и определяем главный

член c(n)x
ε(n)

(n) ветви, соответствующей выбранному звену Γ(n);
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6) с помощью замены вида (4.3) переходим на шаг (n + 1), при этом

f(n+1)(x(n+1), y(n+1)) = f̃(n)(x̃(n), ỹ(n)).

Замечание 4.2 (I) Описанная процедура конечна в том и только том

случае, когда разложение (2.4) соответствующей ветви кривой (1.1) ока-

зывается конечным.

(II) Для каждой ветви последовательность длин (l(Γ(n))) звеньев Γ(n)

невозрастающая и стабилизируется к некоторому натуральному числу

κ (это число совпадает с кратностью рассматриваемой ветви).

(III) Равенство κ(·) = 1 для исследуемой ветви определяется за ко-

нечное число шагов по уравнениям (4.6); равенство κ(·) = κ с κ > 1

устанавливается лишь в результате бесконечного числа шагов по урав-

нениям (4.6).

(IV) В случае вещественного полинома (1.2) ветвь кривой (1.1) явля-

ется вещественной при x > 0(x < 0) в том и только в том случае, когда

все коэффициенты ck соответствующего разложения (2.4) этой ветви

являются вещественными.
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5 Ветви, “уходящие” в бесконечность

Здесь мы рассмотрим те ветви, для которых либо одна из координат

стремится к бесконечности, а вторая - к нулевому значению: x→ 0, y → ∞
или x → ∞, y → 0; либо обе координаты стремятся к бесконечности:

x→ ∞, y → ∞.

Для исследования ветвей кривой (1.1), для которых x → 0, y → ∞
или x → ∞, y → 0, или x → ∞, y → ∞ сделаем в уравнении (1.1)

соответствующую замену переменной

x = u, y =
1

v
; x =

1

u
, y = v; x =

1

u
, y =

1

v
. (5.1)

При каждой из этих замен левая часть уравнения (1.1) обращается в

дробь, обращение в нуль числителя которой является новым алгебраиче-

ским уравнением, степень которого совпадает со степенью (1.1). Применяя

к каждому из полученных трех уравнений Теорему 4.1 и последующие за

ней рассуждения находим аналогичные (2.4) представления искомых вет-

вей в переменных u и v :

v =
∞
∑

k=1

γku
k
r . (5.2)

Далее возвращаемся к исходным переменным x и y. Используя стандарт-

ные правила обращения со степенными рядами, получаем представления

этих ветвей в соответствующем виде

y =
∞
∑

k=ν

ckx
k
r (ν < 0), x→ 0, y → ∞, (5.3)

y =
∞
∑

k=1

ckx
−k

r , x→ ∞, y → 0, (5.4)

y =
∞
∑

k=ν

ckx
−k

r (ν < 0), x→ ∞, y → ∞. (5.5)

Тем самым задача сводится к изучению проходящих через начало коорди-

нат ветвей некоторых вспомогательных кривых.
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В действительности, для построения представлений (5.3)−(5.5) строить

соответствующие представления (5.2) нет необходимости; в частности пер-

вые их члены определяются непосредственно из диаграммы Ньютона, по-

строенной для уравнения (1.1). В самом деле, при каждой из замен пе-

ременных (5.1) диаграмма Ньютона для уравнения (1.1) переходит в диа-

грамму Ньютона вспомогательных кривых. Так, при первой из этих за-

мен
(

x = u, y = 1
v

)

исходная диаграмма Ньютона симметрично отражается

относительно оси абсцисс, а затем сдвигается вверх и в результате снова

оказывается в первом квадранте; при этом звенья L(∞,0) исходной лома-

ной Ньютона переходят в звенья L(0,0) новой ломаной Ньютона для со-

ответствующей вспомогательной кривой. Аналогично, при второй замене
(

x = 1
u
, y = v

)

в новой ломаной Ньютона на месте звеньев L(0,0) оказыва-

ется звенья L(∞,0) старой ломаной Ньютона. Наконец, при третьей замене
(

x = 1
u
, y = 1

v

)

в звенья L(0,0) новой ломаной Ньютона переходят звенья

L(∞,∞) новой ломаной Ньютона старой ломаной Ньютона. Справедлива

Теорема 5.1 Пусть L(f, σ)− ломаная Ньютона алгебраической кривой

(1.1). Тогда множество L(0,∞), L(∞,0) или L(∞,∞) непусто в том и толь-

ко в том случае, когда кривая (1.1) имеет “убегающие” в бесконечность

ветви кривой (1.1) соответственно одного из видов x → 0, y → ∞;

x → ∞, y → 0; x → ∞, y → ∞. Каждая такая “убегающая” в беско-

нечность ветвь представима в виде

φ(x) = cxε(1 + z(x)), (5.6)

где ε− показатель некоторого звена Γ соответственно из L(0,∞), L(∞,0)

или L(∞,∞), c− корень характеристического полинома этого звена и

z(x)− функция, непрерывная в нуле и обращающаяся в нуле в нуль в пер-

вом случае, и стремящаяся к нулю при x → ∞ во втором и третьем

случаях. Более того, совокупность всех одночленов

{ψ(x) = cxε, ε = ε(Γ), πΓ(c) = 0, Γ ∈ L0,∞}
{ψ(x) = cxε, ε = ε(Γ), πΓ(c) = 0, Γ ∈ L∞,0}
{ψ(x) = cxε, ε = ε(Γ), πΓ(c) = 0, Γ ∈ L∞,∞}

(5.7)
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совпадает с первыми ненулевыми членами соответственно разложений

(5.3)−(5.5) в ряды по степеням x
1
r , соответствующих “убегающих” в

бесконечность ветвей кривой (1.1).

20



6 Степенные преобразования

Рассмотрим полином

f(x) =
∑

aQx
Q, (6.1)

где x = (x1, x2) ∈ C
2, Q = (q1, q2) ∈ Z

2, xQ = xq11 · xq22 , aQ ∈ C {0}. Ломаная

Ньютона L(f), будучи границей многогранника Ньютона N (f), состоит из

граней размерности 0 и 1. Каждой грани Γ сопоставим полином

fΓ(x) =
∑

Q∈Γ∩S
aQx

Q, (6.2)

называемый срезкой полинома f(x), здесь S− носитель полинома f(x).

Пусть R
2
∗ есть двойственное пространство к R

2 и точка P = (p1, p2) ∈ R
2
∗.

Нормальным конусом U к грани Γ называется множество всех точек

P ∈ R
2
∗, для которых скалярное произведение 〈P,Q〉 достигает максиму-

ма по Q ∈ S в точках Q ∈ Γ. Легко видеть, что нормальный конус U для

одномерной грани представляет собой луч, сонаправленный с внешней нор-

малью к этой грани. Если грань нульмерная (т.е. вершина), то нормальный

конус представляет собой сектор, ограниченный лучами, ортогональными

смежным граням.

Степенным преобразованием называется отображение вида

log x = A log y, (6.3)

где log x = (log x1, log x2)
T , log y = (log y1, log y2)

T , A = (aij)− невырожден-

ная матрица 2-го порядка с рациональными элементами. Моном xQ преоб-

разуется в моном yQ̃, причем точка Q переходит в точку Q̃ по правилу

Q̃T = ATQT . (6.4)

Сформулируем теорему, лежащую в основе метода степенных преобразо-

ваний, в интересующем нас двумерном случае. Для произвольной размер-

ности она доказана в книге [1].
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Теорема 6.1 [1] Для грани Γ многоугольника N (f) существует степен-

ное преобразование (6.3) с унимодулярной матрицей A, которое преобра-

зует срезку fΓ(x) к виду

fΓ(x) = yq1g(y2). (6.5)

Далее опишем схему вычисления асимптотических разложений решений

алгебраических уравнений

f(x1, x2) = 0.

Шаг 1. Построим многоугольник Ньютона полинома f(x1, x2).

Шаг 2. Выделим грани размерности 1, принадлежащие множеству L(0,0)

ломаной Ньютона.

Шаг 3. Для каждой грани Γ выполним степенное преобразование x→ y

как в теореме 6.1 и получим уравнение срезки g(y2) = 0.

Далее выделяются два возможных случая.

Случай 1. Полином g(y2) имеет простой корень y02. В этом случае при-

менима теорема о неявной функции, что даёт возможность найти парамет-

рическое разложение для решений уравнения f(x1, x2) = 0

Случай 2. Полином g(y2) имеет кратный корень y02. В этом случае стро-

ится многогранник Ньютона полного полинома f1(y1, y2) и далее процедура

повторяется с Шага 1.
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7 Примеры

В данном разделе мы исследуем несколько алгебраических кривых с по-

мощью метода многоугольника Ньютона, а именно, найдём все ветви, про-

ходящие через начало координат, в виде разложений рядов, а также пред-

ставление их в параметрическом виде, использую подходящие степенные

преобразования.

7.1 Лист Декарта

Рисунок 2 Рисунок 3

Рассмотрим алгебраическую кривую, которая называется лист Декарта

и определяется уравнением

x3 + y3 − 3xy = 0. (7.1)

Многоугольник Ньютона для данной кривой, изображенный на Рис. 3, есть

выпуклая оболочка трех точек Q1 = (3, 0), Q2 = (0, 3), Q3 = (1, 1).

Рассмотрим звено Г
(1)
1 из множества L(0,0). Характеристический полином

для звена Г
(1)
1 выглядит следующим образом:

π(t) = t−1 − 3,

он имеет единственный корень t = 1
3 . Далее по формуле (1.4) вычислим

показатель звена Г
(1)
1 : ε(1) = 2. Таким образом, получаем первое прибли-
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жение ветви F1, проходящей через начало координат:

y =
1

3
x2 + ... .

Для нахождения второго члена искомого разложения для ветви F1 вы-

полняем замену y = 1
3x

2(1 + y1) в уравнении (7.1). Имеем

1

27
x6y31 +

1

9
x6y21 +

1

9
x6y1 +

1

27
x6 − x3y1 = 0,

далее сократим на x3 и получим уравнение

1

27
x3y31 +

1

9
x3y21 +

1

9
x3y1 +

1

27
x3 − y1 = 0. (7.2)

Следуя тому же алгоритму, найдём первые приближения ветвей кривой

(7.2). Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.2). Он представля-

ет собой выпуклую оболочку пяти точек Q1 = (3, 0), Q2 = (0, 1), Q3 =

(3, 3), Q4 = (3, 1), Q5 = (3, 2) (см. Рис. 4).

Рисунок 4 Рисунок 5

На втором шаге множество L(0,0) содержит одно звено Г
(2)
1 . Характеристи-

ческий полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) =
1

27
t−1 − 1,

он имеет один корень t = 1
27 . Далее находим показатель звена ε(2) = 3, и

первый член разложения для y1 :

y1 =
1

27
x3 + ... .
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Таким образом, имеем представление для ветви F1 :

y =
1

3
x2 +

1

81
x5 + ... .

Для нахождения третьего члена искомого разложения для ветви F1 вы-

полняем замену y1 =
1
27x

3(1 + y2) в уравнении (7.2):

1

19683
x12y32 +

1

6561
x12y22 +

1

6561
x12y2 +

1

19683
x12 +

1

243
x9y22+

+
2

243
x9y2 +

1

243
x9 +

1

9
x6y2 +

1

9
x6 − x3y2 = 0,

далее сократим на x3 и получим:

1

19683
x9y32 +

1

177147
x9y22 +

1

177147
x9y2 +

1

19683
x9 +

1

243
x6y22 +

2

243
x6y2+

+
1

243
x6 +

1

9
x3y2 +

1

9
x3 − y2 = 0.

(7.3)

Многоугольник Ньютона для кривой (7.3) изображен на Рис. 5.

На этом шаге множество L(0,0) содержит одно звено Г
(3)
1 . Характеристи-

ческий полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) =
1

243
t−1 − 1

27
,

он имеет один корень t = 1
9 . Далее находим показатель звена ε(3) = 3, а

также первое приближение для y2

y2 =
1

9
x3 + ...

и второе приближение для y1

y1 =
1

27
x3 +

1

243
x6 + ... .

Таким образом, имеет место разложение для ветви F1 :

y =
1

3
x2 +

1

81
x5 +

1

729
x8 + ... .

Второе звено Г
(1)
2 из множества L(0,0) многогранника Ньютона кривой

(7.1) соединяет точки Q3 = (0, 3) и Q2 = (1, 1) (см. Рис.3). Характеристи-

ческий полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) = −3t−2 + 1,
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он имеет два корня t1,2 = ±
√
3, а показатель звена ε(1) = 1

2 . В результа-

те, получаем первые приближения двух других ветвей, проходящих через

начало координат:

F2 : y = −
√
3x

1
2 + ...

и

F3 : y =
√
3x

1
2 + ... .

Для нахождения второго члена искомого разложения для ветви F2 вы-

полняем замену y = −
√
3x

1
2 (1 + y1) в уравнении (7.1). В результате имеем

уравнение:

−
√
27x

3
2y31 − 3

√
27x

3
2y21 − 3

√
27x

3
2y1 + 3

√
3x

3
2y1 + x3 = 0.

Далее сократим на x
3
2 и сделаем замену x1 = x

1
2 :

−
√
27y31 − 3

√
27y21 − 6

√
3y1 + x31 = 0. (7.4)

Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.3). Он представляет со-

бой выпуклую оболочку четырёх точек Q1 = (0, 1), Q2 = (3, 0), Q3 =

(0, 3), Q4 = (0, 2) (см. Рис. 6).

Рисунок 6 Рисунок 7

На втором шаге множество L(0,0) содержит одно звено Г
(2)
1 . Характеристи-

ческий полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) = t−1 − 6
√
3,
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он имеет один корень t =
√
3

18 . Находим показатель звена ε(2) = 3, и первое

приближение для y1 :

y1 =

√
3

18
x

3
2 + ... .

Таким образом, ветвь F2 представляется в виде:

y = −
√
3x

1
2 − 1

6
x2 + ... .

Для нахождения третьего члена разложения для ветви F2 выполним

замену y1 =
√
3

18 x
3
1(1 + y2) в уравнении (7.4):

− 1

216
x91y

3
2−

3

216
x91y

2
2−

3

216
x91y2−

1

216
x91−

√
3

12
x61y

2
2−

2
√
3

12
x61y2−

√
3

12
x61−x31y2 = 0,

далее сократим на x31 и получим:

− 1

216
x61y

3
2 −

1

72
x61y

2
2 −

1

72
x61y2−

1

216
x61−

√
3

12
x31y

2
2 −

√
3

6
x31y2−

√
3

12
x31− y2 = 0.

(7.5)

Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.5)(см. Рис. 7).

На этом шаге множество L(0,0) содержит одно звено Г
(3)
1 . Характеристи-

ческий полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) = −
√
3

12
t−1 − 1,

он имеет один корень t = −
√
3

12 . Далее находим показатель звена ε(3) = 3, а

также первое приближение для y2

y2 = −
√
3

12
x

3
2 + ...

и второе приближение для y1

y1 =

√
3

18
x1 −

1

72
x3 + ... .

Таким образом, ветвь F2 представляется в виде:

y = −
√
3x

1
2 − 1

6
x2 +

√
3

72
x

3
2 + ... .

Для нахождения второго члена искомого разложения для ветви F3 вы-

полняем замену y =
√
3x

1
2 (1 + y1) в уравнении (7.1):

√
27x1y

3
1 + 3

√
27x1y

2
1 + 6

√
3x1y1 + x41 = 0.
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После сокращения на x1 получим уравнение:
√
27y31 + 3

√
27y21 + 6

√
3y1 + x31 = 0. (7.6)

Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.6) (см. Рис. 8).

Рисунок 8 Рисунок 9

На этом шаге множество L(0,0) содержит одно звено Г
(2)
1 . Характеристиче-

ский полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) = t−1 + 6
√
3,

он имеет один корень t = −
√
3

18 . Далее находим показатель звена ε(3) = 3, и

первое приближение для y1 :

y1 = −
√
3

18
x

3
2 + ... .

Таким образом, ветвь F3 представляется в виде:

y =
√
3x

1
2 − 1

6
x2 + ... .

Для нахождения третьего члена разложения для ветви F3 выполняем

замену y1 = −
√
3

18 x
3
1(1 + y2) в уравнении (7.6):

− 1

216
x91y

3
2−

3

216
x91y

2
2−

3

216
x91y2−

1

216
x91+

√
3

12
x61y

2
2+

2
√
3

12
x61y2+

√
3

12
x61−x31y2 = 0,

далее сократим на x31 и получим:

− 1

216
x61y

3
2 −

1

72
x61y

2
2 −

1

72
x61y2 −

1

216
x61 +

√
3

12
x31y

2
2 +

√
3

6
x31y2 +

√
3

12
x31 − y2 = 0.

(7.7)
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Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.7) (см. Рис. 9).

На этом шаге множество L(0,0) содержит одно звено Г
(3)
1 . Характеристи-

ческий полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) =

√
3

12
t−1 − 1,

он имеет один корень t =
√
3

12 . Далее считаем показатель звена ε(3) = 3, а

также первое приближение для y2

y2 =

√
3

12
x31 =

√
3

12
x

3
2 + ...

и второе приближение для y1

y1 = −
√
3

18
x1 −

1

72
x3 + ... .

Таким образом, ветвь F3 представляется в виде:

y =
√
3x

1
2 − 1

6
x2 −

√
3

72
x

3
2 + ... .

Теперь рассмотрим звено Γ
(1)
3 ∈ L(∞,∞) ломаной Ньютона кривой (7.1).

Найдём ветвь этой кривой удовлетворяющей условию: x → ∞, y → ∞.

Для этого сделаем следующую замену переменной x = 1
u
, y = 1

v
в уравне-

нии (7.1). После замен задача сводится к нахождению ветвей кривой

v3 + u3 − 3u2v2 = 0, (7.8)

проходящих через начало координат. Cтроим многоугольник Ньютона для

кривой (7.8) (см. Рис 10).

Рисунок 10 Рисунок 11
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На этом шаге множество L(0,0) содержит одно звено. Характеристический

полином для этого звена выглядит следующим образом:

π(t) = t−3 + 1,

он имеет один корень t = −1. Далее считаем показатель звена ε(1) = 1.

Получили первое приближение в переменных u и v.

v = −u+ ... .

Для получения второго члена разложения выполняем замену v = −u(1+
v1) в уравнении (7.8):

−u3(v31 + 3v21 + 3v1 + 1)− 3u2u2(1 + v1) + u3 = 0,

далее сократим на −u3 и получим:

3v1 + 3v21 + v31 + 3u+ 6uv1 + 3uv21 = 0. (7.9)

Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.9) (см. Рис. 11).

На этом шаге множество L(0,0) содержит одно звено. Характеристиче-

ский полином для звена выглядит следующим образом:

π(t) = 3t−1 + 3,

он имеет один корень t = −1. Далее считаем показатель звена ε(2) = 1, и

первое приближение для v1

v1 = −u+ ... .

Получили второе приближение в переменных u и v.

v = −u+ u2 + ... .

Для получения третьего члена разложения выполняем замену v1 =

−u(1 + v2) в уравнении (7.9):

−3uv2 + 3u2v22 − 3u2 − u3v32 + 3u3v22 + 2u3 = 0,

далее сократим на −u и получим:

3v2 − 3uv22 + 3u+ u2v32 − 3u2v22 − 2u2 = 0. (7.10)

Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.10) (см. Рис. 12).
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Рисунок 12

На этом шаге множество L(0,0) содержит одно звено. Характеристический

полином для звена выглядит следующим образом:

π(t) = 3t−1 + 3,

и он имеет один корень t = −1. Далее считаем показатель звена ε(3) = 1, и

первое приближение для v2

v2 = −u... ,

а также второе приближение для v1

v1 = −u+ u2... .

Получили третий член разложения в переменных u и v.

v = −u+ u2 − u3... .

Теперь сделаем обратную замену переменных u = 1
x
, v = 1

y
:

1

y
= −1

x
+

1

x2
− 1

x3
+ ...⇒ y =

1

− 1
x
+ 1

x2 − 1
x3 + ...

=

=
1

− 1
x
(1− 1

x
+ 1

x2 + ...)
= −x(1 + 1

x
+ ...) = −x− 1 + ... .

Таким образом, мы получили два члена разложения ветви уходящей в бес-

конечность: y = −x− 1 + ... . Декартов лист имеет наклонную ассимптоту

y = −x− 1.

Изучим решения уравнения (7.1) вблизи нуля с помощью метода степен-

ных преобразований.
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Грань Γ1 = Q1Q2 многогранника на Рис.2 имеет нормальный конус, на-

правленный вдоль вектора (1,2). Рассмотрим унимодулярную матрицу

A =

(

1 1

1 2

)

и соответствующее степенное преобразование

x1 = y1y2, x2 = y1y
2
2.

Применим это преобразование. Уравнение (7.1) перейдёт в:

g := y31y
6
2 + y31y

3
2 − 3y21y

3
2 = 0.

Далее сократим на y21y
3
2 и получим уравнение

y1y
3
2 + y1 − 3 = 0. (7.11)

Многогранник для кривой (7.11) изображён на Рис. 13.

Рисунок 13 Рисунок 14

Заметим, что грань Γ1 перешла в вертикальную Γ̃1 = Q1Q2; для неё

срезка gΓ̃1
= y1 − 3, имеет простой корень y1 = 3, следовательно, теорема

о неявной функции в окрестности нуля даёт явное выражение y1 через y2 :

y1 =
3

1 + y32
.

Таким образом, получаем параметрическое представление ветви F1 кривой

(7.1):

x1 =
3y2

1 + y32
, x2 =

3y22
1 + y32

,
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y2 изменяется в окрестности нуля.

Для грани Γ2 = Q2Q3 рассмотрим степенное преобраование следующего

вида

x1 = y21y2, x2 = y1y2.

Применим его и получим новое уравнение:

g := y61y
3
2 + y31y

3
2 − 3y31y

2
2 = 0.

Далее сократим на y31y
3
2 :

y31y2 + y2 − 3 = 0. (7.12)

Многогранник для кривой (7.12) изображён на Рис. 14.

Грань Γ2 = Q2Q3 перешла в горизонтальную грань Γ̃2 = Q2Q3. Для неё

срезка gΓ̃2
= y2− 3, имеет простой корень y2 = 3, следовательно, теорема о

неявной функции в окрестности нуля даёт явное выражение y2 через y1 :.

y2 =
3

1 + y31
.

Таким образом, получаем локальное параметрическое представление ком-

понент кривой, включающей в себя ветви F2, F3 :

x1 =
3y21

1 + y31
, x2 =

3y1
1 + y31

.

Замечание. Полученная параметризация является глобальной.

7.2 Кривая x4 − x3y + 3x2y3 − 3xy5 + y7 = 0

Рассмотрим алгебраическую кривую, которая определяется уравнением

x4 − x3y + 3x2y3 − 3xy5 + y7 = 0. (7.13)

Многоугольник Ньютона для данной кривой изображен на Рис. 16. Рас-

смотрим звено Г
(1)
1 , соединяющее точки Q1 = (4, 0) и Q2 = (3, 1). Характе-

ристический полином для звена Г
(1)
1 , имеет вид

π(t) = t−1 − 1,

с единственным корнем t = 1.
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Рисунок 15 Рисунок 16

Далее по формуле (1.4) вычислим показатель звена Г
(1)
1 : ε(1) = 1. Таким

образом, получаем первое приближение ветви F1, проходящей через начало

координат:

y = x+ ... .

Для нахождения второго члена искомого разложения для ветви F1 вы-

полняем замену y = x(1 + y1) в уравнении (7.13). В результате после со-

кращения на x4 получим уравнение

x3y71 + 7x3y61 + 21x3y51 + 35x3y41 + 35x3y31 + 21x3y21+

+7x3y1 + x3 − 3x2y51 − 15x2y41−
−30x2y31 − 30x2y21 − 15x2y1 − 3x2 + 3x2y31 + 9xy21 + 9xy1 + 3x− y1 = 0.

(7.14)

Следуя тому же алгоритму, выделим ветви кривой (7.14), проходящие че-

рез (0,0). Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.14) (см. Рис. 17).

На втором шаге множество L(0,0) содержит одно звено Г
(2)
1 . Характеристи-

ческий полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) = 3t−1 − 1,

он имеет один корень t = 3.
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Рисунок 17 Рисунок 18

Далее находим показатель звена ε(2) = 1, и первый член разложения для

y1 :

y1 = 3x+ ... .

Таким образом, ветвь F1 представляется в виде:

y = x+ 3x2 + ... .

Второе звено Г
(1)
2 из множества L(0,0) ломаной Ньютона кривой (7.13)

соединяет точкиQ2 = (3, 1) иQ3 = (0, 7) (см. Рис. 16). Характеристический

полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) = −t−6 + 3t−4 − 3t−2 + 1,

он имеет два корня t1,2 = ±1 кратности 3, а показатель звена ε(1) = 1
2 .

Наличие кратных корней у характеристического полинома свидетельствует

о зарождении шести ветвей, из которых ветви F2, F3, F4 имеют первое

приближение

y = x
1
2 + ... ,

а ветви F5, F6, F7 имеют первое приближение:

y = −x 1
2 + ... .

Для нахождения второго члена искомого разложения для ветвей

F2, F3, F4 выполняем замену y = x
1
2 (1 + y1) в уравнении (7.14). Имеем

уравнение:

x
7
2 (8y31 + 20y41 + 18y51 + 7y61 + y71 + x

1
2 ) = 0.
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Далее сделаем замену x1 = x
1
2 и разделим на x71 :

8y31 + 20y41 + 18y51 + 7y61 + y71 + x1 = 0. (7.15)

Cтроим многоугольник Ньютона для кривой (7.15) (см. Рис. 18).

На втором шаге множество L(0,0) содержит одно звено Г
(2)
1 . Характери-

стический полином для данного звена выглядит следующим образом:

π(t) = t−3 + 8,

он имеет один вещественный корень t1 = −1
2 и два комплексных t2 =

1
2e

−iπ3 ,

t2 = 1
2e

iπ3 . Находим показатель звена ε(2) = 1
3 , и первые приближения для

y1 :

y1 = −1

2
x

1
6 + ... ,

y1 =
1

2
e−iπ3x

1
6 + ... ,

y1 =
1

2
ei

π
3x

1
6 + ... .

Таким образом, ветви F2, F3, F4 представляются в виде:

y = x
1
2 − 1

2
x

2
3 + ... .

y = x
1
2 +

1

2
e−iπ3x

2
3 + ... .

y = x
1
2 +

1

2
ei

π
3x

2
3 + ... .

Для нахождения вторых членов разложений для ветвей F5, F6, F7 вы-

полняем замену y = −x 1
2 (1 + y1) в уравнении (7.14):

x
7
2 (−8y31 − 20y41 − 18y51 − 7y61 − y71 + x

1
2 ) = 0.

Далее сделаем замену x1 = x
1
2 и разделим на x71 :

−8y31 − 20y41 − 18y51 − 7y61 − y71 + x1 = 0. (7.16)

Многоугольник Ньютона для данного уравнения будет такой же как на

Рис. 18. Характеристический полином выглядит следующим образом:

π(t) = t−3 − 8,
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он имеет один вещественный корень t1 =
1
2 и два комплексных t2 =

1
2e

−i 2π3

t3 =
1
2e

i 2π3 . Находим показатель звена ε(3) = 1
3 ,

y1 =
1

2
x

1
6 + ... ,

y1 =
1

2
e−i 2π3 x

1
6 + ... ,

y1 =
1

2
ei

2π
3 x

1
6 + ... .

Таким образом, ветви F5, F6, F7 имеют разложение

y = x
1
2 +

1

2
x

2
3 + ... ,

y = x
1
2 +

1

2
e−i 2π3 x

2
3 + ... ,

y = x
1
2 +

1

2
ei

2π
3 x

2
3 + ... ,

соответственно.

Изучим решение уравнения (7.13) с помощью метода степенных преоб-

разований. Преобразуем многогранник Ньютона этой кривой с помощью

преобазования

x1 = y1y2, x2 = y1y
2
2.

При этом грань Γ1 = Q1Q2 перейдёт в горизонтальную грань Γ̃1 = Q1Q2

(см. Рис. 19)

Рисунок 19 Рисунок 20

Уравнение кривой преобразуется к виду:

y41y
4
2(y

3
1y

10
2 − 3y21y

7
2 + 3y1y

4
2 − y2 + 1) = 0
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Срезка gΓ̃1
= 1− y2 имеет простой корень y2 = 1, следовательно, к уравне-

нию

y31y
10
2 − 3y21y

7
2 + 3y1y

4
2 − y2 + 1 = 0

применима теорема о неявной функции в окрестности точки (1,0). Раз-

решив последнее уравнение относительно y2, получим решение уравнения

(7.13) (ветвь F1) в виде разложений от параметра y1 :

x1 = y1 + 3y21 + ... , x2 = y1 + 6y21 + ... .

Далее к кривой (7.13) применим преобразование

x1 = y21y2, x2 = y1y2.

При этом грань Γ2 = Q2Q3 перейдёт в горизонтальную грань Γ̃2 = Q2Q3

(см. Рис. 20). Уравнение кривой преобразуется к виду

y71y
4
2(y

3
2 − 3y22 + 3y2 + y1 − 1) = 0

Срезка gΓ̃2
= y32−3y22+3y2−1 имеет трёхкратный корень y2 = 1. Разрешим

уравнение

y32 − 3y22 + 3y2 + y1 − 1 = 0

относительно y1 и воспользуемся формулами замены переменной. В резуль-

тате имеем параметризацию кривой(7.13):

x1 = (1− y2)
6y2, x2 = (1− y2)

3y2

Замечание. Полученная параметризация является глобальной.

7.3 Кривая 2x5 − x3y + 2x2y2 − xy3 + 2y5 = 0

Рассмотрим алгебраическую кривую, которая определяется уравнением

2x5 − x3y + 2x2y2 − xy3 + 2y5 = 0. (7.17)

Многоугольник Ньютона для данной кривой изображен на Рис. 22.

38



Рисунок 21 Рисунок 22

Рассмотрим звенья Г
(1)
1 = (Q1Q2), Г

(1)
2 = (Q2Q3) и Г

(1)
3 = (Q3Q4) из

множества L(0,0). Характеристический полином для звена Г
(1)
1 , выглядит

следующим образом:

π(t) = 2t−1 − 1,

он имеет единственный корень t = 2. Далее находим показатель звена

Г
(1)
1 : ε(1) = 2. Таким образом, получаем первое приближение ветви F1,

проходящей через начало координат:

y = 2x2 + ... .

Для нахождения второго члена искомого разложения для ветви F1 вы-

полняем замену y = 2x2(1 + y1) в уравнении (7.17). В результате, после

сокращения на 2x5 получим уравнение

32x5y51 + 160x5y41 + 320x5y31 + 320x5y21 + 160x5y1+

+32x5 − 4x2y31 − 12x2y21−
−12x2y1 − 4x2y1 + 4xy21 + 8xy1 + 4x− y1 = 0.

(7.18)

Следуя тому же алгоритму, выделим ветви кривой (7.18). Многоугольник

Ньютона для кривой (7.18) изображён на Рис. 23.
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Рисунок 23 Рисунок 24

Множество L(0,0) содержит одно звено Г
(2)
1 . Характеристический полином

π(t) = 4t−1 − 1, имеет один корень t = 4. Далее находим показатель звена

ε(2) = 1, и первый член разложения для y1 :

y1 = 4x+ ... .

Таким образом, ветвь F1 представляется в виде:

y = 2x2 + 8x3 + ... .

Характеристический полином для звена Г
(1)
2 = (Q2Q3) выглядит следу-

ющим образом:

π(t) = t−2 + 2t−1 − 1;

он имеет двукратный корень t = 1. Далее находим показатель звена Г
(1)
2 :

ε(1) = 1. Наличие кратного корня свидетельствует о зарождении двух вет-

вей F2, F3, имеющих первое приближение

y = x+ ... .

Для нахождения вторых членов разложений для ветвей F2, F3, выпол-

няем замену y = x(1 + y1) в уравнении (7.17). В результате, после сокра-

щения на x4 получим уравнение

4x+ 20xy21 + 20xy31 + 10xy41 + 2xy51 − y31 − y31 + 10xy1 = 0. (7.19)

Выделим ветви кривой (7.19), проходящие через (0,0). Cтроим многоуголь-

ник Ньютона для кривой (7.19) (см. Рис. 24).
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Множество L(0,0) многоугольника Ньютона кривой (7.19) содержит одно

звено Г
(2)
1 . Характеристический полином для данного звена выглядит сле-

дующим образом: π(t) = 4t−2 − 1, имеет два корня t = ±2. Далее находим

показатель звена ε(2) = 1
2 , и первый член разложения для y1 :

y1 = ±2x
1
2 + ... .

Таким образом, ветви F2 и F3 представляются, соответственно, в виде:

y = x+ 2x
3
2 + ... ,

y = x− 2x
3
2 + ... .

Характеристический полином для звена Г
(1)
3 = Q3Q4 выглядит следую-

щим образом:

π(t) = −t−2 + 2,

он имеет два корня t = ± 1√
2
. Далее находим показатель звена Г

(1)
3 : ε(1) = 1

2 .

Таким образом, первые приближения ветвей F4 и F5, проходящих через

начало координат, имеют вид

y =
1√
2
x

1
2 + ... ,

y = − 1√
2
x

1
2 + ... .

Для нахождения второго члена разложения для ветви F4 выполняем

замену y = 1√
2
x

1
2 (1 + y1) в уравнении (7.17). В результате после замены

x1 = x
1
2 и сокращения на x51 получим уравнение

7
√
2

4
y21 +

9
√
2

4
y31 +

5
√
2

4
y41 +

√
2

4
y51+

+2x1y1 + x1 + 2x51 + x1y
2
1 −

2
√
2

4
x21 +

2
√
2

4
y1 −

2
√
2

4
x21y1 = 0.

(7.20)

Многоугольник Ньютона для кривой (7.20) изображён на Рис. 25.
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Рисунок 25

Множество L(0,0) содержит одно звено Г
(2)
1 = Q2Q3. Характеристический

полином для этого звена выглядит следующим образом:

π(t) = t−1 +

√
2

2
,

он имеет один корень t = −
√
2. Далее находим показатель звена ε(2) = 1,

и первый член разложения для y1 :

y1 = −
√
2x

1
2 + ... .

Таким образом, ветвь F4 представляется в виде:

y =
1√
2
x

1
2 − x+ ... .

Для нахождения второго члена искомого разложения для ветви F5 вы-

полняем замену y = − 1√
2
x

1
2 (1 + y1) в уравнении (7.17). В результате после

замены x1 = x
1
2 и сокращения на x51 получим уравнение

7
√
2

4
y21 −

9
√
2

4
y31 −

5
√
2

4
y41 −

√
2

4
y51−

−2x1y1 + x1 + 2x51 + x1y
2
1 +

2
√
2

4
x21 −

2
√
2

4
y1 +

2
√
2

4
x21y1 = 0.

(7.21)

Многоугольник Ньютона для кривой (7.21) выглядит также как для кри-

вой (7.20) (см. Рис. 25). Множество L(0,0) содержит одно звено Г
(2)
1 . Ха-

рактеристический полином для имеет один корень t =
√
2. Далее находим
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показатель звена ε(2) = 1, и первый член разложения для y1 :

y1 =
√
2x

1
2 + ... .

Таким образом, ветвь F5 представляется в виде:

y =
1√
2
x

1
2 + x+ ... .

Далее найдём параметризацию ветвей кривой (7.17) с помощью степен-

ных преобразований. Вместо координат (x, y) исходно будем рассматривать

координаты (x1, x2).

Рассмотрим грань Γ1 = Q1Q2 на Рис. 22. Нормальный конус грани Γ1

есть луч с направлением (1,2), поэтому рассмотрим унимодулярную мат-

рицу

A =

(

1 1

1 2

)

и соответсвующее степенное преобразование

x1 = y1y2, x2 = y1y
2
2.

Применим это преобразование, получим уравнение кривой в новых коор-

динатах:

2y51y
10
2 + 2y51y

5
2 − y41y

7
2 + 2y41y

6
2 − y41y

5
2 = 0;

далее сократим на y41y
5
2 и получим

g(y1, y2) = 2y1y
5
2 − y22 + 2y2 + 2y1 − 1 = 0. (7.22)

На Рис. 26. изображён многогрнник Ньютона кривой (7.22) Заметим, что

грань Γ1 = Q1Q2 на Рис. 22 преобразуется в вертикальную грань Γ̃1 =

Q1Q2 на Рис. 26. Для неё срезка gΓ̃1
= 2y1−1 имеет простой корень y1 =

1
2 ,

это значит, что по теореме о неявной функции в некоторой окрестности

нуля соответствующая ветвь кривой задаётся явно

y1(y2) =
(y2 − 1)2

2y52 + 2
.
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Рисунок 26 Рисунок 27

Наконец, получаем локальное параметрическое представление ветви F1

кривой (7.17):

x1 =
(y2 − 1)2

2y52 + 2
y2, x2 =

(y2 − 1)2

2y52 + 2
y22,

здесь параметр y2 изменяется в некоторой окрестности нуля.

Далее рассмотрим грань Γ2 = Q2Q3 Учитывая нормальный конус грани,

рассмотрим унимодулярную матрицу

a =

(

2 1

1 1

)

.

и соответствующее степенное преобраование

x1 = y21y2, x2 = y1y2.

Теперь применим полученное преобразование и после сокращения y51y
4
2 по-

лучим уравнение

2y2y
5
1 − y21 + 2y1 + 2y2 − 1 = 0. (7.23)

Многогранник для кривой (7.23) изображён на Рис. 27.

Заметим, что грань Γ2 = Q2Q3 перешла в вертикальную грань Γ̃2 =

Q2Q3, для неё срезка gΓ̃2
= −y21 +2y1− 1 имеет двукратный корень y1 = 1.

Нам необходимо сделать замену z1 = y1 − 1, z2 = y2 в уравнении (7.23):

2z51z2 + 10z41z2 + 20z31z2 + 20z21z2 + 10z1z2 + 4z2 − z21 = 0. (7.24)
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Выбирая в качестве параметра z1, из уравнения (7.24) получаем парамет-

ризацию каспа исследуемой кривой (ветви F2 и F3):

x1 =
(z1 + 1)2z21

2(1 + (z1 + 1)5)
, x2 =

(z1 + 1)z21
2(1 + (z1 + 1)5)

,

z1 изменяется в корестности нуля.

Рассмотрим грань Γ3 = Q3Q4 на Рис. 22. Нужное нам степенное преоб-

разование определяется унимодулярной матрицей

A =

(

2 1

1 1

)

и имеет следующий вид

x1 = y21y2, x2 = y1y2.

Это преобразование приводит кривую к виду (7.23), при этом исследуемая

грань Γ3 переходит в горизонтальную грань Γ̃3 = Q3Q4 (см. Рис. 27) Срезка

gΓ̃3
= 2y2 − 1, имеет простой корень y2 =

1
2 , следовательно, что теорема о

неявной функции даёт представление ветви кривой

y2(y1) =
y21 − 2y1 + 1

2y51 + 2
,

в окрестности начала координат. Наконец, получаем параметрическое

представление компонент кривой, объединяющей ветви F4, F5

x1 =
(y1 − 1)2

2y51 + 2
y21, x2 =

(y1 − 1)2

2y51 + 2
y1,

y1 изменяется в окрестности нуля.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получены следующие результаты:

− представлена схема выделения ветви плоской алгебраической кривой,

проходящей через начало координат, с помощью метода многоугольника

Ньютона;

− описана схема нахождения решений уравнения f(x) = 0 в виде функ-

ций от параметра, либо набора асимптотических разложений по параметру;

− исследованы ветви и найдены параметризации трёх алгебраических

кривых указанными выше методами.
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