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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Èçâåñòíî, ÷òî îäíèì èç ìîùíûõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé

ñòðîåíèÿ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ õàðàêòåðîâ. Íà÷àëî ðàçâèòèþ òåîðèè õà-

ðàêòåðîâ ïîëîæèë ôóíäàìåíòàëüíûé òðóä, ïîñòðîåííûé â 1896-1899 ãã.

Ô.Ã.Ôðîáåíèóñîì ¾Òåîðèÿ õàðàêòåðîâ è ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï¿. Íî ëèøü â

êîíöå 60-õ ãîäîâ XX âåêà, â ñâÿçè ñ èíòåíñèâíûìè èññëåäîâàíèÿìè êîíå÷íûõ

ïðîñòûõ ãðóïï è èõ êëàññèôèêàöèåé, òåîðèÿ õàðàêòåðîâ ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ

êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé îáúåêò ñîâðåìåííîé òåîðèè ãðóïï.

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì òåîðèè õàðàêòåðîâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëèÿíèÿ

ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ íà ñòðîåíèå ãðóïïû. Âïåðâûå ïîäîáíûå

èññëåäîâàíèÿ áûëè íà÷àòû È.Ì.Àéçåêñîì è Ä.Ñ.Ïàññìàíîì1. Â 1965 ã. èìè

áûëà ïðåäïðèíÿòà ïåðâàÿ ïîïûòêà êëàññèôèöèðîâàòü ãðóïïû, èìåþùèå ðîâ-

íî äâå ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ. Îíè ñâåëè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ d = pα,

ãäå d � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà, p � ïðîñòîå ÷èñëî è

ãðóïïàì ñ íåàáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Â 1968 ã. Ã.Çåéöåì2 èññëåäîâà-

íû ãðóïïû, èìåþùèå ðîâíî îäíî íåïðèâîäèìîå íåîäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå,

ò.å. K-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè áîëüøå ÷åì 1, ãäå K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ

ëèáî ãðóïïû ïîðÿäêà 2k (k � íàòóðàëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî), öåíòð êîòîðûõ

ñîâïàäàåò ñ êîììóòàíòîì è èìååò ïîðÿäîê 2, ëèáî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

x → ax+ b êîíå÷íîãî ïîëÿ GF (pn).

Â îáùåì ñëó÷àå ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ íåñóò äîâîëüíî

ñêóäíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðîåíèè ãðóïïû. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èçó÷àòü ãðóï-

ïû, ó êîòîðûõ ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ èìåþò íåêîòîðûå äîïîëíè-

òåëüíûå ñâîéñòâà è óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì îãðàíè÷åíèÿì.

Ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ ñëó÷àè, êîãäà ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ

õàðàêòåðîâ óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâàì.

Â 2006-2008 ãã. Í.Ñíàéäåðîì3 èçó÷àëèñü ãðóïïû ñ íåïðèâîäèìûì êîì-

ïëåêñíûì õàðàêòåðîì ñòåïåíè d, äëÿ êîòîðîãî

|G| = d(d+ e)

1Isaacs, I.M. A characterization of groups in terms of the degrees of their characters / I.M. Isaacs,

D.S. Passman // Paci�c J. Math. � 1965. � V. 15, � 3. � P. 877�903.
2Seitz, G.M. Finite groups having only one irreducible representation of degree greater than one / G.M. Seitz

// Proc. Amer. Math. Soc. � 1968. � V. 19, �. 2. � P. 459�461.
3Snyder, N. Groups with a character of large degree / N. Snyder // Proc. Amer.Math.Soc. � 2008. � V. 136.

� P. 1893�1903.
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äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû e. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè e > 1 ïîðÿ-

äîê ãðóïïû G îãðàíè÷åí ôóíêöèåé îò ÷èñëà e. Ðàíåå, â 1999 ã. ß.Áåðêîâè÷åì4

áûëè êëàññèôèöèðîâàíû ãðóïïû ñ e = 1 è e = 2. Â ñëó÷àå e = 1 ãðóïïà G

èçîìîðôíà ãðóïïå Ôðîáåíèóñà ñ ÿäðîì ïîðÿäêà d+1. Äëÿ e > 1 È.Ì.Àéçåêñ5

ïîêàçàë â 2011 ã., ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé B âûïîëíåíî

|G| ≤ Be6.

Òîãäà æå Ê.Äþðôè è Ñ.Äæåíñåí6 äîêàçàëè, ÷òî

|G| ≤ e6 − e4.

Íàêîíåö, â 2012 ã. Ì.Ë.Ëüþèñ7 óêàçàë íàèëó÷øóþ âîçìîæíóþ ãðàíèöó:

|G| ≤ e4 − e3,

ïðè d ≤ e2 − e.

Íåñìîòðÿ íà ïîëó÷åííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê ãðóïïû â òåðìèíàõ

÷èñëà e, âîçíèêàåò âîïðîñ î ñòðîåíèè ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðîé ñâÿçàí ñî

ñòåïåíüþ d íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ñîîòíîøåíèåì |G| ≤ 2d2.

Â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ïîðÿäîê ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñóì-

ìîé êâàäðàòîâ ñòåïåíåé åå íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ. Ïðè ýòîì

÷àñòî îí çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñòåïåíè ëþáîãî åå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà.

Îäíàêî Ë.Ñ. Êàçàðèíûì è È.À. Ñàãèðîâûì8 äîêàçàíî â 2001 ã., ÷òî ó ëþ-

áîé êîíå÷íîé ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïû G èìååòñÿ íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð

ñòåïåíè, áîëüøåé |G|1/3.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê óñòðîåíû êîíå÷íûå ãðóïïû, îáëàäàþùèå íåïðè-

âîäèìûì õàðàêòåðîì Θ òàêèì, ÷òî |G| ≤ cΘ(1)2 äëÿ íåáîëüøîé êîíñòàíòû

c > 1?

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à îïèñàíèÿ ñòðîåíèÿ ãðóïïû, îáëàäàþùåé íåïðè-

âîäèìûì õàðàêòåðîì Θ, òàêèì, ÷òî |G| ≤ cΘ(1)2 ïðè c < 5 ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé. ¾Àòëàñ êîíå÷íûõ ãðóïï¿ 9 ñîäåðæèò òàáëèöó õà-

ðàêòåðîâ 90 êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, èç íèõ âñåãî 23 ãðóïïû îáëàäàþò
4Berkovich, Y.G. Groups with few characters of small degree / Y.G. Berkovich // Israel J. Math. � 1999. -

V. 110. � P. 325�332.
5Isaacs, I.M. Bounding the order of a group with a large degree character / I.M. Isaacs // J. Algebra/ �

2011. � V. 348, �. 1. � P. 264�275.
6Durfee, C. A bound on the order of a group having a large character degree / C. Durfee, S. Jensen // J.

Algebra. � 2011. � V. 338. � P. 197�206.
7Lewis, M.L. Bounding group order by large character degrees: A question of Snyder / M.L. Lewis // Journal

of Group Theory. � 2014. � V. 17, Issue 6. � P. 1081�1116.
8Êàçàðèí, Ë.Ñ. Î ñòåïåíÿõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï / Ë.Ñ. Êàçàðèí,

È.À. Ñàãèðîâ // Òðóäû èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ. � 2001. � Ò. 7, �. 2. � Ñ. 113�123.
9Conway, J.H. Atlas of �nite groups: maximal subgroups and ordinary characters for simple groups /

J.H. Conway, R.T. Curtis, S.P. Norton, R.A. Parker, R.A. Wilson. - Oxford: Clarendon Press, 1985. � 253 p.
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òàêèì íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè Θ(1), äëÿ êîòî-

ðîé âåðíî íåðàâåíñòâî cΘ(1)2 ≥ |G|, ïðè c < 5. Èç 23 ãðóïï: 8 � ñïîðà-

äè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï (M11,M12,M22,M23,M24, Th, J1, HS), 6 � çíàêîïåðå-

ìåííûõ (A5, A6, A7, A8, A9, A11), 6 � êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òè-

ïà (L2(11), L3(2), L3(3), L3(4), U4(2), U4(3)), è 3 � èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ

ãðóïï ëèåâà òèïà (Sz(8), 2F4(2)
′, O+

8 (2)). Ïðè c < 4 ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî cΘ(1)2 ≥ |G| âñåãî 15. Ïðè c < 3 óñëîâèþ óäîâëåòâî-

ðÿò òîëüêî 8 ãðóïï:

Òàêèì íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè Θ(1) = 190373976, ïðè

c < 2,6 îáëàäàåò ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà Òîìïñîíà Th = F3|3, ò.å. |Th| <

2,51Θ(1)2. Ïðè c < 3 ÷åòûðå ãðóïïû Ìàòüå M11,M22,M23,M24, èìåþò íåïðè-

âîäèìûé õàðàêòåðΘ ñòåïåíèΘ(1) ðàâíûé ñîîòâåòñòâåííî 55, 385, 2024, 10395.

Ïðè c < 2,7 ãðóïïà L3(2) ïîðÿäêà 168, îáëàäàåò íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì

ñòåïåíè Θ(1) = 8. Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû A5, A7 ïðè c < 2,5 èìåþò íåïðè-

âîäèìûé õàðàêòåð ñòåïåíè 5 è 35 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî â ¾Àòëàñå êîíå÷íûõ ãðóïï¿ íå íàøëîñü òàêèõ ãðóïï,

ó êîòîðûõ ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñíîãî õàðàêòåðà Θ óäîâëåòâîðÿëà

áû óñëîâèþ cΘ(1)2 ≥ |G|, ïðè c ≤ 2. Ïîýòîìó ðàáî÷àÿ ãèïîòåçà äèññåðòà-

öèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî âñå ãðóïïû

îáëàäàþùèå òàêèì íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè Θ(1),

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |G| ≤ cΘ(1)2, ïðè c ≤ 2 ÿâëÿþòñÿ

ðàçðåøèìûìè.

Êîíå÷íóþ íååäèíè÷íóþ ãðóïïó ïîðÿäêà áîëüøå äâóõ, îáëàäàþùóþ

íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì õàðàêòåðîì Θ äëÿ êîòîðîãî, 2Θ(1)2 ≥ |G|, áó-
äåì íàçûâàòü LC(Θ)-ãðóïïîé10. LC(Θ)-ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòå-

ðåñ, ïîñêîëüêó î÷åâèäíî îáëàäàþò ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåðà LC(Θ)-ãðóïïû ìîæíî

óêàçàòü ýêñòðàñïåöèàëüíóþ 2-ãðóïïó ïîðÿäêà 22n+1, êîòîðàÿ îáëàäàåò íåïðè-

âîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè 2n. Íà íåé äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî |G| =

2Θ(1)2. Îäíàêî óêàçàííîå ðàâåíñòâî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òîG áóäåò 2-ãðóïïîé.

Äðóãîé ïðèìåð äàåò ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï S3 è

A4, äëÿ êîòîðîé Θ(1) = 6, òàê ÷òî G ∼= S3 × A4 èìååò ïîðÿäîê 72 = 2Θ(1)2.

Öåëü äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï

G, èìåþùèõ íåïðèâîäèìûé êîìïëåêñíûé õàðàêòåð Θ, êâàäðàò ñòåïåíè êîòî-

ðîãî íå ìåíüøå ïîëîâèíû ïîðÿäêà ãðóïïû G ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà ñòåïåíü

10îò "Large character".
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ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p èëè ïðîèçâåäåíèåì pq èëè p2q, ãäå p è q

� ïðîñòûå ÷èñëà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð LC(Θ)-ãðóïïû, íå ÿâëÿþ-

ùåéñÿ 2-ãðóïïîé, ÿâëÿåòñÿ êîíñòèòóåíòîé õàðàêòåðà Θ2.

2. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñòðîåíèÿ LC(Θ)-ãðóïï ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé

p-ïîäãðóïïîé, ó êîòîðûõ Θ(1) � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p.

3. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñòðîåíèÿ LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõΘ(1) � ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q, â òîì ÷èñëå, êîãäà p = q.

4. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ LC(Θ)-ãðóïï ñ Θ(1) = p2q, ãäå p > q è p, q

� ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ òåîðèè êîíå÷íûõ

ãðóïï è òåîðèè õàðàêòåðîâ. Äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàíà

ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP 11.

Íàó÷íàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò

íàéòè ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, òåîðèè õàðàê-

òåðîâ è èõ ïðåäñòàâëåíèÿì, â àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå è â èíòåðïðå-

òàöèè íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæ-

íîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïóòü â íàóêó¿ (ßðîñëàâëü, 2014-

2015 ãã.), íà êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðè-

ëîæåíèÿ¿ (Êàçàíü, 2014 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ïî òåî-

ðèè ãðóïï, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ Â.Â. Êàáàíîâà (Íàëü÷èê, 2014 ã.), íà 67, 68

è 69 âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàí-

òîâ è àñïèðàíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì

(ßðîñëàâëü, 2014-2016 ãã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé øêîëå-êîíôåðåíöèè

11The GAP Group. GAP � Groups, Algorithms and Programming, Version 4.4.10. [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] /

Aachen, St. Andrews, 2008.

Ðåæèì äîñòóïà: http://www.gap-system.org
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¾Ãðóïïû è ãðàôû, àëãîðèòìû è àâòîìàòû¿, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Â.À. Áå-

ëîíîãîâà è 70-ëåòèþ Â.À. Áàðàíñêîãî (Åêàòåðèíáóðã, 2015 ã.).

Ðàáîòà îòìå÷åíà ãðàìîòîé çà ëó÷øèé äîêëàä â Ìåæäóíàðîäíîé ìî-

ëîäåæíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïóòü â íàóêó¿ (ßðîñëàâëü,

2014 ã.), äèïëîìîì ëàóðåàòà 68-é Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôå-

ðåíöèè ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì

(ßðîñëàâëü, 2015 ã.).

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè âêëþ÷àåò 11 ðàáîò [1] - [11].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4 ñòàòüÿõ [1] - [4] â ðåöåí-

çèðóåìûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ,

ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò

98 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 37 íàèìåíîâàíèé.

Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿ-

þòñÿ íà ïàðàãðàôû. Íóìåðàöèÿ âñåõ ðåçóëüòàòîâ (òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé,

ïðåäëîæåíèé, îïðåäåëåíèé) ñêâîçíàÿ è ñîñòîèò èç òðåõ öèôð: ïåðâàÿ öèôðà

� íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ � íîìåð ïàðàãðàôà è òðåòüÿ � ïîðÿäêîâûé íîìåð

âíóòðè ïàðàãðàôà. Ôîðìóëû è òàáëèöû èìåþò ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ âíóòðè

âñåé äèññåðòàöèè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Äàíû íåîáõîäèìûå îïðåäå-

ëåíèÿ, èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå íà ïðîòÿæåíèè

âñåé ðàáîòû.

Â ïàðàãðàôå 1.1. ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë, ïî-

ñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ êîíå÷íûå ãðóïïû. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðî-

ñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà è Ôåðìà, ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà Æèãìîíäè î ñóùå-

ñòâîâàíèè ïðîñòîãî ÷èñëà ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Â ïàðàãðàôå 1.2. èçëîæåíû ñâåäåíèÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî õàðàêòå-

ðà. Äàíû îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîé è íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû, ãðóïïû Ôðîáå-

íèóñà, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà è ïðèçíàêè

äàííûõ ãðóïï â âèäå ëåìì è ïðåäëîæåíèé.

Â ïàðàãðàôå 1.3. ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è òåî-

ðèè õàðàêòåðîâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíäóöèðîâàííîãî õàðàêòåðà, äàåòñÿ çàêîí
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âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëèðîâêè òåîðèè Êëèô-

ôîðäà è íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î õàðàêòåðàõ ïðîñòûõ ãðóïï è ãðóïï Ôðîáåíè-

óñà.

Â ãëàâå 2 â îñíîâíîì èçó÷àþòñÿ õàðàêòåðû LC(Θ)-ãðóïï è èçëàãà-

þòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà LC(Θ)-ãðóïïû è åå õàðàêòåðîâ. Íàïîìíèì îïðåäå-

ëåíèå LC(Θ)-ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Êîíå÷íóþ ãðóïïó G ̸= 1 ïîðÿäêà áîëüøå äâóõ,

îáëàäàþùóþ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ òàêèì, ÷òî 2Θ(1)2 ≥ |G|, áóäåì
íàçûâàòü LC(Θ)-ãðóïïîé.

Â íà÷àëå ãëàâû â ïàðàãðàôå 2.1. äàåòñÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåî-

ðåìû.

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè ïîðÿäîê G

íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà 2, òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð G ÿâëÿåòñÿ

êîíñòèòóåíòîé õàðàêòåðà Θ2.

Íàïîìíèì, åñëè õàðàêòåð χ ïðåäñòàâèòü â âèäå χ =
∑k

i=1 niχi, ãäå

ni ≥ 0 è k = |Irr(G)|, à nj > 0, òî χj ∈ Irr(G) íàçûâàåòñÿ êîíñòèòóåíòîé

õàðàêòåðà χ.

Â ïàðàãðàôå 2.2. äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, îïèñûâàþ-

ùèå ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ LC(Θ)-ãðóïïû.

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Òîãäà õàðàêòåð Θ

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì ãðóïïû G íàèáîëüøåé

ñòåïåíè. Â ÷àñòíîñòè, Θ(g) � öåëîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî äëÿ âñÿêîãî g ∈ G.

Ëåììà 2.2.2. Åñëè G � LC(Θ)-ãðóïïà, òî Θ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì õàðàê-

òåðîì.

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà è M � åå ñîáñòâåííàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà õàðàêòåð ΘM ïðèâîäèì.

Äàëåå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà LC(Θ)-ãðóïïû.

Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü G � LC(Θ)�ãðóïïà è N � åå ñîáñòâåííàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Åñëè Θ(1) = m, òî (|G/N |,m) ̸= 1.

Ëåììà 2.2.5. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè ïîðÿäîê G íå

ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà 2, òî Z(G) = 1.

Âñå ñâîéñòâà âûâîäÿòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ LC(Θ)-ãðóïïû è íåêîòîðûõ

ñâîéñòâ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 2.1.2. ïðåäñòàâëåíî â ïàðàãðàôå 2.3.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà 2.1.2. ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíà â ñîâìåñòíîé ðàáîòå

[1] (ñîàâòîð Ë.Ñ. Êàçàðèí). Âêëàä àâòîðîâ âî âñå ñîâìåñòíûå ðàáîòû ðàâíî-

çíà÷åí è íåäåëèì. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû äîêëàäûâàëèñü íà êîíôåðåíöèè

8



¾Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿, ïðîõîäèâøåì â

Êàçàíè [6].

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ LC(Θ)-ãðóïï ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-

ïîäãðóïïîé, ó êîòîðûõ Θ(1) - ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå 3.1. äàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî p-íèëüïîòåíòíîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé âñå ýëå-

ìåíòû ïîðÿäêà, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ÷èñëîì p, îáðàçóþò ïîäãðóïïó.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðî-

ñòîãî ÷èñëà p ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G àáåëåâà, à Θ(1) = pm äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, òî G ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé,

Op(G) = 1 è ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê pm.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëíîå îïèñàíèå LC(Θ)-ãðóïï ñ Θ(1) = pm

è àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-

ïîäãðóïïîé è íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè pm, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî,

à m - íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ëèáî p � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà è ãðóïïà G

� ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå m ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ p(p+ 1), ëèáî p = 2 è

G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ôðî-

áåíèóñà ïîðÿäêà qi2
mi (ãäå qi = 2mi + 1 � ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà) èëè ãðóïïîé

Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 3223 (â ýòîì ñëó÷àå mi = 3), ïðè÷åì
∑

imi = m.

Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà, åñëè â íåé íàé-

äåòñÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H, ñîâïàäàþùàÿ ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì è

âçàèìíî ïðîñòàÿ ñî ñâîèìè ñîïðÿæåííûìè ïîäãðóïïàìè, îòëè÷íûìè îò H.

Òàêèì îáðàçîì, LC(Θ)-ãðóïïà ñ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè

pm ìîæåò áûòü îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

1. ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 72, ïðè÷åì p = 2 è m = 3;

2. ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèåm ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ p(p+1) è p � ïðîñòîå

÷èñëî Ìåðñåííà;

3. ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Ôðîáåíèóñà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîðÿäêà

2mi(2mi + 1), ãäå
∑

imi = m è 2mi + 1 � ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíî â ïàðàãðàôå 3.2.

Ïðèìåðû LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p:

1. Ïóñòü G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ 6 è 72.

ÒîãäàG ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ íåïðèâîäèìîãî

õàðàêòåðà, ðàâíîé 16 = 24 è àáåëåâîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé.
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2. Ãðóïïà G = A4 × A4 ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ íàèáîëüøåé ñòåïå-

íüþ íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà, ðàâíîé 9 = 32 è àáåëåâîé ñèëîâñêîé 3-

ïîäãðóïïîé.

3. Ãðóïïà G = AGL2(3) � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíîé àáåëå-

âîé ãðóïïû V ïîðÿäêà 9 è ãðóïïû GL2(3), äåéñòâóþùåé íà V êàê ãðóï-

ïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. |G| = 9 · 48 = 432. Â.È.

Çåíêîâûì12 ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà G èìååò íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð Θ

ñòåïåíè 24, òàê, ÷òî |G| < 2Θ(1)2, íî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G-

íåàáåëåâà.

Îñíîâíûå òåîðåìû 3.1.1, 3.1.2 ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíîé ðà-

áîòå [1] (ñîàâòîð Ë.Ñ. Êàçàðèí) â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå. Ðåçóëüòàòû äàí-

íîé ãëàâû äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè

ãðóïï, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ Â.Â. Êàáàíîâà, ïðîõîäèâøåì â Íàëü÷èêå, íà

Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Ïóòü â íà-

óêó"è íà 67 âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, ìà-

ãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-

ñòèåì, ïðîõîäèâøèõ â ßðîñëàâëå ([5], [8]).

Â ãëàâå 4 èçó÷àþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû, c íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ

ñòåïåíè Θ(1) = pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå 4.1. äàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû, ó êîòîðûõ Θ(1) � êâàäðàò

ïðîñòîãî ÷èñëà, ò.å. ïðè p = q.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì

Θ ñòåïåíè p2, ãäå p-ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ëèáî ãðóïïà G � ïðÿìîå ïðîèçâåäå-

íèå äâóõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ p(p+ 1), ëèáî p = 2 è |G| ∈ {20, 32}.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû, ó êîòîðûõ Θ(1) � ïðîèçâåäå-

íèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q, ïðè÷åì p > q.

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè Θ(1) = pq,

ãäå p > q è p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ Θ(1) = pq, ãäå

p > q è p, q � ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà G èìååò àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó

K èíäåêñà pq.

Â ïàðàãðàôå 4.2. ñ ïîìîùüþ êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ

ãðóïï äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñ-

12Çåíêîâ, Â.È. Î p-áëîêàõ äåôåêòà 0 â p-ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ / Â.È. Çåíêîâ // Òð. ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ,

Ôàêòîðèàë, 1995. � �. 2. � Ñ. 36�40.
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ëî p è íå ïðåâûøàåò 2p4 èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

L2(q), L3(q), U3(q), Sz(8), A7,M11, J1.

Ïàðàãðàô 4.3. ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.1. Èçó÷àþòñÿ

LC(Θ)-ãðóïïû ñ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè p2 ïîðÿäêè ñèëîâñêèõ

p-ïîäãðóïï, êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò p5.

Â ïàðàãðàôå 4.4. äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà Θ(1) � ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ãðóïïîé

ñ àáåëåâîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé K èíäåêñà pq.

Ïðèìåðû LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) - ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ

÷èñåë p è q:

1. Ïóñòü p = 2a− 1 è q = 2b− 1 � äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà Ìåðñåííà.

Òîãäà ãðóïïà G = M × K, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï

Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ p(p+ 1) è q(q + 1) ñîîòâåòñòâåííî èìååò íåïðèâî-

äèìûé õàðàêòåð Θ ñ Θ(1) = pq.

2. Ïóñòü p = 5 è q = 3 è G � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 16 · 15. Òîãäà G

� LC(Θ)-ãðóïïà.

3. Ïóñòü p = 2a − 1 - ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, q = 2. Òîãäà ãðóïïà G =

M×K, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ

(p+ 1)p è 6 ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ ([2], [10]), òåîðåìà

4.1.1 ãëàâû 4 ïðèíàäëåæèò Ñ.Ñ. Ïîèñååâîé [10], òåîðåìû 4.1.2, 4.1.3 ãëàâû 4

îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [2] (ñîàâòîð Ë.Ñ. Êàçàðèí) â íåðàçäåëüíîì

ñîàâòîðñòâå è äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ãðóï-

ïû è ãðàôû, àëãîðèòìû è àâòîìàòû¿, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Â.À. Áåëîíîãîâà

è 70-ëåòèþ Â.À. Áàðàíñêîãî, ïðîõîäèâøåì â Åêàòåðèíáóðãå, íà Ìåæäóíàðîä-

íîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Ïóòü â íàóêó"è íà 68

âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è

àñïèðàíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì, ïðîõî-

äèâøèõ â ßðîñëàâëå ([7], [9]).

Â ãëàâå 5 èçó÷àþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû, ó êîòîðûõ Θ(1) = p2q, ãäå p > q

è p, q ïðîñòûå ÷èñëà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå 5.1. äàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè Θ(1) = p2q,

ãäå p è q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, p > q, òî G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.
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Òåîðåìà 5.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ Θ(1) = p2q, ãäå

p > q è p, q � ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà G èìååò àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó

M èíäåêñà p2q.

Â ïàðàãðàôå 5.2. ñ ïîìîùüþ êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï

äîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-

ïîäãðóïïîé P ̸= 1 ïîðÿäêà íå áîëåå p2 äëÿ êîòîðîé 2|P |3 > |G| èçîìîðôíà
ãðóïïå L2(q), ãäå q - ëèáî ïðîñòîå ÷èñëî, ëèáî êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ïàðàãðàô 5.3. ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 5.1.1. è 5.1.2.

Âñå òåîðåìû (5.1.1, 5.1.2) ãëàâû 5 ïðèíàäëåæàò Ñ.Ñ. Ïîèñååâîé. Ðå-

çóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [3] è [4] è äîêëàäûâàëèñü

íà 69 âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàí-

òîâ è àñïèðàíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì,

ïðîõîäèâøåì â ßðîñëàâëå [11].

Çàêëþ÷åíèå

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ãèïîòåçû, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü îðèåíòèðàìè

äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ LC(Θ)-ãðóïï.

Äàëåå ñëåäóåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 37 íàèìåíîâàíèé. Îòäåëüíî âû-

äåëåíû ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ïðèëîæåíèÿ

Â ïðèëîæåíèÿõ äàíû òàáëèöû õàðàêòåðîâ íåêîòîðûõ LC(Θ)-ãðóïï ñ

Θ(1) = pm, Θ(1) = pq, Θ(1) = p2q, ãäå p è q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, à

òàêæå ñïèñêè ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

cχ(1)2 > |G|, ãäå c ∈ {3, 4, 5, 6}.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
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