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Î ÿäðàõ Ñåãå è Ïóàññîíà â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ â Cn

Ñ.Ã.Ìûñëèâåö1

Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ñòàòüå ñòðîÿòñÿ ÿäðà Ñåãå è Ïóàññîíà â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ â Cn
è èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà.

Ýòà ñòàòüÿ ñîäåðæèò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì ÿäåð Ñåãå è
Ïóàññîíà â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ, êîòîðûå èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ èíòåãðàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé â ýòèõ îáëàñòÿõ.

1 Ïîñòðîåíèå ÿäðà Ñåãå

Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Cn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è H(D) � ïðîñòðàíñòâî
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â D ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ â D, à H(D) � ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè
D ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òîïîëîãèåé. Ïðîñòðàíñòâî H(D) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì â L2(∂D) ïî ìåðå dµ íà ∂D, ãäå dµ = g(ζ)dσ, g(ζ) ∈ C1(∂D), g(ζ) > 0,
dσ � ìåðà Ëåáåãà íà ∂D. Îòîáðàæåíèå H(D) −→ L2(∂D) èíúåêòèâíî ïî òåîðåìå î
ìàêñèìóìå ìîäóëÿ. Îáîçíà÷èì H2 = H2(∂D) çàìûêàíèå H(D) â L2.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ñóæåíèÿ r : H(D) −→ H(D). Îòîáðàæåíèå r ïðîäîëæà-
åòñÿ äî íåïðåðûâíîãî èç H2 â H(D).

Ëåììà 1. [lemma 4.1.[1]] Îòîáðàæåíèå ñóæåíèÿ r : H(D) −→ H(D) íåïðåðûâíî,
åñëè H(D) ðàññìàòðèâàåòñÿ â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé ïðîñòðàíñòâîì L2.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå r ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
i : H2 −→ H(D). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì , ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ∈ H2 ñóùåñòâóåò
ãîëîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå f̃ = i(f) â D. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ýòî ïðîäîëæåíèå
îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì f .

Â ðàáîòå [1] â êà÷åñòâå ìåðû ðàññìàòðèâàëàñü ìåðà Ëåáåãà dσ íà ãðàíèöå îáëàñòè,
â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ìåðû dµ = g(ζ)dσ âñå äîêàçàòåëüñòâà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî H2 � ãèëüáåðòîâî ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, òî â íåì
ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{ϕk}∞k=1 (1)

â ìåòðèêå L2. Ïîýòîìó ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ H2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî
áàçèñó (1), êîòîðûé ñõîäèòñÿ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L2:

f(ζ) =
∞∑
k=1

ckϕk(ζ), (2)

1Àâòîð èñïîëüçîâàë ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ÐÔÔÈ, ãðàíò 11-01-00852.
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ãäå ck = (f, ϕk) =

∫
∂D

f(u)ϕ̄k(u) dµ(u). Òîãäà

f(ζ) =
∞∑
k=1

(∫
∂D

f(u)ϕ̄k(u) dµ(u)ϕk(ζ)

)
=

∫
∂D

f(u)
∞∑
k=1

ϕ̄k(u)ϕk(ζ) dµ(u).

Îáîçíà÷èì K(ζ, ū) =
∞∑
k=1

ϕk(ζ)ϕ̄k(u) è K(ζ, ū) ∈ H(D) ïî ζ ∈ Du ïðè ôèêñèðîâàííîì

u ∈ D.

Ëåììà 2. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ϕk}∞k=1 â H2 ìîæíî âûáðàòü ñîñòîÿùèì èç
ôóíêöèé ϕk èç ïðîñòðàíñòâà H(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî H(D) ñåïàðàáåëüíîå, òî â íåì ñóùå-
ñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Îíî áóäåò òàêèì æå â H2, ò.ê. H2 çàìû-
êàíèå ïðîñòðàíñòâà H(D). Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèÿì èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðîöåññ îðòî-
ãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà, ïîëó÷èì îðòîíîìèðîâàííûé áàçèñ â H2, ñîñòîÿùèé èç
ôóíêöèé ϕk ∈ H(D).
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Ëåììà 3. Åñëè îáëàñòü D îãðàíè÷åííàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðà-
íèöåé, òî áàçèñ {ϕk}∞k=1 ìîæíî âûáðàòü èç ïîëèíîìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáëàñòü D ñòðîãî âûïóêëàÿ, òî D ïîëèíîìèàëüíî âû-
ïóêëûé êîìïàêò. Íà ïîëèíîìèàëüíî âûïóêëîì êîìïàêòå ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ â
åãî îêðåñòíîñòè, ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåòñÿ íà íåì ïîëèíîìàìè [2]. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëèíîìû ïëîòíû â êëàññå ôóíêöèé èç H(D) è ïîýòîìó èç H2. Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó
ìíîæåñòâó ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà, ïîëó÷èì áàçèñ âH2, ñîñòîÿùèé
èç ïîëèíîìîâ.
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñ âûáðàí ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 [1]. Ïî ýòîé
òåîðåìå ïðîäîëæåíèå ÿäðà K(ζ, ū) îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

i(f)(z) =

∫
∂D

f(ζ)K(z, ζ̄) dµ(ζ), z ∈ D,

ãäå K(z, ζ̄) =
∞∑
k=1

i(ϕk)(z)i(ϕ̄k)(ζ) è ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòíûõ ïîäìíî-

æåñòâàõ èç D ×D. Ýòî ÿäðî ìû áóäåì íàçûâàòü ÿäðîì Ñåãå. Òîãäà

f(z) =

∫
∂D

f(ζ)K(z, ζ̄) dµ(ζ), (3)
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ãäå f(z) îòîæäåñòâëåíà ñ f̃(z) = i(f)(z) è f ∈ H2. Îïðåäåëèì ÿäðî Ïóàññîííà

P (z, ζ) =
K(z, ζ̄) ·K(ζ, z̄)

K(z, z̄)
=
K(z, ζ̄) ·K(z, ζ̄)

K(z, z̄)
=
|K(z, ζ̄)|2

K(z, z̄)
,

ïðè÷åì K(z, z̄) =
∞∑
k=1

ϕk(z)ϕ̄k(z) =
∞∑
k=1

|ϕk(z)|2 > 0.

Ëåììà 4. ßäðî K(z, z̄) > 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K(z, z̄) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ D. Òîãäà ϕk(z) = 0 äëÿ
âñåõ k = 1, 2, . . ., ïîýòîìó

ϕk(z) =

∫
∂D

ϕk(ζ)K(z, ζ̄) dµ(ζ) = 0. (4)

Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ H2 ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå (2), òî f(ζ) =
∞∑
k=1

ckϕk(ζ).

Ïðèìåíÿÿ îòîáðàæåíèå i, ïîëó÷èì, ÷òî f(z) =
∞∑
k=1

cki(ϕk)(z) = 0 â ñèëó (4), ò.å.

f(z) ≡ 0 â D äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H2, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ÿäðî K(z, z̄) > 0
äëÿ ëþáîãî z ∈ D.
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Ëåììà 5. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ H(D) ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

f(z) =

∫
∂D

f(ζ)P (z, ζ) dµ(ζ), (5)

äëÿ z ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðà P (z, ζ) è èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ (3) èìååì∫
∂D

f(ζ)P (z, ζ) dµ(ζ) =

∫
∂D

f(ζ)
K(z, ζ̄) ·K(ζ, z̄)

K(z, z̄)
dµ(ζ) =

=
1

K(z, z̄)

∫
∂D

(
f(ζ)K(ζ, z̄)

)
K(z, ζ̄) dµ(ζ) =

f(z)K(z, z̄)

K(z, z̄)
= f(z).

2

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî H(D) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå
H(D) ∩ C(∂D) = A(D), òî ôîðìóëà (5) ñïðàâåäëèâà äëÿ ôóíêöèè f ∈ A(D).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A): äëÿ ëþáîé òî÷êè
ζ ∈ ∂D è ëþáîé îêðåñòíîñòè U(ζ) ÿäðî Ñåãå K(z, ζ̄) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî z ∈ D
ïðè z /∈ U(ζ). Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü D âñåãäà óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (A).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü D � ñòðîãî âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cn è ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ D
ÿäðî K(z, ζ̄) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì

1

2
< α 6 1 ïî ζ ∈ ∂D.

Òîãäà îáëàñòü D è ÿäðî K(z, ζ̄) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

D = {z ∈ Cn : ρ(z) < 0}, (6)

ãäå ρ ∈ C2(D) è grad ρ
∣∣
∂D
6= 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 26.13 [3]

äëÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ëåðå äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f ∈ A(D) â ñòðî-
ãî âûïóêëûõ îáëàñòÿõ:

f(z) =
(n− 1)!

(2πi)n

∫
∂D

f(ζ)
∑∞

k=1 δk dζ̄[k] ∧ dζ[
ρ′ζ1(ζ1 − z1) + . . .+ ρ′ζn(ζn − zn)

]n ,
ãäå

δk =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ρ′ζ1 . . . ρ′ζn
ρ′′
ζ1ζ̄1

. . . ρ′′
ζnζ̄1

[k]
ρ′′
ζ1ζ̄n

. . . ρ′′
ζnζ̄n

∣∣∣∣∣∣∣∣ , k = 1, . . . , n,

dζ = dζ1 ∧ . . . ∧ dζn, dζ̄[k] = dζ̄1 ∧ . . . ∧ dζ̄k−1 ∧ dζ̄k+1 ∧ . . . ∧ dζ̄n.
Çíàìåíàòåëü ÿäðà ρ′ζ1(ζ1 − z1) + . . . + ρ′ζn(ζn − zn) 6= 0 äëÿ ζ ∈ ∂D, z ∈ D è ζ 6= z.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî ρ′ζ1(ζ1 − z1) + . . . + ρ′ζn(ζn − zn) = 0 îïðåäåëÿåò êîìïëåêñ-
íóþ êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ∂D â òî÷êå ζ. Åñëè îáëàñòü D ñòðîãî âûïóêëàÿ, òî
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè D òîëüêî â òî÷êå ζ.

ßäðî ÑåãåK(z, ζ̄) äëÿ îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ (îáîáùåííûì) ÿäðîì Êîøè-Ôàíòàïïüå
(Ëåðå) ïî ñëåäñòâèþ 26.13 [3], ïîýòîìó òàêèå îáëàñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (A).
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Ðàññìîòðèì ñóæåíèå ôîðìû

L(z, ζ, ζ̄) =

∑∞
k=1 δk dζ̄[k] ∧ dζ[

ρ′ζ1(ζ1 − z1) + . . .+ ρ′ζn(ζn − zn)
]n

íà ∂D, òîãäà îíî ïðèìåò âèä

L(z, ζ, ζ̄) =

=
ψ(ζ, ζ̄) dσ(ζ)[

ρ′ζ1(ζ1 − z1) + . . .+ ρ′ζn(ζn − zn)
]n =

ψ(ζ, ζ̄) dµ(ζ)

g(ζ)
[
ρ′ζ1(ζ1 − z1) + . . .+ ρ′ζn(ζn − zn)

]n =
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=
ψ1(ζ, ζ̄) dµ(ζ)[

ρ′ζ1(ζ1 − z1) + . . .+ ρ′ζn(ζn − zn)
]n = L̃(z, ζ, ζ̄) dµ(ζ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî

K(z, ζ̄) = L̃(z, ζ, ζ̄) (7)

ïðè ζ ∈ ∂D.

Ëåììà 6. Ôóíêöèÿ K(z, z) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ïðè z → ζ è ζ ∈ ∂D, z ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷êó z0 ∈ D, òîãäà îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî z0, ò.å. äëÿ ëþáëîé òî÷êè ζ0 ∈ ∂D îòðåçîê [z0, ζ0] ∈ D. Ïóñòü
ýòîò îòðåçîê èìååò âèä {z ∈ D : z = ζ0 + t(z0 − ζ0), 0 6 t 6 1}. Òîãäà

ρ′ζ1(ζ
0
1 − z1) + . . .+ ρ′ζn(ζ0

n − zn) = t
(
ρ′ζ1(ζ

0
1 − z0

1) + . . .+ ρ′ζn(ζ0
n − z0

n)
)
.

Åñëè z → ζ0, òî t→ 0 è
(
ρ′ζ1(ζ

0
1 − z0

1) + . . .+ ρ′ζn(ζ0
n− z0

n)
)
→ 0. Òîãäà K(z, z)→∞ ïðè

z → ζ, ζ ∈ ∂D.
2

2 ßäðî Ïóàññîíà è åãî ñâîéñòâà

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C(∂D) îïðåäåëèì èíòåãðàë Ïóàññîíà:

P [f ](z) = F (z) =

∫
∂D

f(ζ)P (z, ζ) dµ(ζ).

Â ñòðîãî âûïóêëûõ îáëàñòÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (A), èç ðàâåíñòâà (7) è
âèäà ÿäðà P (z, ζ) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ÿäðî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïî z ∈ D è
ïîýòîìó ôóíêöèÿ F (z) íåïðåðûâíà â D.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cn, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ (A), è f ∈ C(∂D), òîãäà ôóíêöèÿ F (z) íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ
íà D è F (z)

∣∣
∂D

= f(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 1 è ëåììà 6 ïîêàçûâàþò, ÷òî ÿäðî P
(
ζ, t(z0 − z)

)
ðàâ-

íîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âíå ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ äëÿ ζ, z ∈ ∂D, z0 ∈ D,
ζ 6= z è t → 1. Êðîìå òîãî P (z, ζ) > 0 è P [1](ζ) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî Ïóàññîíà
P (z, ζ) ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé [4, òåîðåìà 1.9].
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Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

ω = c

n∑
k=1

(−1)k−1ζ̄k dζ̄[k] ∧ dζ,
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ãäå c =
(n− 1)!

(2πi)n
. Íàéäåì ñóæåíèå ýòîé ôîðìû íà ∂D äëÿ îáëàñòè D âèäà (6). Òîãäà

ïî ëåììå 3.5 [5] ïîëó÷èì

dζ̄[k] ∧ dζ = (−1)k−12n−1in
∂ρ

∂ζ̄k
· dσ

| grad ρ|
.

Ïîýòîìó ñóæåíèå ω íà ∂D ðàâíî

dµ = ω
∣∣
∂D

=
(n− 1)!

2πn

n∑
k=1

ζ̄k
∂ρ

∂ζ̄k
· dσ

| grad ρ|
.

Îáîçíà÷èì

g(ζ) =
(n− 1)!

2πn

n∑
k=1

ζ̄k
∂ρ

∂ζ̄k
· 1

| grad ρ|
.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè D êðóãîâàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ îáëàñòü, òî g(ζ) âåùåñòâåí-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü íà ∂D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ êðóãîâîé îáëàñòè ρ(ζ1, . . . , ζn) = ρ(ζ1e
iθ, . . . , ζne

iθ),
0 6 θ 6 2π, òî äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî θ, ïîëó÷èì

0 =
n∑
k=1

iζke
iθ ∂ρ

∂ζk
−

n∑
k=1

iζ̄ke
−iθ ∂ρ

∂ζ̄k
.

Òîãäà ïðè θ = 0 ïîëó÷èì, ÷òî
n∑
k=1

ζk
∂ρ

∂ζk
=

n∑
k=1

ζ̄k
∂ρ

∂ζ̄k
. Âåùåñòâåííîñòü ôóíêöèè g(ζ)

îçíà÷àåò, ÷òî
n∑
k=1

ζ̄k
∂ρ

∂ζ̄k
=

n∑
k=1

ζ̄k
∂ρ

∂ζ̄k
=

n∑
k=1

ζk
∂ρ

∂ζk
.

Ôóíêöèÿ g(ζ) 6= 0 íà ∂D, ïîñêîëüêó êîìïëåêñíàÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â òî÷êå
ζ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íîëü. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ g(ζ) ñîõðàíÿåò çíàê íà ∂D.

2

Â äàëüíåéøåì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dµ � ìåðà, ò.å. g(ζ) > 0 íà ∂D.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü îáëàñòü D � (p1, . . . , pn)-êðóãîâàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ, ò.å.

ρ(ζ1, . . . , ζn) = ρ(ζ1e
ip1θ, . . . , ζne

ipnθ), 0 6 θ 6 2π,

ãäå p1, . . . , pn � ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ôóíêöèÿ

∞∑
k=1

ζ̄kpk
∂ρ

∂ζ̄k

âåùåñòâåííàÿ è íå ðàâíà íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé ëåììû.
Ñâîéñòâà ÿäåð Ñåãå è Ïóàññîíà èìåþò íåïðîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ôóíêöèÿì

ñ îäíîìåðíûì ñâîéñòâîì ãîëîìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ.
Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Cn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ-

íóþ ïðÿìóþ âèäà

lz,b = {ζ ∈ Cn : ζ = z+bt, t ∈ C} = {(ζ1, . . . ζn) : ζj = zj+bjt, j = 1, 2, . . . , n, t ∈ C}, (8)

ãäå z ∈ Cn, b ∈ CPn−1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ C(∂D) îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîìåðíîãî ãîëî-

ìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü ïðÿìîé lz,b, åñëè ∂D ∩ lz,b 6= ∅ è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
Flz,b ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) Flz,b ∈ C(D ∩ lz,b),
2) Flz,b = f íà ìíîæåñòâå ∂D ∩ lz,b,
3) ôóíêöèÿ Flz,b ãîëîìîðôíà âî âíóòðåííèõ (îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè lz,b) òî÷êàõ

ìíîæåñòâà D ∩ lz,b.
Èçó÷åíèþ òàêèõ ôóíêöèé ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, []).
Ïóñòü ζ = bt, b ∈ CPn−1, t ∈ C, êàê ïîêàçàíî â [?] òîãäà

ω = c
dt

t
∧ λ(b), (9)

ãäå λ(b) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà, íå çàâèñÿùàÿ îò t.
Ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííîå ÿäðî Ïóàññîíà

Q(z, w, ζ) =
K(z, ζ̄) ·K(ζ, w)

K(z, w)

Òîãäà ïðè w = z̄ ïîëó÷èì, ÷òî Q(z, z̄, ζ) = P (z, ζ), à K(z, z̄) > 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü U äèàãîíàëè w = z̄ â Dz ×Dw, â êîòîðîé K(z, w) 6= 0.

Ââåäåì ôóíêöèþ

Φ(z, w) =

∫
∂D

f(ζ)Q(z, w, ζ) dµ(ζ),

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ (z, w) ∈ U . Ýòà ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà ïî (z, w) ∈ U , à ïðè
w = z̄ ôóíêöèÿ Φ(z, w) = F (z) è

∂δ+γΦ(z, w)

∂zδ∂wγ

∣∣∣∣
w=z̄

=
∂δ+γF (z)

∂zδ∂z̄γ
, (10)

ãäå

∂δ+γΦ(z, w)

∂zδ∂wγ
=
∂δ1+...+δn+γ1+...+γnΦ(z, w)

∂zδ11 · · · ∂zδnn ∂w
γ1
1 · · · ∂w

γn
n

,

∂δ+γF (z)

∂zδ∂z̄γ
=

∂δ1+...+δn+γ1+...+γnF (z)

∂zδ11 · · · ∂zδnn ∂z̄
γ1
1 · · · ∂z̄

γn
n

,

è δ = (δ1, . . . , δn), γ = (γ1, . . . , γn).

7



Òåîðåìà 3. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ êðóãîâàÿ îáëàñòü è ôóíê-
öèÿ f ∈ C(∂D) îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîìåðíîãî ãîëîìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü
êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òîãäà Φ(0, w) = const è
∂δΦ(z, w)

∂zδ

∣∣∣
z=0

� ìíîãî÷ëåí ïî w ñòåïåíè íå âûøå ‖δ‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l0,b � êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèè âåêòîðà b ∈ CPn−1. Ðàññìîòðèì

Q(bt, z, w) =
h(b̄t̄, z)h(bt, w)

h(z, w)
,

òîãäà

h(b̄t̄, z) =
∑
α>0

aα(b̄z)αt̄‖α‖ (11)

è h(0, 0) = h(ζ, 0) = a0. Îòñþäà

Φ(0, 0) =

∫
∂D

f(ζ)
h(ζ̄ , 0)h(ζ, 0)

h(0, 0)
dν =

=
1

h(0, 0)

∫
∂D

f(ζ)h(ζ̄ , 0)h(ζ, 0) dν =

=
c

h(0, 0)

∫
∂D∩l0,b

λ(b)

∫
l0,b

h(b̄t̄, 0)h(bt, 0)
f(bt)

t
dt =

=
ca2

0

a0

∫
∂D∩l0,b

λ(b)

∫
l0,b

f(bt)

t
dt = ca0

∫
∂D∩l0,b

λ(b)

∫
l0,b

f(bt)

t
dt.

Òåïåðü âû÷èñëèì
∂γh(ζ, w)

∂wγ
=
∑
α−γ>0

aαdα,γζ
αwα−γ,

ãäå dα,γ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà ïðè w = 0 ïîëó÷èì

∂γh(ζ, w)

∂wγ

∣∣∣
w=0

= aαdγ,γζ
γ.

Îòñþäà ïîëó÷èì

∂γΦ(0, w)

∂wγ

∣∣∣
w=0

= c

∫
∂D∩l0,b

λ(b)

∫
l0,b

f(bt)aγdγ,γb
γt‖γ‖

dt

t
= 0,

åñëè ‖γ‖ > 0. Òàêèì îáðàçîì, Φ(0, w) = const.
Âû÷èñëèì
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∂δ+γ
(
h(ζ̄ , z) · h(ζ, w)

)
∂zδ∂wγ

∣∣∣∣
z=0
w=0

=
∂δh(ζ̄ , z)

∂zδ
· ∂

γh(ζ, w)

∂wγ

∣∣∣∣
z=0
w=0

= δ!aδ ζ̄
δγ!aγζ

γ = δ!γ!aδaγ ζ̄
δζγ,

ãäå δ! = δ1! · . . . · δn!, γ! = γ1! · . . . · γn!. Òîãäà

∂δ+γQ(ζ, z, w)

∂zδ∂wγ

∣∣∣∣
z=0
w=0

=
∂δ+γ

∂zδ∂wγ

(
h(ζ̄ , z)h(ζ, w)

h(z, w)

)∣∣∣∣
z=0
w=0

=
N∑
k=1

Ckζ̄
δ−εkζγ−ε

k

, (12)

ïîñêîëüêó ïðè ïîäñòàíîâêè z = 0 è w = 0 â ïðîèçâîäíûå, îòëè÷íûìè îò íóëÿ ìî-
ãóò áûòü òîëüêî òå ïðîèçâîäíûå, ó êîòîðûõ áûëà âçÿòà ïðîèçâîäíàÿ îäèíàêîâîãî
ïîðÿäêà ïî z è w.

Ïóñòü ‖δ‖ < ‖γ‖, òîãäà èç (12) è (9) ïîëó÷èì

∂δ+γΦ(z, w)

∂zδ∂wγ

∣∣∣∣
z=0
w=0

= c

∫
∂D

f(ζ)
∂δ+γQ(ζ, z, w)

∂zδ∂wγ

∣∣∣∣
z=0
w=0

dν =

= c
N∑
k=1

Ck

∫
∂D

f(ζ)ζ̄δ−ε
k

ζγ−ε
k

dν = c
N∑
k=1

Ck

∫
∂D∩l0,b

λ(b)

∫
l0,b

f(bt)t̄‖δ−ε
k‖t‖γ−ε

k‖−1dt =

= c
N∑
k=1

Ck

∫
∂D∩l0,b

λ(b)

∫
l0,b

f(bt)|t|‖δ−εk‖t‖γ−δ‖−1dt =

= Cδ

N∑
k=1

Ck

∫
∂D∩l0,b

λ(b)

∫
l0,b

f(bt)t‖γ−δ‖−1dt = 0,

ïîñêîëüêó ñå÷åíèå îáëàñòè D ïðÿìîé l0,b ÿâëÿåòñÿ êðóãîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíûå
∂δΦ(z, w)

∂zδ

∣∣∣
z=0

ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïî w ñòåïåíè

íå âûøå ‖δ‖.
2
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