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Короткое вычисление кратной суммы
Кривоколеско–Лейнартаса с линейными
ограничениями на индексы суммирования

Г. П. Егорычев
Сибирский федеральный университет

Аннотация. В конце 1970-х автором был разработан метод интегрального пред-
ставления и вычисления комбинаторных сумм различного типа (метод коэффи-
циентов) с использованием формальных степенных рядов Лорана над C, теории
аналитических функций и теории кратных вычетов в Cn. С тех пор этот метод
нашёл многочисленные применения в различных областях математики в нашей
стране и за рубежом. На мой взгляд, особенно интересно и актуально использо-
вание метода коэффициентов при решении трудной проблемы вычисления кратных
сумм с линейными ограничениями на индексы суммирования. Проблемы такого ти-
па нередко возникают на практике при решении различных комбинаторных задач.
Например, в 2016 году автором в «Известиях ИГУ» была вычислена кратная сумма
с q-биномиальными кэффициентами и линейными рекуррентными соотношениями
на индексы суммирования, возникшая при перечислении всех собственных t-мерных
подпространств Vm над полем GF (q).

В 2012 году В. П. Кривоколеско и Е. К. Лейнартас доказали в «Известия ИГУ»
с использованием композиции Адамара кратное тождество с полиномиальными ко-
эффициентами и ограничениями различного типа на пределы суммирования, со-
держащее семейство свободных параметров. Это тождество является обобщением
тождеств, изученных ранее несколькими авторами, начиная с построения фильтров
Добеши в вейвлет-теории. Здесь по стандартной схеме метода коэффициентов прове-
дено, не зная ответа, короткое и простое вычисление кратной суммы Кривоколеско–
Лейнартаса. Это вычисление также автоматически дает эквивалентный способ вы-
числения указанной суммы с помощью традиционного метода производящих функ-
ций, используя лишь хорошо известные операции над соответствующими кратными
степенными рядами Лорана.

Ключевые слова: комбинаторные суммы, метод коэффициентов, интегральные
представления, производящие функции
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1. Введение

Недавно В. П. Кривоколеско и Е. К. Лейнартас [4] с помощью свойств
композиции Адамара доказали следующее утверждение: Пусть µ –
фиксированное натуральное число, 1 6 µ 6 n, и комплексные числа
z = (z1, . . . , zn) такие, что

|z1|+ . . .+ |zµ−1| < 1, z1 + z2 + . . .+ zn = 1. (1.1)

Тогда справедлива следующая формула кратного суммирования с поли-
номиальныи коэффициентами и линейными ограничениями на индексы
суммирования:

Sn =

n∑
j=µ

zj
∑

β∈Bs
µ,j

(
β1 + . . .+ βn
β1, . . . , βn

) n∏
i=1

zβi
i ≡ 1. (1.2)

Здесь β = (β1, . . . , βn) и для j = µ, µ+ 1, . . . , n множество

Bs
µ,j = {β ∈ Zn

+ : βµ 6 sµ, . . . , βj−1 6 sj−1, βj = sj , βj+1 6 sj+1, . . . , βn 6 sn}

и полиномиальный коэффициент(
β1 + . . .+ βn
β1, . . . , βn

)
=

(β1 + . . .+ βn)!

β1! . . . βn!
.

Формула (1.2) возникла и является непосредственным обобщением
комбинаторных тождеств, изученных ранее несколькими авторами [8],
[11], [6], [2].

Вычисление кратной суммы (1.2) мы будем проводить по общей схе-
ме метода коэффициентов [1], [9], который нашёл ряд приложения в
различных областях математики (см., например, [12], [5], [10], [7], [3]).
Вначале дадим краткое описание метода коэффициентов.

2. Метод коэффициентов

Пусть L – множество степенных рядов Лорана с действительны-
ми, либо комплексными коэффициентами, содержащее лишь конечное
число членов с отрицательными степенями; Lk = {A(z)} – множество
формальных степенных рядов Лорана порядка k,

A(z) =

k∑
i=0

aiz
−i +

∞∑
i=1

aiz
i, ak ̸= 0.

Для A(z) ∈ L определим оператор формального вычета

resz{A(z)} := a−1. (2.1)
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Два ряда A(z) =
∑

k akz
k и B(z) =

∑
k bkz

k из L равны тогда и
только тогда, когда ak = bk для всех k. Оператор resz{A(z)} опреде-
лён на множестве L формальных степенных рядов Лорана с извест-
ными операциями сложения, умножения, суперпозиции и обращения, а
также операциями дифференцирования и интегрирования рядов (см.,
например, [1]). Если

A(z) =

∞∑
n=0

anz
n,

то из (2.1) следует

an = resz{A(z)z−n−1}, , n = 0, 1, . . . .

Например, одно из возможных представлений для биномиального
коэффициента(

n

k

)
= resz{(1 + z)nz−k−1}, , k = 0, 1, . . . , n,

а для полиномиального коэффициента(
β1 + . . .+ βn
β1, . . . , βn

)
= resz1,...,zn

{
1

(1− z1 − . . .− zn)

n∏
i=1

z−βi−1
i

}
. (2.2)

Из определения оператора resz{A(z)} и свойств операций для рядов
из L непосредственно вытекают правила действия (правила вывода)
для оператора resz{A(z)}. Ниже приведены лишь те из них, которые
используются нами при вычислених в этой заметке, опуская правила
замены, обращения, дифференцирования и интегрирования.

Правила вывода для оператора resz{A(z)}
Пусть A(z) =

∑
k akz

k и B(z) =
∑

k bkz
k – два ряда из L.

Правило снятия вычета. Равенство

resz{A(z)z−k−1} = resz{B(z)z−k−1}

выполняется для всех k = 0, 1, . . . , тогда и только тогда, когда A(z) =
B(z).

Правило линейности. Для любых α, β ∈ C

αresz{A(z)}+ βresz{B(z)} = resz{αA(z) + βB(z)}.

По индукции отсюда следует, что операторы resz{A(z)} и суммиро-
вания коммутативны для любого конечного числа слагаемых.

Правило подстановки.∑
k

wkresz{A(z)} = [A(z)]z=w = A(w).
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В случае, если ряд A(z) сходится в выколотой окрестности начала
координат, то полагаем

resz{A(z)} = resz=0{A(z)},

где под resz=0{A(z)} понимается классический вычет в точке z = 0
из теории функций комплексного переменного, и, в случае необходи-
мости, мы переходим к использованию теории вычетов одного или
нескольких комплексных переменных [1].

3. Основной результат

Пусть

S(w) =
∞∑

sµ...sn=0

Snw
sµ
µ . . . wsn

n (3.1)

– производящая функция степенного типа от комплексных переменных
w = (wµ, . . . , wn) для последовательности {Sn} из (1.2) от неотрица-
тельных целочисленных параметров sµ, . . . , sn.

Теорема 1. (a) Следующая формула справедлива:

S(w) =

n∏
i=µ

1

1− wi
. (3.2)

(b) Если условие (1.1) выполняется, то тождество (1.2) справед-
ливо.

Доказательство. Используя интегральную формулу (2.2) для полино-
миального коэффициента, по правилу линейности получаем

Sn =

n∑
j=µ

zj
∑

β∈Bs
µ,j

(
β1 + . . .+ βn
β1, . . . , βn

) n∏
i=1

zβi
i =

n∑
j=µ

z
sj+1
j

∞∑
β1...βµ−1=0

sµ...[j]...sn∑
βµ...[j]...βn=0

n∏
i=1,i̸=j

zβi
i ×

resx1...xn

 1

(1− x1 − . . .− xn)
x−sj−1

n∏
i=1,i̸=j

x−βi−1
i

 =

resxµ...xn


n∑

j=µ

zj
xj

(
zj
xj

)sj n∏
i=1, i ̸=j

1

xi

sj∑
βj=0

(
zi
xi

)βi

×
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β1...βµ−1=0

resx1...xµ−1

{
1

(1− x1 − . . .− xn)
x−sj−1

µ−1∏
i=1

x−βi−1
i

} .

Проведем суммирование по индексам i = µ, . . . , n i ̸= j, (n − µ)-раз
по формуле конечной геометрической прогрессии

1

xi

sj∑
βj=0

(
zi
xi

)βi

=
1− (zi/xi)

si+1

xi − zi
,

и суммирование по индексам β1, . . . , βµ−1 в квадратных скобках по пра-
вилу подстановки (µ− 1)-раз: замены xi = zi, i = 1, . . . , µ− 1. Имеем

Sn = resxµ...xn


n∑

j=µ

zj
xj

(
zj
xj

)sj n∏
i=1, i ̸=j

1− (zi/xi)
si+1

xi − zi
×

[
1

(1− x1 − . . .− xn)

]
xi=zi, i=1,...,µ−1

}
=

resxµ...xn


n∑

j=µ

zj
xj

(
zj
xj

)sj n∏
i=1, i ̸=j

1− (zi/xi)
si+1

xi − zi
×

1

(1− z1 − . . .− zµ−1 − xµ − . . .− xn)

}
. (3.3)

Используя интегральную формулу (3.3) для суммы Sn, по правилу
линейности получаем

S(w) =

∞∑
sµ...sn=0

w
sµ
µ . . . wsn

n ×

resxµ...xn


n∑

j=µ

zj
xj

(
zj
xj

)sj n∏
i=1, i ̸=j

1− (zi/xi)
si+1

xi − zi
×

1

(1− z1 − . . .− zµ−1 − xµ − . . .− xn)

}
=

resxµ...xn


n∑

j=µ

zj
xj

∞∑
sj=0

(
zjwj

xj

)sj n∏
i=1, i ̸=j

1

xi − zi

∞∑
si=0

(
wsi
i − zi

xi

(
ziwi

xi

)si)
×

1

(1− z1 − . . .− zµ−1 − xµ − . . .− xn)

}
. (3.4)
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Суммируя здесь по индексам sµ, . . . , sn по формуле бесконечной гео-
метрической прогрессии, в предположении, что |wizi/xi| < 1, i = µ, . . . , n
и |wi| < 1, i = µ, . . . , n, i ̸= j. Имеем

1

xi − zi

∞∑
si=0

(
wsi
i − zi

xi

(
ziwi

xi

)si)
=

1

xi − zi

(
1

1− wi
− zi

xi − ziwi

)
=

1

(1− wi)(xi − ziwi)
, i = µ, . . . , n, i ̸= j;

zj
xj

∞∑
sj=0

(
zjwj

xj

)sj

=
zj

xj − zjwj
.

Отсюда в соответствие и с (3.4), имеем

S(w) = resxµ...xn


n∑

j=µ

zj
xj − zjwj

n∏
i=1, i ̸=j

1

(1− wi)(xi − ziwi)
×

1

(1− z1 − . . .− zµ−1 − xµ − . . .− xn)

}
=

n∏
i=µ

1

(1− wi)
×

n∑
j=µ

zj(1− wj)×

resxµ...xn

 1

(1− z1 − . . .− zµ−1 − xµ − . . .− xn)

n∏
i=µ

1

(xi − ziwi)

 .

В последнем выражении для S(w) берем вычеты первого порядка
по каждой переменной xi в точке xi = ziwi, и, с учётом условия (1.1)
1− z1 − . . .− zµ−1 = zmu + . . .+ zn, имеем

S(w) =

n∏
i=µ

1

(1− wi)
×

n∑
j=µ

zj(1− wj)

wµ − . . .− wn − wµzµ − . . .− wnzn
=

n∏
i=µ

1

(1− wi)
.

Таким образом, пункт (а) доказан, и согласно (3.1) и (3.2)

S(n) =

∞∑
sµ...sn=0

resxµ...xn

S(w)

n∏
i=µ

w−si−1
i }

 =

∞∑
sµ...sn=0

resxµ...xn


n∏

i=µ

1

1− wi

n∏
i=µ

w−si−1
i

 =
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resxµ...xn


∞∑

lµ...ln=0

w
lµ
µ . . . wln

n

n∏
i=µ

w−si−1
i

 ≡ 1.

4. Заключение

Здесь по стандартной схеме метода коэффициентов найдено новое,
прямое и простое вычисление суммы Sn из (1.2), не требующее зна-
ния ответа. Тем самым доказана эффективность применения метода
коэффициентов при вычислении кратных сумм с полиномиальными
коэффициентами и линейными ограничениями на индексы суммирова-
ния, содержащие семейство свободных параметров. При этом линейные
ограничения определяются заданием конечных и бесконечных кратных
сумм с независимыми индексами суммирования. Наконец, приведенные
в теореме 1 вычисления суммы Sn означают, что их нетрудно перепи-
сать с помощью традиционного метода производящих функций, исполь-
зуя лишь хорошо известные операции над соответствующими кратными
степенными рядами Лорана.
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G.P. Egorychev

A short calculation of the multiple Krivokolesko–Leinartas sum with
linear restrictions on summation indexes

Abstract. In the late seventies the author hed been developed a method of integral
representation and calculation of the combinatorial sums of various type (the method
of coefficients) with use of formal Laurent power series over C, theories analytical and
theories of multiple residues in Cn. Since then this method has found numerous applica-
tions in various areas of mathematics in our country and abroad. In my opinion, use of
a method of coefficients is especially interesting and actual at the decision of a difficult
problem of calculation of the multiple sums with linear restrictions on summation indexes.
Problems of such type quite often arise in practice at the decision of various combinatorial
problems. For example, in 2016 the author in ≪Izvestia ISU≫ had been calculated the
multiple sum with q-binomial coefficients and linear recurrent rectictions on summation
indexes, arisen at the enumeration of all own t-dimensional subspaces of the space Vm

over field GF (q).
In 2012 V.P. Krivokolesko and E.K. Leinartas in ≪Izvestia ISU≫ with use of Hadamard

composition have proved the multiple identity with polynomial coefficients and restric-
tions of various type on the limits of summation, containing the family of free parametres.
This identity is generalisation of the identities studied earlier by several authors, since
constructions of filters Deubechies in the wavelets-theory. Here under standard scheme of
the method of coefficients it is spent, not knowing the answer, short and simple calculation
of Krivokolesko–Leinartas sum. These calculations also automatically give an equivalent
way of calculation of the specified sum by means of a traditional method of generation
functions, using only well-known operations over corresponding multiple formal Laurent
power series.

Keywords: combinatorial sums, the method of coefficients, integral representations,
generating functions
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