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❒àãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ ïî òåìå ➽➚êñèîìàòèçàöèÿ òàáëè÷íûõ ëîãèê

➹➻äåëÿ✲❐➻áà➾ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàíèå â îáëàñòè íåêëàññè÷åñêèõ ìî✲

äàëüíûõ ëîãèê✳ ➮íòåðåñ ê äàííîé òåìå îáóñëîâëåí ïðîáëåìîé àëãîðèòìè÷å✲

ñêîé íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è àêñèîìàòèçàöèè íåïðîòèâîðå÷èâûõ òàáëè÷íûõ

íîðìàëüíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê✳

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëàñü àêñèîìàòèçàöèÿ òàáëè÷íûõ ëîãèê ➹➻äåëÿ✲❐➻áà✱

ïîðîæä➻ííûõ çàìêíóòûìè êëàññàìè êîðíåâûõ ôðåéìîâ ãëóáèíû ✸ è øèðè✲

íû ✸✱ ïîðÿäêà ✼✳ ➘ëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå

çàäà÷è✿ ïîñòðîåíèå âñåõ êîðíåâûõ ôðåéìîâ ãëóáèíû ✸ è øèðèíû ✸✱ ïîðÿä✲

êà ✼✱ ïîñòðîåíèå çàìêíóòûõ êëàññîâ ïîëó÷åííûõ ôðåéìîâ è äàëüíåéøàÿ èõ

àêñèîìàòèçàöèÿ✳

➶ ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé ïîñòðîåíû ôîðìóëû✱ êîòîðûå â ñîâîêóï✲

íîñòè ñ àêñèîìàìè ëîãèêè ➹➻äåëÿ✲❐➻áà è ôîðìóëàìè ãëóáèíû è øèðèíû✱

çàäàþò ëîãèêó êàæäîãî èç ïîñòðîåííûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ✳
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➶ ðàáîòå ñ ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêîé íåìàëîâàæíûì àñïåêòîì ÿâ✲

ëÿåòñÿ âîïðîñ àêñèîìàòèçàöèè ëîãèêè✳ ➮íòåðåñ ê àêñèîìàòèçàöèè ìîäàëü✲

íûõ ëîãèê îáóñëîâëåí ñëåäóþùèìè èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè✿ ➶ ❬✶❪ äîêàçà✲

íà êîíå÷íàÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòü òàáëè÷íûõ ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîé è ðÿäà

íîðìàëüíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê✱ íî ïðè ýòîì â ñòàòüå ➚✳➶✳ ×àãðîâà ❬✷❪ äî✲

êàçàí ôàêò òîãî✱ ÷òî çàäà÷à àêñèîìàòèçàöèè íåïðîòèâîðå÷èâûõ òàáëè÷íûõ

íîðìàëüíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé✳ Ïî✲

ñêîëüêó ëîãèêà ➹➻äåëÿ✲❐➻áà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç óêàçàííîãî ìíîæåñòâà ëîãèê✱

îíà è ñòàëà ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ äàííîé ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè✳ Òàêæå

ðåøàþùèì ôàêòîðîì✱ ÿâèëîñü íàáëþäåíèå✱ ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ëîãèêè ➹➻äåëÿ✲

❐➻áà ✭●▲✮ óäà➻òñÿ ñòðîèòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûå àêñèîìàòèçàöèè✱ ïî êðàéíåé

ìåðå äëÿ ëîãèê✱ çàäàâàåìûõ íå î÷åíü áîëüøèìè ôðåéìàìè✳

Òàê✱ â áàêàëàâðñêîé ðàáîòå è îò÷➻òàõ ïî íàó÷íî✲èññëåäîâàòåëüñêîé ðà✲

áîòå áûëè ïðåäñòàâëåíû àêñèîìàòèçàöèè ëîãèê✱ çàäàâàåìûõ ôðåéìàìè ãëó✲

áèíû íå áîëüøå ✸ è øèðèíû íå áîëüøå ✸✱ ïîðÿäêà ìåíüøå ✼✳ ➶ ðàìêàõ äàí✲

íîé ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè áûëè àêñèîìàòèçèðîâàíû ëîãèêè✱ çàäàâàåìûå

ôðåéìàìè ãëóáèíû ✸ è øèðèíû ✸✱ ïîðÿäêà ✼✳ ➘ëÿ ýòîãî áûëè ïîñòðîåíû äàí✲

íûå ôðåéìû è èõ çàìêíóòûå êëàññû✱ ïîñëå ÷åãî áûëè ïðåäëîæåíû íîâûå

ìîäàëüíûå ôîðìóëû✱ îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó ñîîòâåòñòâóþùèõ ôðåéìîâ✱ è

ïðåäëîæåíà êîíå÷íàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ âñåõ àäåêâàòíûõ äàííûì ôðåéìàì ëî✲

ãèê✳ Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â ðÿäå ëåìì✱ äîêàçàííûõ

â õîäå èññëåäîâàíèÿ✳

Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàçðàáîòêè ñèñòåìû àêñèîì ÿâëÿåòñÿ êîí✲

ñòðóêöèÿ ➶✳➶✳Ðûáàêîâà ❬✸❪ äëÿ n✲õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîëíûõ ïî

✃ðèïêå ëîãèê✱ êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïî çàäàííûì ñïèñêàì ôðåéìîâ✱ àäåêâàò✲

íûõ è íå àäåêâàòíûõ ëîãèêå✱ ïðîâîäèòü ïðîâåðêó ôîðìóë✱ èññëåäóåìûõ íà

ïðåäìåò ïðèíàäëåæíîñòè ñèñòåìû àêñèîì äàííîé ëîãèêå✳

✸



✶ ❰ñíîâíûå ïîíÿòèÿ✱ îïðåäåëåíèÿ è èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû

➶âåä➻ì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå èñïîëüçóåìûå èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû✿

Ôðåéìîì íàçûâàåòñÿ ïàðà F :=< W,R >✱ ãäåW ✕ íåïóñòîå ìíîæåñòâî✱

R ✕ áèíàðíîå îòíîøåíèå✱ îïðåäåë➻ííîå íà W ✳

➪óäåì ãîâîðèòü✱ ÷òî òî÷êà x âèäèò òî÷êó y✱ åñëè xRy ✭ëèáî y äîñòè✲

æèìà èç x✮✳

❒íîæåñòâî òî÷åê X ⊆ W íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ âî ôðåéìå

F :=< W,R >✱ åñëè ∀ x✱ y âûïîëíÿåòñÿ ¬(xRy)✳ ➘ðóãèìè ñëîâàìè X ✕

àíòèöåïü✱ åñëè îòäåëüíûå ýëåìåíòû â X íå âèäÿò äðóã äðóãà✳

➹ëóáèíîé ôðåéìà íàçûâàåòñÿ äëèíà ìàêñèìàëüíîé öåïè✱ øèðèíîé ✕

êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ àíòèöåïè íàèáîëüøåé ìîùíîñòè âî ôðåéìå✳

Ôîðìóëà ãëóáèíû✿

δ0 := ⊥, δn+1 = pn+1 ∨✷(✷pn+1 → δn).

Ôîðìóëà δn+1 âûïîëíÿåòñÿ íà ôðåéìàõ✱ ãëóáèíà êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò

n+ 1 ýëåìåíò✳

Ôîðìóëà øèðèíû✿

wn :=
∨

0≤i 6=j≤n

✸(pi ∧ (pj ∨✸pj)).

➘àííàÿ ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ íà ôðåéìàõ✱ ìàêñèìàëüíàÿ øèðèíà êî✲

òîðûõ íå ïðåâûøàåò n ýëåìåíòîâ✳

Ôðåéì F ✕ ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì✱ åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ F òàêîé✱

÷òî ∀b ∈ FaRb✳ ➘àííûé ýëåìåíò a íàçûâàþò êîðíåì ❋✳

Ôðåéì F1 =< W1, R > íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì ôðåéìà

F2 =< W2, R >✱ åñëè W1 ⊆ W2 è ∀a ∈ W1 è ∀b ∈ W2 : (aRb ⇒ b ∈ W1)✱ è

îáîçíà÷àåòñÿ F1 ⊆ F2✳

❰òîáðàæåíèå f ôðåéìà F1 :=< W1;R1 > âî ôðåéì F2 :=< W2;R2 >

ÿâëÿåòñÿ ♣✲ìîðôèçìîì✱ åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ✿

1)∀a, b ∈ W1 : ((aRb) ⇒ (f(a)Rf(b)))✱

2)∀a, b ∈ W1 : (f(a)Rf(b)) ⇒ ∃c ∈ W1 : ((aRc)&(f(c) = f(b)))✳

✹



➬àìêíóòûì íàçûâàþò êëàññ ôðåéìîâ✱ âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ âìåñòå ñ

êàæäûì ôðåéìîì âñå åãî p✲ìîðôíûå îáðàçû è îòêðûòûå ïîäôðåéìû✳

➬àìêíóòûé êëàññ✱ ïîðîæäàåìûé ôðåéìîì fi✱ îáîçíà÷èì F i✳ ❐îãèêà

êàæäîãî òàêîãî êëàññà ñîâïàäàåò ñ ëîãèêîé ôðåéìà✱ ïîðîæäàþùåãî äàííûé

êëàññ λ(fi) = λ(F i)✱ ãäå ✐❂✭1, 15✮✳

➶ õîäå ðàáîòû ìû îïèðàëèñü íà òåîðåìó ➶✳ ➶✳ Ðûáàêîâà ✸✳✸✳✻ ❬✸❪✱ â êîòî✲

ðîé ãîâîðèòñÿ î êîíñòðóêöèè ìîäåëè n✲õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìîäåëè Chλ(n)✱

îïèñàííîé â ãë✳✸ ❬✸❪✱ ïðèâåä➻ì êðàòêîå îïèñàíèå äàííîé ìîäåëè✳

Ïóñòü çàäàíà ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ëîãèêà λ✱ ðàñøèðÿþùàÿ ëî✲

ãèêó K4✳ ➮ ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ pi|1 ≤ i ≤ n) îáîçíà✲

÷åíî Pn✳ Ïåðâûé ñëîé äàííîé ìîäåëè S1(Chn(λ)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæå✲

ñòâî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êàê ìîäåëè ýëåìåíòîâ ñî âñåâîçìîæíûìè îçíà✲

÷èâàíèÿìè V ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Pn✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ñëîé ãëóáè✲

íû k Sk(Chn(λ)) óæå ïîñòðîåí✳ ➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ñëîé

ãëóáèíû k + 1 âîçüì➻ì ïðîèçâîëüíóþ àíòèöåïü✱ ñîäåðæàùóþ õîòÿ áû îäèí

ýëåìåíò ãëóáèíû ❦✱ è äîáàâèì ê íåé ýëåìåíò èç ïåðâîãî ñëîÿ S1 â êà÷åñòâå êî✲

íàêðûòèÿ äëÿ äàííîé àíòèöåïè✱ ïðè óñëîâèè✱ ÷òî ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå

ôðåéì ÿâëÿåòñÿ λ✲ ôðåéìîì✳

Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåíèå✱ ïîëó÷àåì ìîäåëü Chλ(n)✱ êîòî✲

ðàÿ â ñèëó òåîðåìû ✸✳✸✳✻ ❬✸❪ ÿâëÿåòñÿ n✲õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ëþáîé ìî✲

äàëüíîé ëîãèêè λ ⊇ K4✳

✷ ❐îãèêà ●▲

Ðàññìîòðèì íàáîð àêñèîì✱ îïðåäåëÿþùèõ ëîãèêó ➹➻äåëÿ✲❐➻áà✳ ❐îãèêà

●▲ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ✶✵ àêñèîì êëàññè÷åñêîé ëîãèêè✿

✭❆✶✮ (x → (y → x)),

✭❆✷✮ (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)),

✭❆✸✮ x → (x ∨ y),

✭❆✹✮ y → (x ∨ y),

✭❆✺✮ (x → z) → ((y → z) → ((x ∨ y) → z)),

✭❆✻✮ (x ∧ y) → x,

✭❆✼✮ (x ∧ y) → y,

✭❆✽✮ (x → y) → ((x → z) → (x → (y ∧ z))),

✺



✭❆✾✮ (x → y) → ((x → ¬y) → ¬x),

✭❆✶✵✮ ¬¬x → x.

➚ òàêæå äîïîëíèòåëüíóþ àêñèîìó ëîãèêè ✃✱ ñâÿçàííóþ ñ ìîäàëüíîé

ñâÿçêîé ✷ ✿

✭❆✶✶✮ ✷(x → y) → (✷x → ✷y).

➴ù➻ îäíó àêñèîìó✱ ðàñøèðÿþùóþ ❑ äî ❑✹✿

✭❆✶✷✮ ✷x → ✷✷x.

➮✱ íàêîíåö✱ â ëîãèêå ●▲ ê àêñèîìàì ëîãèêè ❑✹ äîáàâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

àêñèîìà✿

✭➚✶✸✮ ✷(✷x → x) → ✷x.

Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ àêñèîì✱ íà ðàññìàòðèâàåìûõ â äàëüíåéøåì ôðåé✲

ìàõ âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû øèðèíû ✸ è ãëóáèíû ✸✿

(A14)w3 :=
∧

0≤i≤3
✸pi →

∨
0≤i 6=j≤3

✸(pi ∧ (pj ∨✸pj)),

(A15)δ3 := p3 ∨✷(✷p3 → p2 ∨✷(✷p2 → p1 ∨✷(✷p1 → ⊥))).

➚ òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà äîñòèæåíèÿ ïåðâîãî ñëîÿ íå ìåíåå ÷åì

çà ✷ øàãà✿

✭❆✶✻✮ ✸2(✷⊥) ∧✸(p ∧✷⊥) → ✸
2p.

➮ ôîðìóëà✱ èñòèííàÿ äëÿ ôðåéìîâ✱ íà êîòîðûõ åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà

ïåðâîãî ñëîÿ✱ äîñòèæèìàÿ çà ✶ øàã✿

✭❆✶✼✮
∧

1≤i≤n✸(pi ∧✷⊥) →
∨

1≤i≤n ¬✸
2(pi ∧✷⊥),

ãäå ♥ ✕ êîëè÷åñòâî òî÷åê â ïåðâîì ñëîå✳

✸ Ïîñòðîåíèå ôðåéìîâ

Ôðåéìû✱ óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì ❆✶✲❆✶✺ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äî✲

ñòàòî÷íî îáøèðíûé êëàññ ôðåéìîâ ëîãèêè ●▲ øèðèíû íå áîëåå ✸✱ ãëóáèíû

íå áîëåå ✸✳ Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ➚✶✻ è ❆✶✼ äàííûé êëàññ ðàçáèâàåòñÿ íà ✷

ïîäêëàññà✿

✶✮ Ôðåéìû✱ íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà ➚✶✻✱ ëèáî èìåþò ãëóáèíó

íå áîëåå ✷✱ ëèáî ïåðâûé ñëîé íà íèõ äîñòèãàåòñÿ íå ìåíåå✱ ÷åì çà ✷ øàãà❀

✷✮ Ôðåéìû✱ íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà ➚✶✼✱ ëèáî èìåþò ãëóáèíó

íå áîëåå ✶✱ ëèáî â ïåðâîì ñëîå åñòü òî÷êà✱ äîñòèæèìàÿ èç êîðíÿ çà ✶ øàã✳

Ïåðâûé ïîäêëàññ â ñâîþ î÷åðåäü äåëèòñÿ íà ✺ ãðóïï ôðåéìîâ✱ ïåðâûå

✹ èç êîòîðûõ áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ✿

✻



✶✳✶✮ ✺ ôðåéìîâ øèðèíû ✷❀

✶✳✷✮ ✺ ôðåéìîâ✱ â ïåðâîì ñëîå êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ✷ òî÷êè✱ âî âòîðîì

ñëîå ✕ ✸❀

✶✳✸✮ ✺ ôðåéìîâ✱ â ïåðâîì ñëîå êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ✸ òî÷êè✱ âî âòîðîì

ñëîå ✕ ✷❀

✶✳✹✮ ✷ ôðåéìà✱ â ïåðâîì èëè âòîðîì ñëîå êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ✶ òî÷êà❀

✶✳✺✮ ✶✺ ôðåéìîâ✱ â ïåðâîì è âòîðîì ñëîå êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ïî ✸ òî÷êè

✭ðèñ✳ ✶✮❀

➶òîðîé ïîäêëàññ íå òàêîé ìíîãî÷èñëåííûé è ñîäåðæèò âñåãî ✻ ôðåé✲

ìîâ✱ êîòîðûå áûëè àêñèîìàòèçèðîâàíû â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ✳

✹ Õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññîâ✱ ïîðîæäàåìûõ ôðåéìàìè f1 ✕ f15✱

ìåæäó ñîáîé

Ðàññìîòðèì ✶✺ ïîïàðíî✲íåèçîìîðôíûõ ôðåéìîâ ïîðÿäêà ✼ f1 ✕ f15✱ çà✲

äàâàåìûõ ôîðìóëàìè ➚✶✲➚✶✻ ✭ãðóïïà ✶✳✺ ïåðâîãî ïîäêëàññà✮✳

Ðèñ✳ ✶ ✕ Ôðåéìû f1✕f15 ãëóáèíû ✸✱ øèðèíû ✸

➘ëÿ êàæäîãî èç ✶✺ ôðåéìîâ✱ áûëà ïîäîáðàíà ôîðìóëà ✭✶✳✐✮✱ êîòîðàÿ

âûïîëíÿåòñÿ íà ôðåéìå fi è îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìàõ fj✱ ãäå 1 ≤ i 6= j ≤ 15✳

✼



❰áîçíà÷èâ òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ ci✱ à òî÷êè âòîðîãî ñëîÿ bj ✭① è ② ✕ êîëè✲

÷åñòâî òî÷åê â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëîå ñîîòâåòñòâåííî✮✱ ââåä➻ì îçíà÷èâàíèå

✭✯✮✿

V (mi) = cj✱ ãäå {i, j} = (1, x)✱ ① ✕ êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðâîãî ñëîÿ✱

V (ni) = bj✱ ãäå {i, j} = (1, y)✱ ② ✕ êîëè÷åñòâî òî÷åê âòîðîãî ñëîÿ✳

Òàêæå✱ äëÿ êðàòêîñòè ââåä➻ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùèõ ôîðìóë✿

M1 = (m1 ∧ ¬m2 ∧ ¬m3 ∧✷⊥),

M2 = (¬m1 ∧m2 ∧ ¬m3 ∧✷⊥),

M3 = (¬m1 ∧ ¬m2 ∧m3 ∧✷⊥),

N1 = (n1 ∧ ¬n2 ∧ ¬n3 ∧✸✷⊥),

N2 = (¬n1 ∧ n2 ∧ ¬n3 ∧✸✷⊥),

N3 = (¬n1 ∧ ¬n2 ∧ n3 ∧✸✷⊥),

A =
∧

1≤i≤3

✸(Ni ∧✸Mi).

Ñëåäóþùèå ñõîæèå îáîçíà÷åíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ â ✺ ðàçäåëå✿

M ′
1 = (m1 ∧ ¬m2 ∧✷⊥),

M ′
2 = (¬m1 ∧m2 ∧✷⊥),

N ′
1 = (n1 ∧ ¬n2 ∧✸✷⊥),

N ′
2 = (¬n1 ∧ n2 ∧✸✷⊥).

A →
∧

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧ ¬✸Mj ∧ ¬✸Mk)], (1.1)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧¬✸Mk)∧✸(Nj ∧¬✸Mi ∧¬✸Mk)∧✸(Nk ∧¬✸Mi ∧¬✸Mj)], (1.2)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧✸Mk) ∧✸(Nj ∧ ¬✸Mi ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nk ∧ ¬✸Mi ∧ ¬✸Mj)], (1.3)

✽



A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧¬✸Mj ∧¬✸Mk)∧✸(Nj ∧¬✸Mi ∧✸Mk)∧✸(Nk ∧¬✸Mi ∧✸Mj)], (1.4)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧¬✸Mk)∧✸(Nj ∧¬✸Mi ∧✸Mk)∧✸(Nk ∧¬✸Mi ∧¬✸Mj)], (1.5)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧¬✸Mk)∧✸(Nj ∧¬✸Mi ∧¬✸Mk)∧✸(Nk ∧¬✸Mi ∧✸Mj)], (1.6)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧ ¬✸Mj ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nj ∧ ¬✸Mi ∧✸Mk) ∧✸(Nk ∧✸Mi ∧✸Mj)], (1.7)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧ ¬✸Mj ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nj ∧✸Mi ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nk ∧✸Mi ∧✸Mj)], (1.8)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧ ¬✸Mj ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nj ∧✸Mi ∧✸Mk) ∧✸(Nk ∧✸Mi ∧✸Mj)], (1.9)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nj ∧ ¬✸Mi ∧✸Mk) ∧✸(Nk ∧✸Mi ∧✸Mj)], (1.10)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nj ∧✸Mi ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nk ∧✸Mi ∧✸Mj)], (1.11)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧¬✸Mk)∧✸(Nj ∧✸Mi ∧¬✸Mk)∧✸(Nk ∧¬✸Mi ∧✸Mj)], (1.12)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧¬✸Mk)∧✸(Nj ∧¬✸Mi ∧✸Mk)∧✸(Nk ∧✸Mi ∧¬✸Mj)], (1.13)

A →
∨

i 6=j 6=k

[✸(Ni ∧✸Mj ∧ ¬✸Mk) ∧✸(Nj ∧✸Mi ∧✸Mk) ∧✸(Nk ∧✸Mi ∧✸Mj)], (1.14)

A →
∧

i 6=j 6=k

[✸(Ni∧✸Mj ∧✸Mk)], (1.15)

ãäå i, j, k = {1, 2, 3}

✾



❐åììà ✶ Ôîðìóëà ✭✶✳✐✮ èñòèííà íà ôðåéìå fi è îïðîâåðãàåòñÿ íà âñåõ

îñòàëüíûõ ôðåéìàõ fj✱ ãäå {i, j} = {1, 2, 3} è i 6= j✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➘îêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëû ✭✶✳✶✮✲✭✶✳✶✺✮ äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëÿþùèìè ôîðìóëàìè äëÿ ôðåéìîâ ïîðÿäêà ✼✳ ➘àííûå ôîð✲

ìóëû èìåþò îäíó è òó æå ïîñûëêó A✳ Òàê êàê ôîðìóëà Mi èìååò êîíúþíê✲

òèâíûé ÷ëåí ✷⊥✱ òî îíà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â òî÷êå ïåðâîãî ñëîÿ✱ ïðè

óñëîâèè ñîîòâåòñòâóþùåãî îçíà÷èâàíèÿ â ýòîé òî÷êå✳ Ïîñêîëüêó ôîðìóëà Ni

èìååò êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ✸✷⊥✱ îíà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êàõ íå âûøå

âòîðîãî ñëîÿ✱ ïðè óñëîâèè ñîîòâåòñòâóþùåãî îçíà÷èâàíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ✳ ➚

òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ôðåéìû ãëóáèíû íå áîëåå òð➻õ✱ òî ôîðìóëà A ìî✲

æåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â êîðíå ôðåéìà fj✱ j ∈ [1, 15] ïðè óñëîâèè✱ ÷òî ôîð✲

ìóëû N1✱ N2✱ N3 âûïîëíÿþòñÿ â òî÷êàõ èç ìíîæåñòâà {b1, b2, b3}✱ íå âàæíî â

êàêîì ïîðÿäêå✳ Ïðè÷➻ì✱ åñëè Nk âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå bs✱ òî Mk âûïîëíÿåòñÿ

â òî÷êå cs✳ Ïîñêîëüêó ýòî åäèíñòâåííîå óñëîâèå✱ êîòîðîìó äîëæíî óäîâëåòâî✲

ðÿòü îçíà÷èâàíèå ïðè âûïîëíåíèè ôîðìóëû A â êîðíå✱ òî äëÿ óäîáñòâà èçëî✲

æåíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü✱ ÷òî V (ni) = {bi}✱ V (mi) = {ci} äëÿ âñåõ ôðåéìîâ

f1 − f15✳ ➘àëåå ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ çàêëþ÷åíèé ôîðìóë (1.i) íà ôðåéìàõ

fj äëÿ j ∈ [1, 15]✳ ➘ðóãèå îçíà÷èâàíèÿ✱ ïðè êîòîðûõ â òî÷êå a âûïîëíÿåòñÿ

ôîðìóëà A✱ áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâåä➻ííîãî òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé èíäåê✲

ñîâ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ni,mi✳ ❮à÷í➻ì ðàññìîòðåíèå ñ ôîðìó✲

ëû ✭✶✳✶✮✳ ➬àêëþ÷åíèå ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé òð➻õ ôîðìóë✿

✸(N1∧¬✸M2∧¬✸M3)✱ ✸(N2∧¬✸M1∧¬✸M3)✱ ✸(N3∧¬✸M1∧¬✸M2)✳ Ïî✲

ñêîëüêó íà ôðåéìå f1 èç òî÷êè bs äîñòèæèìà òîëüêî òî÷êà cs✱ ïðè÷➻ì bs 
 Ns✱

cs 
 Ms✱ òî bs 
 ✸(Ns ∧ ¬✸Mt ∧ ¬✸Mk)✱ ãäå {s, t, k} = {1, 2, 3}✳ Ñëåäîâà✲

òåëüíî✱ â êîðíå ôðåéìà f1 èñòèííà ôîðìóëà ✭✶✳✶✮ ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè✳

➴ñëè æå ïðè óêàçàííîì îçíà÷èâàíèè ìû ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ôîðìóëû ✭✶✳✶✮

íà ôðåéìå fk✱ k 6= 1✱ òî ñðåäè òî÷åê b1, b2, b3 ýòèõ ôðåéìîâ íàéä➻òñÿ õîòÿ áû

îäíà✱ èç êîòîðîé äîñòèæèìû ïî êðàéíåé ìåðå äâå òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ✱ â ñèëó

÷åãî çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû ✭✶✳✶✮ â êîðíå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ✳ ❮àïðèìåð✱ íà

ôðåéìå f2 ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå b1 
 N1 ∧ ✸M2 ∧ ¬✸M3✱ íà ôðåéìå f3

ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå b1 
 N1 ∧✸M2 ∧✸M3 è ò✳ä✳

➘àëåå ðàññìîòðèì ôîðìóëó ✭✶✳✷✮✳ Ïðè çàäàííîì âûøå îçíà÷èâàíèè íà

ôðåéìå f2 ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ✿ b1 
 N1 ∧ ✸M2 ∧ ¬✸M3✱ b2 
 N2 ∧

✶✵



∧¬✸M1∧¬✸M3✱ b3 
 N3∧¬✸M1∧¬✸M2✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â êîðíå âûïîëíÿ✲

åòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí çàêëþ÷åíèÿ ôîðìóëû ✭✶✳✷✮✳ Ïðè

äðóãîì îçíà÷èâàíèè✱ ïðè êîòîðîì â êîðíå âûïîëíÿåòñÿ ïîñûëêà A ôîðìóëû

✭✶✳✷✮✱ èçìåíèòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íîìåðàìè 1, 2, 3 òî✲

÷åê ïåðâîãî✱ âòîðîãî ñëî➻â è ôîðìóëàìè N1∧✸M1, N2∧✸M2, N3∧✸M3✳ ➴ñëè

îçíà÷èâàíèå áóäåò òàêîâî✱ ÷òî b1 
 Nl✱ b2 
 Nm✱ b3 
 Nn✱ c1 
 Ml✱ c2 
 Mm✱

c3 
 Mn✱ òî áóäóò ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ✿ a 
 A✱ b1 
 Nl ∧✸Ml ∧✸Mm ∧

∧¬✸Mn✱ b2 
 Nm ∧✸Mm ∧¬✸Ml ∧¬✸Mn✱ b3 
 Nn ∧✸Mn ∧¬✸Ml ∧¬✸Mm✳

Ñëåäîâàòåëüíî✱ â êîðíå áóäåò èñòèííà ôîðìóëà ✭✶✳✷✮✳ Ïîñêîëüêó èçìåíåíèå

íóìåðàöèè òî÷åê ôðåéìà✱ ïðèâîäÿùåå ê èçîìîðôèçìó ñîîòâåòñòâóþùèõ ìî✲

äåëåé✱ íå âëèÿåò íà îöåíêó èñòèííîñòè ôîðìóë✱ òî äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü

îïèñàííîå âûøå ôèêñèðîâàííîå îçíà÷èâàíèå V (ni) = {bi}✱ V (mi) = {ci}✳ Ïðè

ýòîì óñëîâèè✱ êàê ïîêàçàíî âûøå✱ íà ôðåéìå f2 ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ✿

b1 
 N1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3✱ b2 
 N2 ∧ ¬✸M1 ∧ ¬✸M3✱ b3 
 N3 ∧ ¬✸M1 ∧ ¬✸M2✳

❮à ôðåéìå fj✱ ïðè j 6= 2 õîòÿ áû îäíî èç òð➻õ ïðèâåä➻ííûõ óòâåðæäåíèé

áóäåò ëîæíî✱ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëà ✭✶✳✷✮ íà ôðåéìå fj áóäåò îïðîâåðãàòü✲

ñÿ✳ ❮àïðèìåð✱ íà ôðåéìàõ f1✱ f3✱ f4✱ f7✱ f8✱ f9✱ f15 ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

b1 1 N1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3✳

➚íàëîãè÷íàÿ ïðîâåðêà îñòàëüíûõ ôîðìóë èç ñïèñêà ✭✶✳✶✮ ✕ ✭✶✳✶✺✮ ïîç✲

âîëÿåò óòâåðæäàòü✱ ÷òî ôîðìóëà (1.i) èñòèííà òîëüêî íà ôðåéìå fi è îïðî✲

âåðãàåòñÿ íà îñòàëüíûõ ôðåéìàõ ñïèñêà f1 ✕ f15✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ïðîèçâåäåíî ðàçäåëåíèå âñåõ ôðåéìîâ ✼✲ãî ïîðÿäêà✳ ❮î

äëÿ òîãî✱ ÷òîáû äàòü ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ êàæäîãî èç çàìêíóòûõ êëàññîâ

Fi✱ íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ôîðìóëû✱ îòäåëÿþùèå êàæäûé èç êëàññîâ

Fi îò âñåõ íå âõîäÿùèõ â íåãî ôðåéìîâ✳

✺ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññîâ F1✕F15

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ Fi íàì ïîòðåáóåòñÿ ñïèñîê ôðåéìîâ✱

êîòîðûå íåîáõîäèìî îòäåëèòü îò êëàññà Fi✱ ãäå 1 ≤ i ≤ 15✳ Ïîñêîëüêó îò✲

äåëåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â ðàìêàõ ïîäêëàññà ✶✱ ñïèñîê áóäåò ñîñòîÿòü èç

îñòàëüíûõ ôðåéìîâ✱ ëåæàùèõ â äàííîì ïîäêëàññå ✭ðèñ✳ ✷✮✳

✶✶



Ðèñ✳ ✷ ✲ Ôðåéìû ïîäêëàññà ✶ ïîðÿäêà ìåíüøå ✼

Ïóñòü çàäàíû äâà êëàññà ôðåéìîâ✿ G è F ✳ ➪óäåì ãîâîðèòü✱ ÷òî ôîð✲

ìóëà ϕ îòäåëÿåò êëàññ G îò êëàññà F ✱ åñëè îíà èñòèííà íà âñåõ ôðåéìàõ

êëàññà G è îïðîâåðãàåòñÿ íà âñåõ ôðåéìàõ êëàññà F ✳ ➶ ñèëó òåîðåìû ✸✳✸✳✻

❬✸❪ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû àêñèîì ëîãèêè✱ çàäàâàåìîé çàìêíóòûì êëàññîì

F ✱ äîñòàòî÷íî óêàçàòü ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë✱ îòäåëÿþùèõ êëàññ F îò âñåõ

ôðåéìîâ✱ íå ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó F ✳

Òàêæå áóäåì ïèñàòü a → b✱ åñëè òî÷êè a è b ñêëåèâàþòñÿ ïðè p✲ìîðôèçìå

✭èìåþò îáùèé îáðàç✮✳

Ôðåéìû e10 − e19 ïîðÿäêà ✻ èìåþò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû ïî✲

ðÿäêà ✺✳

e10 ✕ e9 ✭c1 → c2✮✱ e5 ✭b1 → b2✮❀ e11 ✕ e9 ✭c1 → c2✮✱ e6 ✭b2 → b3✮❀ e12 ✕ e9 ✭c1 → c2✮❀

e13 ✕ e9 ✭c1 → c2✮✱ e6 ✭b1 → b2✮❀ e14 ✕ e9 ✭c1 → c2✮✱ e7 ✭b1 → b2✮❀

e15 ✕ e5 ✭c1 → c2✮✱ e6✭c2 → c3✮❀ e16 ✕ e6 ✭c1 → c2✮✱ e7 ✭c1 → c3✮❀ e17 ✕ e6 ✭c1 → c2✮❀

e18 ✕ e6 ✭c1 → c2✮✱ e7 ✭c2 → c3✮❀ e19 ✕ e7 ✭c1 → c2✮✱ e8 ✭b1 → b2✮✳

✶✷



Ôðåéìû ïîðÿäêà ✺ èìåþò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû ïîðÿäêà ✹✳

e5 ✕ e4 ✭c1 → c2✮❀ e6 ✕ e4 ✭c1 → c2✮❀ e7 ✕ e4 ✭c1 → c2✮✱ e3 ✭b1 → b2✮❀

e8 ✕ e3 ✭c1 → c2✮❀ e9 ✕ e4 ✭b1 → b2✮❀

✺✳✶ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F1

Ïîñòðîèì çàìêíóòûé êëàññ ôðåéìà f1✳ Ïîìèìî ôðåéìà ïîðÿäêà ✻ e10

✭ïîëó÷àåòñÿ ñêëåéêîé òî÷åê c1 → c2✮ â çàìêíóòîì êëàññå F1 ëåæàò ôðåéìû

e4✱ e5 è e9 è ôðåéìû øèðèíû ✶✳

Ïîñêîëüêó ôðåéìû øèðèíû ✶ ëåæàò â çàìêíóòûõ âñåõ ôðåéìîâ ãëóáè✲

íû è øèðèíû ✸✱ íà íèõ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ âñå ôîðìóëû✱ ïîñòðîåííûå äëÿ

êëàññîâ F1✕F15✱ à çíà÷èò â ðàññìîòðåíèè îíè íå ó÷àñòâóþò✳

➶âåä➻ì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó✿

✶✳✸2
✷⊥ ∨✷p ∨✷¬p✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e1 ✕ ñàìîì ìàëåíüêîì ôðåé✲

ìå✱ íå ëåæàùåì â çàìêíóòîì êëàññå F1 ✭ïðè îçíà÷èâàíèè V (p) = c1✱

V (¬p) = c2✮✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ äàííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà âñåõ ôðåé✲

ìàõ✱ äëÿ êîòîðûõ e1 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì èëè p✲ìîðôíûì îáðà✲

çîì ✭íà âñåõ ôðåéìàõ ïîäêëàññà ✶✱ íå ëåæàùèõ â çàìêíóòîì êëàññå F1✮✳ ➶ òî

æå âðåìÿ äàííàÿ ôîðìóëà èñòèííà íà f1✱ ïîñêîëüêó â êîðíå äàííîãî ôðåé✲

ìà âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí✱ à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îäèí èç

îñòàâøèõñÿ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ✭òî åñòü ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ

òî÷êàõ è ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè✮✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✿

❐åììà ✷ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻ ✰ f1.1 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíó✲

òîãî êëàññà F1✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà ôðåéìå f1 è ôðåéìàõ✱ ïðèíàäëå✲

æàùèõ F1✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæàùèõ â F1 îïðîâåðãàåòñÿ

õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✷ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F2

✃àê áûëî ïîêàçàíî✱ ôîðìóëà ✭✶✳✷✮ îòäåëÿåò F2 îò îñòàëüíûõ ôðåéìîâ

✶✸



ïîðÿäêà ✼✳ ➘àëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ àêñèîìàòèçàöèè êëàññà F2 óêàæåì ñïèñîê

ôðåéìîâ ïîðÿäêà ìåíüøåãî✱ ÷åì ïîðÿäîê f2 è íå ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó

F2✳ Ôðåéì f2 èìååò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû ïîðÿäêà ✻✿ e10✭c1 → c2✮✱

e11✭c2 → c3✮ è e12✭c1 → c3✮✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ ôðåéìû e13 − e19 ê êëàññó F2 íå

ïðèíàäëåæàò✳ ➮ç ïðèâåä➻ííûõ ñïèñêîâ p✲ìîðôèçìîâ äëÿ ôðåéìîâ e10 − e12

íàõîäèì p✲ìîðôíûå îáðàçû ïîðÿäêà ✺✿ e5✱ e6✱ e9 è ïîðÿäêà ✹✿ e4✱ ïðèíàä✲

ëåæàùèå êëàññó F2✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ê êëàññó F2 íå ïðèíàäëåæàò ôðåéìû

ãëóáèíû ✸ ïîðÿäêà ✺✿ e7✱ e8✱ è ôðåéìû ãëóáèíû ✸ ïîðÿäêà ✹✿ e3✳ ➮ç ôðåé✲

ìîâ ãëóáèíû ✷ ê F2 íå ïðèíàäëåæèò òîëüêî ôðåéì e2✳ ➮òàê✱ ê êëàññó F2 íå

ïðèíàäëåæàò ôðåéìû✿ e13 − e19✱ e8✱ e7✱ e3✱ e2✳ ❮î èç ïðèâåä➻ííîé òàáëèöû

âèäíî✱ ÷òî ôðåéì e7✱ íå ïðèíàäëåæàùèé êëàññó F2✱ ÿâëÿåòñÿ p✲ìîðôíûì îá✲

ðàçîì ôðåéìîâ e14, e16, e18, e19✱ òàêæå íå ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó F2✳ Òî åñòü

ëþáàÿ ôîðìóëà✱ îòäåëÿþùàÿ êëàññ F2 îò e7 áóäåò îòäåëÿòü îò F2 è ôðåéìû

e14, e16, e18, e19✳ Ïî òîé æå ïðè÷èíå èñêëþ÷èì èç ñïèñêà e8✱ e17✱ e7✱ òàê êàê e2

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì e8 è e17✱ à e3 ÿâëÿåòñÿ p✲ìîðôíûì îáðàçîì

ôðåéìà e7✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ äîñòàòî÷íî îòäåëèòü îò êëàññà F2 ôðåéìû e13, e15✱

e3✱ e2✳ ➘àëåå óêàæåì ñïèñîê ôîðìóë✱ îòäåëÿþùèõ ôðåéì f2 îò ôðåéìîâ èç

ïðèâåä➻ííîãî ñïèñêà✳

✶✳ [✸p1 ∧✸p2 ∧✸p3 → (✸(p1 ∧ p2) ∨✸(p1 ∧ p3) ∨✸(p2 ∧ p3)] ∨✸
2
✷⊥✳

❮à f2 äàííàÿ ôîðìóëà èñòèííà✱ òàê êàê â êîðíå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé

äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè✱ à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ âûïîë✲

íÿåòñÿ ïåðâûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ✭â ïåðâîì ñëîå ïî ïðè÷èíå ëîæíîñòè

ïîñûëêè èìïëèêàöèè✱ âî âòîðîì ñëîå ✕ ïðè îçíà÷èâàíèÿõ âèäà V (pi) = {cj}✱

ãäå i, j = {1, 2, 3}✱ èñòèííà è ïîñûëêà✱ è çàêëþ÷åíèå èìïëèêàöèè✱ ïîñêîëüêó

âî âòîðîì ñëîå ñóùåñòâóåò òî÷êà✱ êîòîðàÿ âèäèò ✷ òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ✱ ïðè

äðóãèõ îçíà÷èâàíèÿõ ïîñûëêà ëîæíà è èìïëèêàöèÿ èñòèííà✮✳

➶ òî æå âðåìÿ íà e2 äàííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ â êîðíå✱ òàê êàê â

í➻ì íå âûïîëíÿåòñÿ íè îäèí èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ✳

➘àëåå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ôðåéìû e13, e15✱ e3✳

✷✳ ✸(N ′
1 ∧✸M ′

1 ∧✸M ′
2) ∧✸(N ′

2 ∧✸M ′
2) → ✸(N ′

2 ∧ ¬✸M ′
1)✳

✶✹



➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e13 ïðè îçíà÷èâàíèè V (n1) = {b1}✱

V (n2) = {b2}✱ V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✳ Ïîñûëêà äàííîé ôîðìóëû âû✲

ïîëíÿåòñÿ íà f2 ïðè óñëîâèÿõ✿ b1 
 N ′
1✱ c1 
 M ′

1✱ c2 
 M ′
2✱ ôîðìóëà N ′

2∧✸M ′
2

âûïîëíÿåòñÿ ëèáî íà b2✱ ëèáî íà b3✳ ❮î ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íà f2 âûïîëíÿåòñÿ

è çàêëþ÷åíèå äàííîé ôîðìóëû✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ðàññìîòðåííàÿ ôîðìóëà îò✲

äåëÿåò F2 îò ôðåéìà e13✳

✸✳ ✸(✸M1 ∧✸M2) ∧✸
2M3 → (✸(✸M1 ∧ ¬✸M2 ∧ ¬✸M3) ∨✸(✸M2 ∧

∧ ¬✸M1 ∧ ¬✸M3))✳

Ôîðìóëà ✸ îïðîâåðãàåòñÿ íà e15✱ ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3}✳ ➴ñëè ïîñûëêà äàííîé ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà

f2✱ òî c1 
 M1✱ c2 
 M2✱ c3 
 M3✱ íî â ýòîì ñëó÷àå b2 
 ✸M2∧¬✸M1∧¬✸M3✱

ò✳å✳ ýòà ôîðìóëà èñòèííà íà f2✳

✹✳ ✸(p ∧✸q ∧✸¬q) → ((✸✷q ∧✸✷⊥) ∨ (✸✷¬q ∧✸✷⊥))✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e3 ïðè îçíà÷èâàíèè V (p) = {b1}✱

V (q) = {c1}✳ Ïîñûëêà äàííîé ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà f2 ïðè óñëîâèè✿

V (p) = {b1}✱ V (q) = {c1} ëèáî V (q) = {c2}✱ íî â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà

èñòèííà íà f2✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✿

❐åììà ✸ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✷✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f2.1✱ f2.2✱ f2.3

è f2.4 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻ííûé ôðåé✲

ìîì f2✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðèíàäëåæà✲

ùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæàùèõ â

çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✸ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F3

Ôðåéì f3 èìååò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû ïîðÿäêà ✻✿ e12 ✭c1 → c2✮✱

e11 ✭c2 → c3✮✱ ñëåäîâàòåëüíî ôðåéìû e10, e13 − e19 ê êëàññó F2 íå ïðèíàä✲

ëåæàò✳ ➮ç ïðèâåä➻ííûõ ñïèñêîâ p✲ìîðôèçìîâ äëÿ ôðåéìîâ e11, e12 íàõîäèì

✶✺



p✲ìîðôíûå îáðàçû ïîðÿäêà ✺✿ e9✱ e6✱ è ïîðÿäêà ✹✿ e4✱ ïðèíàäëåæàùèå êëàññó

F2✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ê êëàññó F2 íå ïðèíàäëåæàò ôðåéìû ãëóáèíû ✸ ïîðÿä✲

êà ✺✿ e5✱ e7✱ e8 è ôðåéìû ãëóáèíû ✸ ïîðÿäêà ✹✿ e3✳ ➮òàê✱ íåîáõîäèìî ïî✲

ñòðîèòü ôîðìóëû✱ îòäåëÿþùèå êëàññ F3 îò ôðåéìîâ e10, e13 − e19✱ e3✱ e5✱ e7✱

e8✳ ❮î ôðåéì e5 ÿâëÿåòñÿ p✲ìîðôíûì îáðàçîì ôðåéìîâ e10, e15 è ôîðìóëà✱

îïðîâåðãàþùàÿñÿ íà e5 áóäåò îïðîâåðãàòüñÿ è íà e10, e15✳ Ôðåéì e7 ÿâëÿåòñÿ

p✲ìîðôíûì îáðàçîì ôðåéìîâ e14, e16, e18, e19✳ Ôðåéì e3 ÿâëÿåòñÿ p✲ìîðôíûì

îáðàçîì ôðåéìîâ e8✱ e7✳

Òàêèì îáðàçîì✱ äîñòàòî÷íî íàéòè ôîðìóëû✱ îòäåëÿþùèå êëàññ F3 îò

ôðåéìîâ e13, e17✱ e5✱ e3✳

✶✳ ✸2M ′
1 ∧✸

2M ′
2 → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e5✱ ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✳ ➴ñëè ïîñûëêà äàííîé ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà f3✱ òî â òî÷êå

b1 âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà ✸M ′
1 ∧✸M ′

2✱ ò✳å✳ äàííàÿ ôîðìóëà èñòèííà íà f3✳

✷✳ ✸(N ′
1 ∧✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3) ∧✸(N ′

2 ∧✸M3) → ✸(¬✸M3 ∧✸✷⊥)✳

Ôîðìóëà ✷ îïðîâåðãàåòñÿ íà e17✱ ïîñêîëüêó ïðè îçíà÷èâàíèè✱ ïðè êîòî✲

ðîì Mi âûïîëíÿþòñÿ â ïåðâîì ñëîå✱ à N ′
j âî âòîðîì✱ îïðîâåðãàåòñÿ ïîñûëêà✱

òàê êàê åñëè êàêàÿ✲òî òî÷êà ïåðâîãî ñëîÿ äîñòèæèìà èç äâóõ òî÷åê âòîðîãî

ñëîÿ✱ òî âî âòîðîì ñëîå íåò òî÷êè✱ êîòîðàÿ å➻ íå âèäèò✳ ❮à f3 òàêàÿ òî÷êà

åñòü✱ à ïðè äðóãèõ îçíà÷èâàíèÿõ ïîñûëêà ëîæíà✱ ñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëà ✷

èñòèííà✳

✸✳ ✸(N ′
1 ∧✸M ′

1 ∧✸M ′
2) ∧✸(N ′

2 ∧✸M ′
2) → ✸(N ′

2 ∧ ¬✸M ′
1)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e13 ïðè îçíà÷èâàíèè V (n1) = {b1}✱

V (n2) = {b2}✱ V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✳ Òàê êàê òîëüêî èç b1 äîñòèæèìî

áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ✱ òî ïîñûëêà äàííîé ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ

íà f3 ïðè óñëîâèè V (n1) = {b1}✱ à ôîðìóëà N ′
2 ∧ ✸M ′

2 âûïîëíÿåòñÿ ëèáî

íà b2✱ ëèáî íà b3✳ ❮î òàê êàê èç îáåèõ òî÷åê b2 è b3 äîñòèæèìà òîëüêî îäíà

✶✻



òî÷êà ïåðâîãî ñëîÿ✱ â êîòîðîé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îçíà✲

÷èâàíèè ôîðìóëà M ′
2✱ òî ëèáî íà b2✱ ëèáî íà b3 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ôîðìóëà

N ′
2 ∧ ¬✸M ′

1✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â b áóäåò èñòèííà ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîðìóëà✳

✹✳ ✸2q ∧✸
2¬q → ✸(✸✷⊥ ∧ (✷q ∨✷¬q))✳

Ôîðìóëà ✹ îïðîâåðãàåòñÿ íà e3 ïðè îçíà÷èâàíèè V (q) = {c1}✳

➬àêëþ÷åíèå äàííîé ôîðìóëû áóäåò èñòèííî â òî÷êå a íà f3 ïðè ëþáîì îçíà✲

÷èâàíèè✱ ïîñêîëüêó îòêðûòûå ïîäôðåéìû ñ êîðíÿìè â òî÷êàõ b2 è b3 ëèíåé✲

íû✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✿

❐åììà ✹ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✸✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f3.1✱f3.2✱ f3.3 è

f3.4 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻ííîãî ôðåéìîì

f3✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðèíàäëåæàùèõ

åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæàùèõ â çàìêíó✲

òîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✹ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F4

Ôðåéì f4 èìååò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû ïîðÿäêà ✻✿ e10 ✭c2 → c3✮✱

e13 ✭c1 → c2✮✱ e15 ✭b2 → b3✮❀ p✲ìîðôíûå îáðàçû ïîðÿäêà ✺✿ e5✱ e6✱ e9❀ ïîðÿäêà

✹✿ e4✳ ➶ñå p✲ìîðôíûå îáðàçû ìåíüøåãî ïîðÿäêà è ôðåéìû ãëóáèíû ìåíüøå 3

âõîäÿò â F4✳ ❮å âõîäÿò â êëàññ F4 ôðåéìû e11✱ e12✱ e14✱ e16 − e19 ïîðÿäêà ✻✱

ôðåéìû e7✱ e8 ïîðÿäêà ✺✱ è ôðåéì e3 ïîðÿäêà ✹✳ ❮î ôðåéìû e14✱ e16✱ e18✱ e19
â êà÷åñòâå p✲ìîðôíîãî îáðàçà èìåþò ôðåéì e7✱ êîòîðûé òàêæå íå âõîäèò â

êëàññ F4✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ëþáàÿ ôîðìóëà✱ îòäåëÿþùàÿ êëàññ F4 îò ôðåéìà

e7✱ áóäåò îòäåëÿòü îò F4 è ôðåéìû e14✱ e16✱ e18✱ e19✳ Ôðåéìû e7✱ e8 èìåþò

p✲ìîðôíûé îáðàç e3✱ íå âõîäÿùèé â F4✳ ➮òàê✱ îò F4 äîñòàòî÷íî îòäåëèòü

ôðåéìû e11✱ e12✱ e17 è e3✳

✶✳ ✸N1 ∧✸N2 ∧✸N3 ∧✸(N2 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2) → (✸(N1 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)∨

∨✸(N3 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)✳

Ïîëîæèì V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✳

✶✼



➴ñëè ïîëîæèòü V (n1) = {b2}✱ V (n2) = {b1}✱ V (n3) = {b3}✱ òî ôîðìóëà îïðî✲

âåðãàåòñÿ íà e11✳ ➴ñëè ïîëîæèòü V (n1) = {b1}✱ V (n2) = {b2}✱ V (n3) = {b3}✱

òî ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e12✳ Ïîñûëêà ôîðìóëû ìîæåò áûòü âûïîëíåíà

íà f4 òîëüêî ïðè óñëîâèè✱ ÷òî ôîðìóëà N2 èñòèííà íà îäíîé èç òî÷åê b2 èëè

b3✳ ❮î â ýòîì ñëó÷àå îäíà èç ôîðìóë N1✱ N3 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íà âòîðîé èç

òî÷åê b2✱ b3✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ çàêëþ÷åíèå èñòèííî✳ Ïðè íåâûïîëíåíèè ïîñûë✲

êè✱ ôîðìóëà èñòèííà ñîãëàñíî ñâîéñòâàì îïåðàöèè èìïëèêàöèè✳

✷✳ ✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3 → [✸(✸M2 ∧✸M3 ∧ ¬✸M1) ∨✸(✸M1 ∧✸M3 ∧

∧ ¬✸M2) ∨✸(✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e17 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3}✱ ïîñêîëüêó âî âòîðîì ñëîå íåò òî÷êè✱ èç êîòîðîé

äîñòèæèìû ðîâíî äâå òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ✳

➘îêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f4✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíÿ✲

åòñÿ íà f4✱ òî ôîðìóëû M1✱ M2✱ M3 âûïîëíÿþòñÿ íà òî÷êàõ c1, c2, c3 âçÿòûõ

â íåêîòîðîì ïîðÿäêå✳ Ïîñêîëüêó èç îáåèõ òî÷åê b2✱ b3 äîñòèæèìû òîëüêî

òî÷êè c2, c3✱ òî íà îáåèõ òî÷êàõ b2, b3 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îäíà èç ôîðìóë

✸M2 ∧✸M3 ∧¬✸M1✱ ✸M1 ∧✸M3 ∧¬✸M2✱ ✸M1 ∧✸M2 ∧¬✸M3 è✱ ñëåäîâà✲

òåëüíî✱ çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â êîðíå✳

✸✳ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 → [✸(✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2) ∨✸(¬✸M ′
1 ∧✸M ′

2) ∨

∨✸(¬✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2)]✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî äàíàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e3 ïðè îçíà÷èâàíèè

V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà e3✱

òî íà b 
 ✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2 è íè îäèí äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí çàêëþ÷åíèÿ íà b íå

âûïîëíÿåòñÿ✱ ò✳å✳ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ✳

➶ òî æå âðåìÿ îíà èñòèííà íà f4✱ òàê êàê ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè èç

òî÷êè b1 äîñòèæèìà òîëüêî îäíà òî÷êà c1 è â íåé íå ìîãóò áûòü èñòèííûìè

M ′
1 è M ′

2 ââèäó èõ íåñîâìåñòíîñòè✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✿

❐åììà ✺ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✹✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f4.1✱ f4.2 è

✶✽



f4.3 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻ííîãî ôðåéìîì

f4✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðèíàäëåæàùèõ

åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæàùèõ â çàìêíó✲

òîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✺ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F5

Ôðåéì f5 èìååò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû✿ e11 ✭c2 → c3✮✱ e12 ✭c1 → c2✮✱

e13 ✭c1 → c3✮✱ e4✱ e6✱ e9✳ Òàêèì îáðàçîì✱ F5 ôðåéìû e10✱ e14 − e19✱ e3✱ e5✱ e7✱

e8 íå ñîäåðæàòñÿ â F5✳ ✃ðîìå òîãî ôðåéì e2 íå ñîäåðæèòñÿ â F5 òàê êàê

íå ÿâëÿåòñÿ íè p✲ìîðôíûì îáðàçîì✱ íè îòêðûòûì ïîäôðåéìîì f5✳ Ôðåéìû

e17−e19 ñîäåðæàò îòêðûòûé ïîäôðåéì e2✱ ôðåéìû e14✱ e16 èìåþò p✲ìîðôíûé

îáðàç e7✱ p✲ìîðôíûì îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ e3✱ ôðåéìû e10✱ e15 èìåþò

p✲ìîðôíûé îáðàç e5✳ ➮òàê✱ äîñòàòî÷íî îòäåëèòü îò F5 ôðåéìû e5✱ e3✱ e2✳

✶✳ ✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3 → [✸(✸M1 ∧✸M2) ∨✸(✸M2 ∧✸M3)]✳

Ïîñûëêà äàííîé ôîðìóëû âûïîëíèìà íà e2✱ çàêëþ÷åíèå íà ôðåéìå ãëó✲

áèíû ✷ íå âûïîëíèìî✱ ïîýòîìó äàííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðæèìà íà e2✳ Ïîñûëêà

äàííîé ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà f5 ïðè óñëîâèè✱ ÷òî ôîðìóëû M1✱ M2✱ M3

âûïîëíÿþòñÿ íà âçÿòûõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå òî÷êàõ c1, c2, c3✳ Ïðåäïîëî✲

æèì✱ ÷òî ïåðâûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí çàêëþ÷åíèÿ✱ ôîðìóëà ✸(✸M1∧✸M2)

íå âûïîëíÿåòñÿ íà f5✳ Ýòî âîçìîæíî ïðè óñëîâèè✱ ÷òî ôîðìóëà ✸M1 ∧✸M2

íå âûïîëíÿåòñÿ íè íà b1✱ íè íà b2✳ Òàê êàê ôîðìóëû M1✱ M2 íå ìîãóò âû✲

ïîëíÿòüñÿ â îäíîé òî÷êå✱ òî ïàðà òî÷åê✱ íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ M1✱ M2

ñîâïàäàåò ñ c1, c3✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ c2 
 M3✱ à M2 âûïîëíÿåòñÿ ëèáî íà c1 è

òîãäà b1 
 ✸M2 ∧✸M3✱ ëèáî íà c3 è òîãäà b2 
 ✸M2 ∧✸M3✳ ➶ îáîèõ ñëó÷à✲

ÿõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ â êîðíå✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà

èñòèííà íà f5✳

✷✳ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

Ïðè òàêîì îçíà÷èâàíèè✱ ÷òî c1 
 M ′
1✱ c2 
 M ′

2✱ ïîñûëêà ôîðìóëû âû✲

ïîëíÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà e5✱ à çàêëþ÷åíèå íå âûïîëíÿåòñÿ✱ ò✳å✳ ôîðìóëà

✶✾



îïðîâåðãàåòñÿ íà e5✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f5✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîë✲

íÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f5✱ òî îäíà èç ôîðìóë M ′
1✱ M

′
2 âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ

òî÷êàõ ìíîæåñòâà c1, c2, c3✱ à âòîðàÿ òîëüêî â îäíîé✳ ➴ñëè b1 1 ✸M ′
1∧✸M ′

2✱ òî

ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿM ′
1 è òîãäà c3 
 M ′

2✱ ñëåäîâàòåëüíî b2 
 ✸M ′
1∧✸M ′

2

è ôîðìóëà èñòèííà íà f5✱ ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿ M ′
2 è òîãäà c3 
 M ′

1✱ ñëå✲

äîâàòåëüíî b2 
 ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 è ôîðìóëà èñòèííà íà f5✳

✸✳✭f4.3✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 → [✸(✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2) ∨✸(¬✸M ′
1 ∧✸M ′

2) ∨

∨✸(¬✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e3 ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✹✮✳

➘îêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà òàêæå èñòèííà íà ôðåéìå f5✳ Ïðåäïîëîæèì✱

÷òî ïîñûëêà âûïîëíÿåòñÿ íà f5✳ ➴ñëè â òî÷êå c3 íå âûïîëíÿåòñÿ íè îäíà èç

ôîðìóë M ′
1✱ M

′
2✱ òî b3 
 ¬✸M ′

1 ∧ ¬✸M ′
2 è çàäàííàÿ ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ

íà f5✳ ➴ñëè æå â òî÷êå c3 âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíà èç ôîðìóë M ′
1✱ M

′
2✱ òî

âòîðàÿ íå âûïîëíÿåòñÿ è âíîâü â êîðíå âûïîëíÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû✳

Ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà èñòèííà íà f5✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✻ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✺✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f5.1✱ f5.2

è f4.3 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻ííîãî ôðåé✲

ìîì f5✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðèíàäëåæà✲

ùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæàùèõ â

çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✻ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F6

Ôðåéì f6 èìååò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû✿ e11 ✭c2 → c3✮✱ e13 ✭c1 →

→ c3✮✱ e9✱ e6✱ e4✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â êëàññå F6 íå ñîäåðæàòñÿ ôðåéìû e10✱ e12✱

e14−e19✱ e8✱ e5✱ e7✱ e3 è e2✱ íå ÿâëÿþùèéñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì f6✳ Ôðåéìû

e17−e19 ñîäåðæàò îòêðûòûé ïîäôðåéì e2✱ ôðåéìû e10✱ e15 èìåþò p✲ìîðôíûé

îáðàç e5✱ ôðåéìû e14✱ e16 èìåþò p✲ìîðôíûé îáðàç e7✱ e7 è e8 èìåþò p✲ìîðôíûé

îáðàç e3✳ Òàêèì îáðàçîì✱ îò F6 äîñòàòî÷íî îòäåëèòü e12✱ e5✱ e3✱ e2✳

✷✵



✶✳ ✸(N1 ∧✸M ′
1) ∧✸(N2 ∧✸M ′

1) ∧✸N3 ∧✸
2M ′

2 → ✸(N3 ∧✸M ′
1)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e12 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (n1) = {b1}✱ V (n2) = {b2}✱ V (n3) = {b3}✳ Ïðè ýòîì✱ åñëè

ïîñûëêà âûïîëíÿåòñÿ íà f6✱ òî c2 
 M ′
1 òàê êàê òîëüêî c2 äîñòèæèìà èç ðàç✲

ëè÷íûõ òî÷åê âòîðîãî ñëîÿ✳ ➴ñëè N1 è N2 âûïîëíÿþòñÿ íà òî÷êàõ b1, b3✱ òî

b2 
 N3 è çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû òîæå âûïîëíÿåòñÿ✳ ➴ñëè N1 è N2 âûïîëíÿ✲

þòñÿ íà òî÷êàõ b1, b2 èëè b2, b3✱ òî✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ ëèáî b3 
 N3 è b3 
 ✸M ′
1✱

ëèáî b1 
 N3 è b1 
 ✸M ′
1✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà ✷ èñòèííà íà f6✳

✷✳ ✭f5.2✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e5 ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✺✮✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f6✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîë✲

íÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f6✱ òî îäíà èç ôîðìóë M ′
1✱ M

′
2 âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ

òî÷êàõ ìíîæåñòâà c1, c2, c3✱ à âòîðàÿ òîëüêî â îäíîé✳ ➴ñëè b1 1 ✸M ′
1∧✸M ′

2✱ òî

ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿM ′
1 è òîãäà c3 
 M ′

2✱ ñëåäîâàòåëüíî b3 
 ✸M ′
1∧✸M ′

2

è ôîðìóëà èñòèííà íà f6✱ ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿ M ′
2 è òîãäà c3 
 M ′

1✱ ñëå✲

äîâàòåëüíî✱ b3 
 ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 è ôîðìóëà èñòèííà íà f6✳

✸✳ ✭f2.1.✮ [✸p1∧✸p2∧✸p3 → (✸(p1∧p2)∨✸(p1∧p3)∨✸(p2∧p3)]∨✸
2
✷⊥✳

❮à f6 äàííàÿ ôîðìóëà èñòèííà✱ òàê êàê â êîðíå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé

äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè✱ à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ âûïîë✲

íÿåòñÿ ïåðâûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ✭â ïåðâîì ñëîå ïî ïðè÷èíå ëîæíîñòè

ïîñûëêè èìïëèêàöèè✱ âî âòîðîì ñëîå ✕ ïðè îçíà÷èâàíèÿõ âèäà V (pi) = {cj}✱

ãäå i, j = {1, 2, 3}✱ èñòèííà è ïîñûëêà✱ è çàêëþ÷åíèå èìïëèêàöèè✱ ïîñêîëüêó

âî âòîðîì ñëîå ñóùåñòâóåò òî÷êà✱ êîòîðàÿ âèäèò ✷ òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ✱ ïðè

äðóãèõ îçíà÷èâàíèÿõ ïîñûëêà ëîæíà è èìïëèêàöèÿ èñòèííà✮✳

➘îêàçàòåëüñòâî òîãî✱ ÷òî ôîðìóëà f2.1. îïðîâåðãàåòñÿ íà e2 ïðèâåäåíî

â ï✳✺✳✷✳

✹✳ ✭f4.3✮✸M ′
1∧✸M ′

2 → [✸(✸M ′
1∧¬✸M ′

2)∨✸(¬✸M ′
1∧✸M ′

2)∨✸(¬✸M ′
1∧

✷✶



∧ ¬✸M ′
2)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e3 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2} ✭äîêàçàíî â ï✳ ✺✳✹✮✳ ❮î ïðè ýòîì èñòèííà íà ôðåéìå f6✱ òàê êàê

ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè èç òî÷êè b2 äîñòèæèìà òîëüêî îäíà òî÷êà c2✱ è â íåé

íå ìîãóò áûòü èñòèííûìè M ′
1 è M ′

2 ââèäó èõ íåñîâìåñòíîñòè✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✿

❐åììà ✼ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✻✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f7.1✱

f5.2✱ f2.1 è f4.3 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻í✲

íîãî ôðåéìîì f6✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðè✲

íàäëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæà✲

ùèõ â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✼ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F7

Ôðåéì f7 èìååò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû✿ e12 ✭c2 → c3✮✱ e13 ✭c1 → c2✮✱

e9✱ e6✱ e4 è ñîäåðæèò îòêðûòûé ïîäôðåéì e2✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â êëàññå F7 íå

ñîäåðæàòñÿ ôðåéìû e10✱ e11✱ e14− e19✱ e8✱ e5✱ e7✱ e3✳ ➘ëÿ ïåðå÷èñëåííûõ ôðåé✲

ìîâ✱ íå âõîäÿùèõ â F7 èìåþòñÿ ñëåäóþùèå p✲ìîðôèçìû íà ôðåéìû✱ òàêæå

íå âõîäÿùèå â F7✿ e10 → e5✱ e14 → e7✱ e15 → e5✱ e16 → e7✱ e18 → e7✱ e19 → e7✱

e8 → e3✱ e7 → e3✳ ➮òàê✱ îêîí÷àòåëüíûé ñïèñîê ôðåéìîâ✱ äîñòàòî÷íûé äëÿ

ïîñòðîåíèÿ àêñèîìàòèçàöèè êëàññà F7 ñîäåðæèò ôðåéìû e11✱ e17✱ e5✱ e3✳

✶✳ ✸(N1 ∧✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2) ∧✸(N2 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2) ∧✸N3 →

→ ¬✸(N3 ∧✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e11 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c2}✱

V (m2) = {c1}✱ V (n1) = {b2}✱ V (n2) = {b1}✱ V (n3) = {b3}✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ïðè íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîë✲

íÿåòñÿ íà f7✱ à çàêëþ÷åíèå íå âûïîëíÿåòñÿ✱ ò✳å✳ a 
 ✸(N3 ∧ ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2)✳

Òàê êàê ïîñûëêà âûïîëíÿåòñÿ✱ òî a 
 ✸(N2 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)✳ Ïîñêîëüêó èç b3
äîñòèæèì âåñü ïåðâûé ñëîé✱ òî ïðè âûáðàííîì îçíà÷èâàíèè b3 
 ✸M ′

1∧✸M ′
2

è ïîýòîìó b3 1 N3✱ èíà÷å çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà f7✱ ò✳å✳ N3

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà îäíîé èç òî÷åê b1, b2✳ ❮à âòîðîé èç ïîñëåäíèõ äâóõ

✷✷



òî÷åê äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ îäíà èç ôîðìóë N1, N2✳ Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ N2✳

➶ ýòîì ñëó÷àå íà âûáðàííîé òî÷êå âìåñòå ñ N2 âûïîëíÿåòñÿ ✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2✱

íî ýòî âîçìîæíî✱ òîëüêî åñëè âûáðàííîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ b2✱ òàê êàê M ′
1

è M ′
2 íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ â îäíîé òî÷êå✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ èìååì ñëåäó✲

þùåå ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ôîðìóë✿ b2 
 N2 ∧ ✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2✱ b1 
 N3✱

b3 
 N1✳ Ïî ïðåäïîëîæåíèþ a 
 ✸(N1 ∧ ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2) ✲ ýòî ïðîòèâîðå÷èò

òîìó✱ ÷òî íà ïåðâîì ñëîå âûïîëíÿþòñÿ M ′
1 è M ′

2✱ òàê êàê èç b3 äîñòèæèì

âåñü ïåðâûé ñëîé✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è íà b1, b2 äîëæ✲

íû âûïîëíÿòüñÿ ôîðìóëû N3, N1✳ ➶ìåñòå ñ N1 âûïîëíÿåòñÿ ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2✳

➴ñëè b1 
 ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2✱ òî c1 
 M ′
1✱ ñëåäîâàòåëüíî M ′

2 âûïîëíÿåòñÿ íà îä✲

íîé èç òî÷åê c2, c3✳ Òàê êàê ïðè ýòîì b2 
 N3 è èç b2 äîñòèæèìû c2, c3✱ òî

b2 
 N3∧✸M ′
2 è çàêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ íà f7✱ ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî✲

æåíèþ✳ ❰ñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïîñëåäíèé âàðèàíò✿ b1 
 N3✱ b2 
 N1✳ ➶ ýòîì

ñëó÷àå b2 
 N1 ∧ ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2✳ Ñëåäîâàòåëüíî M ′
2 íå âûïîëíÿåòñÿ íà c2, c3

è c1 
 M ′
2✳ Òàêèì îáðàçîì✱ b1 
 N3 ∧✸M ′

2✱ ò✳å✳ 1 ✸(N3 ∧✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2)✱ ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ äàííàÿ ôîðìóëà

èñòèííà íà f7✳

✷✳ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 → ✸(✸M ′
1 ∧✸M ′

2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e5 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱ V (m2) =

= {c2}✱ ïîñêîëüêó îáå òî÷êè âòîðîãî ñëîÿ âèäÿò ïî îäíîé òî÷êå ïåðâîãî ñëîÿ✳

❰äíàêî✱ ôîðìóëà èñòèííà íà f7 ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè✱ òàê êàê èç

òî÷êè b3 äîñòèæèìû âñå òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ✳

✸✳ ✭f4.2✮ ✸(✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3) → [✸(¬✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3) ∨

∨✸(✸M1 ∧ ¬✸M2 ∧✸M3) ∨✸(✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e17 ïðè îçíà÷èâàíèè✿ V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3} ✭ï✳✺✳✹✮✳

Ïðè ýòîì ôîðìóëà èñòèííà íà f7 ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè✱ òàê êàê èç

òî÷êè b2 äîñòèæèìû ðîâíî äâå òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ✳

✷✸



✹✳ ✭f4.3✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 → [✸(✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2) ∨✸(¬✸M ′
1 ∧✸M ′

2) ∨

∨✸(¬✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e3 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ ïîñêîëüêó èç åäèíñòâåííîé òî÷êè âòîðîãî ñëîÿ äîñòèæèì âåñü

ïåðâûé ñëîé ✭ï✳✺✳✹✮✳

➶ òî æå âðåìÿ✱ ôîðìóëà èñòèííà íà f7✱ òàê êàê ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè

èç òî÷êè b1 äîñòèæèìà òîëüêî îäíà òî÷êà c1 è â íåé íå ìîãóò áûòü èñòèííûìè

M ′
1 è M ′

2 ââèäó èõ íåñîâìåñòíîñòè✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✽ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✼✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f8.1✱

f8.2✱ f4.2 è f4.3 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻í✲

íîãî ôðåéìîì f7✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðè✲

íàäëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæà✲

ùèõ â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✽ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F8

Ôðåéì f8 èìååò ñëåäóþùèå p✲ìîðôíûå îáðàçû✿ e11 ✭c1 → c2✮✱ e13 ✭c2 →

→ c3✮✱ e9✱ e6✱ e4 è ñîäåðæèò îòêðûòûé ïîäôðåéì e2✳ ➶ êëàññå F8 íå ñîäåð✲

æàòñÿ ôðåéìû e10✱ e12✱ e14−e19✱ e8✱ e5✱ e7✱ e3✳ ➘ëÿ ôðåéìîâ ïîñëåäíåãî ñïèñêà

èìåþòñÿ ñëåäóþùèå p✲ìîðôèçìû âíóòðè ñïèñêà✿ e10 → e5✱ e14 → e7✱ e15 → e5✱

e16 → e7✱ e18 → e7✱ e19 → e7✱ e8 → e3✱ e7 → e3✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ äîñòàòî÷íî

îòäåëèòü êëàññ F8 îò ôðåéìîâ e12✱ e17✱ e5✱ e3✳

✶✳ ✸2M ′
1 ∧✸

2M ′
2 → ¬✸(✸M ′

1 ∧ ¬✸M ′
2) ∨ ¬✸(¬✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e12 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱ V (m2) =

{c2}✱ òàê êàê ïðè ýòîì îçíà÷èâàíèè ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ b1 
 ✸M ′
1 ∧

¬✸M ′
2✱ b3 
 ¬✸M ′

1 ∧✸M ′
2✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî íà ôðåéìå f8 ïðè íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè ôîðìóëà

îïðîâåðãàåòñÿ✳ Òîãäà íà òî÷êàõ ïåðâîãî ñëîÿ âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëûM ′
1 èM

′
2✱

à íà òî÷êàõ âòîðîãî ñëîÿ âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëû✸M ′
1∧¬✸M ′

2 è ¬✸M ′
1∧✸M ′

2✳

Ïîñêîëüêó èç òî÷êè b3 äîñòèæèì âåñü ïåðâûé ñëîé✱ òî íè îäíà èç ýòèõ ôîð✲

✷✹



ìóë íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â b3✳ ➴ñëè ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2 âûïîëíÿåòñÿ â b1✱ òî

c1 
 M ′
1✱ íî òîãäà b2 
 ✸M ′

1 è b2 1 ¬✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2✳ ➚íàëîãè÷íî ïðîèñõîäèò

è âî âòîðîì ñëó÷àå✱ êîãäà b1 
 ¬✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2✳ ➮òàê✱ íàøå ïðåäïîëîæåíèå

ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà èñòèííà íà f8✳

✷✳ ✭f5.2✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e5 ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✺✮✳

➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f8✱ òî b3 
 ✸M ′
1∧

∧✸M ′
2 è 
 ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà èñòèííà íà f8✳

✸✳ ✭f4.2.✮✸M1∧✸M2∧✸M3 → [✸(✸M2∧✸M3∧¬✸M1)∨✸(✸M1∧✸M3∧

∧ ¬✸M2) ∨✸(✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e17 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3} ✭äîêàçàòåëüñòâî â ï✳✺✳✹✮✳ ➘îêàæåì✱ ÷òî äàí✲

íàÿ ôîðìóëà èñòèííà íà f8✳ ➴ñëè ïîñûëêà âûïîëíÿåòñÿ íà f8✱ òî ôîðìó✲

ëû M1✱ M2✱ M3 âûïîëíÿþòñÿ íà òî÷êàõ c1, c2, c3 âçÿòûõ â íåêîòîðîì ïîðÿä✲

êå✳ Ïîñêîëüêó èç òî÷êè b2 äîñòèæèìû òîëüêî òî÷êè c2, c3✱ òî íà b2 áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ îäíà èç ôîðìóë ✸M2 ∧ ✸M3 ∧ ¬✸M1✱ ✸M1 ∧ ✸M3 ∧ ¬✸M2✱

✸M1 ∧ ✸M2 ∧ ¬✸M3 è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû áóäåò âûïîë✲

íÿòüñÿ â êîðíå è ôîðìóëà èñòèííà✳

✹✳ ✭f4.3✮✸M ′
1∧✸M ′

2 → [✸(✸M ′
1∧¬✸M ′

2)∨✸(¬✸M ′
1∧✸M ′

2)∨✸(¬✸M ′
1∧

∧ ¬✸M ′
2)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e3 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✳ ✭➘îêàçàíî â ï✳ ✺✳✹✮

Ïðè ýòîì ôîðìóëà èñòèííà íà f8✱ òàê êàê ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè èç

òî÷êè b1 äîñòèæèìà òîëüêî îäíà òî÷êà c1 è â íåé íå ìîãóò áûòü èñòèííûìè

M ′
1 è M ′

2 ââèäó èõ íåñîâìåñòíîñòè✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✾ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✽✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f8.1✱

✷✺



f5.2✱ f4.2 è f4.3 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻í✲

íîãî ôðåéìîì f8✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðè✲

íàäëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæà✲

ùèõ â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✾ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F9

Ôðåéì f9 èìååò p✲ìîðôíûå îáðàçû✿ e13 ✭c2 → c3✮✱ e17 ✭b2 → b3✮✱ e9✱ e6✱

e4 è ñîäåðæèò îòêðûòûé ïîäôðåéì e2✳ ➶ êëàññå F9 íå ñîäåðæàòñÿ ôðåéìû

e10✱ e11✱ e14✱ e15✱ e16✱ e18✱ e19✱ e8✱ e5✱ e7✱ e3✳ ➮ìåþòñÿ ñëåäóþùèå p✲ìîðôèçìû

âíóòðè ïîñëåäíåãî ñïèñêà✿ e10 → e5✱ e14 → e7✱ e15 → e5✱ e16 → e7✱ e18 → e7✱

e19 → e7✱ e8 → e3✱ e7 → e3✳ Òàêèì îáðàçîì✱ äîñòàòî÷íî óêàçàòü ôîðìóëû✱

îòäåëÿþùèå êëàññ F9 îò ôðåéìîâ e11✱ e5✱ e3✳

✶✳ ✸N1 ∧✸N2 ∧✸N3 ∧✸(N2 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2) → (✸(N1 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)∨

∨✸(N3 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)✳

Ïîëîæèì V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✳ ➴ñëè ïîëîæèòü V (n1) = {b2}✱

V (n2) = {b1}✱ V (n3) = {b3}✱ òî ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e11✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f9✳ Ïîñûëêà ôîðìóëû ìîæåò áûòü

âûïîëíÿòüñÿ íà f9 òîëüêî ïðè óñëîâèè✱ ÷òî ôîðìóëà N2 èñòèííà íà îäíîé èç

òî÷åê b2 èëè b3✳ ❮î â ýòîì ñëó÷àå îäíà èç ôîðìóë N1✱ N3 áóäåò âûïîëíÿòü✲

ñÿ íà âòîðîé èç òî÷åê b2✱ b3✳ Ïðè ýòîì íà b2 è íà b3 âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà

✸M ′
1 ∧✸M ′

2✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà èñòèííà✳

✷✳ ✭f5.2✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e5 ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✺✮✳

➘îêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f9✳ ➴ñëè ïîñûëêà äàííîé ôîðìóëû

âûïîëíÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f9✱ òî ôîðìóëû M ′
1✱ M

′
2 âûïîëíÿþòñÿ â òî÷êàõ

ìíîæåñòâà c1, c2, c3✳ Ïîñêîëüêó âåñü ïåðâûé ñëîé äîñòèæèì èç òî÷åê b2, b3✱ òî

ôîðìóëà ✸M ′
1∧✸M ′

2 âûïîëíÿåòñÿ â b2 è b3✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà èñòèííà

íà f9✳

✷✻



✸✳ ✭f4.3✮✸M ′
1∧✸M ′

2 → [✸(✸M ′
1∧¬✸M ′

2)∨✸(¬✸M ′
1∧✸M ′

2)∨✸(¬✸M ′
1∧

∧ ¬✸M ′
2)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e3 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2} ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✹✮✳ Òàêæå ôîðìóëà èñòèííà íà f9 òàê êàê ïðè

ëþáîì îçíà÷èâàíèè èç òî÷êè b1 äîñòèæèìà òîëüêî îäíà òî÷êà c1 è â íåé íå

ìîãóò áûòü èñòèííûìè M ′
1 è M ′

2 ââèäó èõ íåñîâìåñòíîñòè✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✶✵ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✾✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f9.1✱

f5.2 è f4.3 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻ííîãî

ôðåéìîì f9✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðèíàä✲

ëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæàùèõ

â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✶✵ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F10

Ôðåéì f10 èìååò p✲ìîðôíûå îáðàçû✿ e13 ✭c2 → c3✮✱ e14 ✭c1 → c3✮✱ e9✱

e6✱ e7✱ e4✱ e3 è ñîäåðæèò îòêðûòûé ïîäôðåéì e2✳ ➶ êëàññå F10 íå ñîäåðæàò✲

ñÿ ôðåéìû e10✱ e11✱ e12✱ e15 − e19✱ e8✱ e5✳ ➶íóòðè ïîñëåäíåãî ñïèñêà èìåþòñÿ

ñëåäóþùèå p✲ìîðôèçìû✿ e10 → e5✱ e15 → e5✱ e19 → e8✳ Òàêèì îáðàçîì✱ äëÿ

õàðàêòåðèçàöèè êëàññà F10 äîñòàòî÷íî ôðåéìîâ e11✱ e12✱ e16✱ e17✱ e18✱ e8✱ e5✳

✶✳✸2M ′
1∧✸

2M ′
2∧✷

2(M ′
1∨M

′
2) → ¬✸(✸M ′

1∧¬✸M ′
2)∨¬✸(¬✸M ′

1∧✸M ′
2)✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e12 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ òàê êàê ïðè ýòîì îçíà÷èâàíèè ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ

b1 
 ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2✱ b3 
 ¬✸M ′
1 ∧✸M ′

2✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî íà ôðåéìå f10 ïðè íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè ôîðìó✲

ëà îïðîâåðãàåòñÿ✳ Òîãäà íà òî÷êàõ ïåðâîãî ñëîÿ âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëû M ′
1

è M ′
2✱ ïðè÷➻ì îäíà èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ òî÷êàõ✱ à íà òî÷êàõ âòîðîãî

ñëîÿ âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëû ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2 è ¬✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2✳ Ïîñêîëüêó èç

òî÷êè b3 äîñòèæèì âåñü ïåðâûé ñëîé✱ òî íè îäíà èç ýòèõ ôîðìóë íå ìîæåò

âûïîëíÿòüñÿ â b3✳ ➴ñëè ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2 âûïîëíÿåòñÿ â b1✱ òî c1, c2 1 M ′
2✱ íî

òîãäà c3 
 M ′
2✱ c1, c2 
 M ′

1 è b2 1 ¬✸M ′
1 ∧✸M ′

2✳ ➶î âòîðîì ñëó÷àå èç óñëîâèÿ

✷✼



b1 
 ¬✸M ′
1∧✸M ′

2 ñëåäóåò 1, c2 
 M ′
2✱ c3 
 M ′

1✱ b2 1 ✸M ′
1∧¬✸M ′

2✳ ➮òàê íàøå

ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà èñòèííà

íà f10✳

✷✳ ✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3 → [✸(✸M2 ∧✸M3 ∧ ¬✸M1) ∨✸(✸M1 ∧✸M3 ∧

∧ ¬✸M2) ∨✸(✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3)]✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e17 è e8 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3}✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà f10✱

òî ôîðìóëû M1✱ M2✱ M3 âûïîëíÿþòñÿ íà òî÷êàõ c1, c2, c3 âçÿòûõ â íåêîòî✲

ðîì ïîðÿäêå✳ Ïîñêîëüêó èç òî÷åê b1✱ b2 äîñòèæèìû òîëüêî äâå èç òð➻õ òî÷åê

c1, c2, c3✱ òî íà êàæäîé èç òî÷åê b1, b2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îäíà èç ôîðìóë

✸M2 ∧✸M3 ∧¬✸M1✱ ✸M1 ∧✸M3 ∧¬✸M2✱ ✸M1 ∧✸M2 ∧¬✸M3 è✱ ñëåäîâà✲

òåëüíî✱ çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â êîðíå✳

✸✳ ✸(✸M1 ∧✸M2) ∧✸(✸M2 ∧✸M3) → ✸(✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e16 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3} ïîñêîëüêó íà äàííîì ôðåéìå íåò òî÷êè âî

âòîðîì ñëîå✱ èç êîòîðîé äîñòèæèì âåñü ïåðâûé ñëîé✳

❮à ôðåéìå f10 ôîðìóëà èñòèííà✱ òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè ïîñûëêè íà

ïåðâîì ñëîå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ âñå ôîðìóëû M1,M2,M3 è ïåðâûé ñëîé äî✲

ñòèæèì èç b3✳

✹✳ ✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3 ∧✸(✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3) → [✸(✸M2 ∧✸M3 ∧

∧ ¬✸M1) ∨✸(✸M1 ∧✸M3 ∧ ¬✸M2)]✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e18 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3}✱ ò✳ê✳ âî âòîðîì ñëîå òîëüêî îäíà òî÷êà✱ èç

êîòîðîé äîñòèæèìû ðîâíî äâå òî÷êè ïåðâîãî ñëîÿ✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà ôðåéìå f10✳ ➴ñëè íà í➻ì âûïîëíÿ✲

åòñÿ ïîñûëêà✱ òî ôîðìóëà ✸M1∧✸M2∧¬✸M3 âûïîëíÿåòñÿ ëèáî â b1✱ ëèáî â

b2✳ ➴ñëè ✸M1∧✸M2∧¬✸M3 âûïîëíÿåòñÿ â b1✱ òî c3 
 M3 è ëèáî b2 
 ✸M2∧

✷✽



∧✸M3 ∧ ¬✸M1✱ ëèáî b2 
 ¬✸M2 ∧ ✸M3 ∧ ✸M1✳ ➴ñëè ✸M1 ∧ ✸M2 ∧ ¬✸M3

âûïîëíÿåòñÿ â b2✱ òî ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû✳

✺✳✭f7.1✮ ✸(N1∧✸M ′
1∧¬✸M ′

2)∧✸(N2∧✸M ′
1∧✸M ′

2)∧✸N3 → ¬✸(N3∧

∧✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e11 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c2}✱

V (m2) = {c1}✱ V (n1) = {b2}✱ V (n2) = {b1}✱ V (n3) = {b3}✳ ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✼✮✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ïðè íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíÿ✲

åòñÿ íà f10✱ à çàêëþ÷åíèå íå âûïîëíÿåòñÿ✱ ò✳å✳ a 
 ✸(N3∧✸M ′
1∧¬✸M ′

2)✳ Òàê

êàê ïîñûëêà âûïîëíÿåòñÿ✱ òî a 
 ✸(N2∧✸M ′
1∧✸M ′

2)✳ Ïîñêîëüêó èç b3 äîñòè✲

æèì âåñü ïåðâûé ñëîé✱ òî ïðè âûáðàííîì îçíà÷èâàíèè b3 
 ✸M ′
1∧✸M ′

2 è ïî✲

ýòîìó b3 1 N3✱ èíà÷å çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà f10✱ ò✳å✳ N3 äîëæ✲

íî âûïîëíÿòüñÿ íà îäíîé èç òî÷åê b1, b2✳ ➴ñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x âòîðîãî

ñëîÿ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå x 
 N1∧✸M ′
1∧¬✸M ′

2✱ òî x ∈ {b1, b2}✳ Òàêèì

îáðàçîì íà îäíîé èç òî÷åê b1, b2 âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà N3 ∧✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2✱ à

íà äðóãîé ôîðìóëà N1 ∧ ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2✱ ò✳å✳ ôîðìóëà ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2 äîëæíà

âûïîëíÿòüñÿ íà îáåèõ òî÷êàõ b1, b2✳ Òàê êàê èç b1 äîñòèæèìû c1, c2✱ òî íè íà

îäíîé èç íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ M ′
2✳ Òî÷íî òàê æå M ′

2 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ

íà c2, c3✳ Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì a 
 ✸(N2 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)✳

Òî åñòü ôîðìóëà èñòèííà íà f10 ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè✳

✻✳ ✭f5.2✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e5 ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✺✮✳

➘îêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f10✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîë✲

íÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f10✱ òî b3 
 ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 è ôîðìóëà èñòèííà íà f10✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ôîðìóëó✳

❐åììà ✶✶ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✶✵✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f10.1✱

f10.2✱ f10.3✱ f10.4✱ f7.1 è f5.2 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàñ✲

ñà✱ ïîðîæä➻ííîãî ôðåéìîì f10✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è

ôðåéìàõ✱ ïðèíàäëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåé✲

ìàõ✱ íå ëåæàùèõ â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà

✷✾



èç íàáîðà✳

✺✳✶✶ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F11

Ôðåéì f11 èìååò p✲ìîðôíûå îáðàçû e11 ✭c1 → c2✮✱ e14 ✭c2 → c3✮✱ e18
✭b1 → b2✮✱ e9✱ e6✱ e7✱ e4✱ e3 è ñîäåðæèò îòêðûòûé ïîäôðåéì e2✳ ➶ êëàññå F11

íå ñîäåðæàòñÿ ôðåéìû e10✱ e12✱ e13✱ e15✱ e16✱ e17✱ e19✱ e8✱ e5✳ ➶íóòðè ïîñëåäíåãî

ñïèñêà èìåþòñÿ ñëåäóþùèå p✲ìîðôèçìû✿ e10 → e5✱ e15 → e5✱ e19 → e8✳ ➘ëÿ

õàðàêòåðèçàöèè êëàññà F11 äîñòàòî÷íî ôðåéìîâ e12✱ e13✱ e16✱ e17✱ e8✱ e5✳

✶✳ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✸(N1 ∧✷M ′
1) ∧✸N2 ∧✸N3 → ✸(¬N1 ∧✷M ′

1)✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e12 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (n1) = {b2}✱ òàê êàê ïðè ýòîì îçíà÷èâàíèè ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ b1 
 ✷M ′
1✱ b3 
 ✷M ′

2✳ Òàêæå îïðîâåðãàåòñÿ íà e13 ïðè îçíà✲

÷èâàíèè V (m2) = {c1}✱ V (m1) = {c2}✱ V (n1) = {b3} òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

b1, b2 
 ¬N1 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî íà ôðåéìå f11 ïðè íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè ïîñûëêà

ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ✳ Òàê êàê â ïåðâîì ñëîå âûïîëíÿþòñÿ M ′
1 è M ′

2 è èç b3
äîñòèæèì âåñü ïåðâûé ñëîé✱ òî ôîðìóëà N1 ∧ ✷M ′

1 âûïîëíÿåòñÿ ëèáî íà b1✱

ëèáî íà b2✳ Òàê êàê êàæäàÿ èç ôîðìóë N1, N2, N3 âûïîëíÿåòñÿ âûïîëíÿåòñÿ

òî÷íî â îäíîé òî÷êå✱ òî íà îäíîé èç b1, b2 N1 íå âûïîëíÿåòñÿ✳ Ïîñêîëüêó èç

îáåèõ òî÷åê b1, b2 äîñòèæèìû òîëüêî c1, c2✱ òî íà îáåèõ òî÷êàõ âûïîëíÿåòñÿ

ôîðìóëà ✷M ′
1✱ ò✳å✳ ôîðìóëà èñòèííà íà f11✳

✷✳ ✸(✸M1 ∧✸M2) ∧✸(✸M2 ∧✸M3) → ✸(✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3)✳

Ôîðìóëà ✷ îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e16 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3}✳ ❮à ôðåéìå f11 ôîðìóëà èñòèííà✱ òàê êàê

ïðè âûïîëíåíèè ïîñûëêè íà ïåðâîì ñëîå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ âñå ôîðìóëû

M1,M2,M3 è ïåðâûé ñëîé äîñòèæèì èç b3✳

✸✳ ✭f4.2✮✸M1∧✸M2∧✸M3 → [✸(✸M2∧✸M3∧¬✸M1)∨✸(✸M1∧✸M3∧

∧ ¬✸M2) ∨✸(✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3)]✳

✸✵



➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e17 ✭ï✳✺✳✹✮ è e8 ïðè îçíà÷èâàíèè

V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3}✱ ïîñêîëüêó íà äàííûõ ôðåé✲

ìàõ íåò òî÷êè âî âòîðîì ñëîå✱ èç êîòîðîé äîñòèæèìû ðîâíî ✷ òî÷êè ïåðâîãî

ñëîÿ✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ïðè ýòîì ôîðìóëà èñòèííà íà f11✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîð✲

ìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà f11✱ òî ôîðìóëû M1✱ M2✱ M3 âûïîëíÿþòñÿ íà òî÷êàõ

c1, c2, c3 âçÿòûõ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå✳ Ïîñêîëüêó èç îáåèõ òî÷åê b1✱ b2 äîñòè✲

æèìû òîëüêî òî÷êè c1, c2✱ òî íà îáåèõ òî÷êàõ b1, b2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îäíà

èç ôîðìóë ✸M2 ∧✸M3 ∧ ¬✸M1✱ ✸M1 ∧✸M3 ∧ ¬✸M2✱ ✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3

è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â êîðíå✳

✹✳ ✭f5.2✮✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e5 ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✺✮✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f11✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîë✲

íÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f11✱ òî îäíà èç ôîðìóëM ′
1✱M

′
2 âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ òî÷✲

êàõ ìíîæåñòâà c1, c2, c3✱ à âòîðàÿ òîëüêî â îäíîé✳ ➴ñëè b1, b2 1 ✸M ′
1∧✸M ′

2✱ òî

ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿM ′
1 è òîãäà c3 
 M ′

2✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ b3 
 ✸M ′
1∧✸M ′

2

è ôîðìóëà èñòèííà íà f11✱ ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿ M ′
2 è òîãäà c3 
 M ′

1✱ ñëå✲

äîâàòåëüíî✱ b3 
 ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 è ôîðìóëà èñòèííà íà f11✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✶✷ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✶✶✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f11.1✱

f11.2✱ f4.2 è f5.2 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻í✲

íîãî ôðåéìîì f11✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱

ïðèíàäëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëå✲

æàùèõ â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✶✷ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F12

Ôðåéì f12 èìååò p✲ìîðôíûå îáðàçû e11 ✭c1 → c2✮✱ e13 ✭c2 → c3✮✱ e14
✭c1 → c3✮✱ e16 ✭b1 → b2✮✱ e9✱ e6✱ e7✱ e4✱ e3✳ ➶ êëàññå F12 íå ñîäåðæàòñÿ ôðåéìû

e10✱ e12✱ e15✱ e17✱ e18✱ e19✱ e8✱ e5✱ e2✳ Ôðåéìû e17✱ e18✱ e19✱ e8 ñîäåðæàò îòêðûòûé

ïîäôðåéì e2 èç ýòîãî æå ñïèñêà✳ ➘ëÿ ôðåéìîâ e10✱ e15 ôðåéì e5 ÿâëÿåòñÿ

✸✶



p✲ìîðôíûì îáðàçîì✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â ñïèñêå äîñòàòî÷íî îñòàâèòü e12✱ e5✱ e2✳

✶✳ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✸(N1 ∧✷M ′
1) ∧✸N2 ∧✸N3 → ¬✸(¬N1 ∧✷M ′

2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e12 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (n1) = {b2}✱ òàê êàê ïðè ýòîì îçíà÷èâàíèè ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ b1 
 ✷M ′
1✱ b3 
 ¬N1 ∧✷M ′

2✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî íà ôðåéìå f12 ïðè íåêîòîðîì îçíà÷èâàíèè ïîñûëêà

ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ✳ Òîãäà â ïåðâîì ñëîå âûïîëíÿþòñÿM ′
1 èM

′
2✳ ➴ñëè ôîð✲

ìóëàN1∧✷M
′
1 âûïîëíÿåòñÿ ëèáî íà b1✱ ëèáî íà b2✱ òî c3 
 M ′

2✳ Òàê êàê êàæäàÿ

èç ôîðìóë N1, N2, N3 âûïîëíÿåòñÿ âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî â îäíîé òî÷êå✱ òî íà b3
N1 íå âûïîëíÿåòñÿ✳ Ïîñêîëüêó èç îáåèõ òî÷åê b1, b2 äîñòèæèìû òîëüêî c1, c2✱

òî íà îáåèõ òî÷êàõ âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà M ′
1✱ ò✳å✳ b3 
 ¬N1 ∧✸M ′

1 ∧✸M ′
2 è

ôîðìóëà èñòèííà íà f12✳ ➴ñëè ôîðìóëà N1 ∧ ✷M ′
1 âûïîëíÿåòñÿ íà b3✱ òî íà

c1, c2 âûïîëíÿåòñÿ M ′
1✱ à b1, b2 
 ¬N1 ∧ ✸M ′

1 ∧ ✸M ′
2✱ ò✳å✳ èñõîäíàÿ ôîðìóëà

èñòèííà íà f12✳

✷✳ ✭f5.2✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e5 ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✺✮✳

➘îêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f12✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîë✲

íÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f12✱ òî îäíà èç ôîðìóëM ′
1✱M

′
2 âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ òî÷✲

êàõ ìíîæåñòâà c1, c2, c3✱ à âòîðàÿ òîëüêî â îäíîé✳ ➴ñëè b1, b2 1 ✸M ′
1∧✸M ′

2✱ òî

ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿM ′
1 è òîãäà c3 
 M ′

2✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ b3 
 ✸M ′
1∧✸M ′

2

è ôîðìóëà èñòèííà íà f12✱ ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿ M ′
2 è òîãäà c3 
 M ′

1✱ ñëå✲

äîâàòåëüíî✱ b3 
 ✸M ′
1∧✸M ′

2 è ôîðìóëà èñòèííà íà f12✳ ➚íàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ

â ñëó÷àå b1, b2 1 ✸M ′
1 ∧✸M ′

2✳

✸✳ ✭f2.1.✮ [✸p1∧✸p2∧✸p3 → (✸(p1∧p2)∨✸(p1∧p3)∨✸(p2∧p3)]∨✸
2
✷⊥✳

Ôîðìóëà f2.1 îïðîâåðãàåòñÿ íà e2 ïðè îçíà÷èâàíèè V (p1) = {c1}✱ V (p2) =

= {c2}✱ V (p3) = {c3}✳ ➚ òàêæå îíà èñòèííà íà f12✱ òàê êàê e2 íå ÿâëÿåòñÿ îò✲

êðûòûì ïîäôðåéìîì f12✳

✸✷



Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✶✸ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✶✷✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f12.1✱

f5.2 è f2.1 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻ííîãî

ôðåéìîì f12✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðèíàä✲

ëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæàùèõ

â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✶✸ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F13

Ôðåéì f13 èìååò p✲ìîðôíûå îáðàçû e13 ✭c2 → c3✮✱ e9✱ e6✱ e4✳ ➶ êëàññå

F13 íå ñîäåðæàòñÿ ôðåéìû e10✱ e11✱ e12✱ e14 − e19✱ e8✱ e5✱ e7✱ e3✱ e2✳ Ôðåéìû

e17✱ e18✱ e19✱ e8 ñîäåðæàò îòêðûòûé ïîäôðåéì e2 èç ýòîãî æå ñïèñêà✳ ➶íóòðè

ñïèñêà ôðåéìîâ✱ íå ñîäåðæàùèõñÿ â F13✱ ñóùåñòâóþò p✲ìîðôèçìû✿ e10 → e5✱

e6 → e5✱ e16 → e7✱ e18 → e7✱ e19 → e7✱ e8 → e3✱ e7 → e3✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ â

ñïèñêå äîñòàòî÷íî îñòàâèòü e11✱ e12✱ e14✱ e17✱ e5✱ e3✱ e2✳

✶✳ ✸N1 ∧✸N2 ∧✸N3 ∧✸(N2 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → (✸(N1 ∧

∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2) ∨✸(N3 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)✳

Ïîëîæèì V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✳ ➴ñëè ïîëîæèòü V (n1) = {b2}✱

V (n2) = {b1}✱ V (n3) = {b3}✱ òî ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e11✳ ➴ñëè ïîëî✲

æèòü V (n1) = {b1}✱ V (n2) = {b2}✱ V (n3) = {b3}✱ òî ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ

íà e12✳ Ïîñûëêà ôîðìóëû ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íà f13 òîëüêî ïðè óñëîâèè✱

÷òî ôîðìóëû N1, N2, N3 âûïîëíÿþòñÿ íà òî÷êàõ b1, b2, b3✱ íå âàæíî â êàêîì

ïîðÿäêå✳ ❒îæíî ïðåäïîëàãàòü bi 
 Ni✳ Ïóñòü b2 
 N2 ∧ ✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2✳ Òîãäà

íà c2, c3 âûïîëíÿþòñÿ M ′
1,M

′
2✳ ❮à c1 âûïîëíÿåòñÿ ëèáî M ′

1✱ ëèáî M ′
2✳ ➴ñëè

c1 
 M ′
1✱ c2 
 M ′

2✱ òî b1 
 N1 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2 è ôîðìóëà èñòèííà íà f13✳ ➴ñëè

c1 
 M ′
1✱ c3 
 M ′

2✱ òî b3 
 N3 ∧ ✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2✳ ➴ñëè c1 
 M ′
2✱ c2 
 M ′

1✱ òî

b1 
 N1 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ✕ ôîðìóëà èñòèííà íà f13✳ ➴ñëè c1 
 M ′
2✱ c3 
 M ′

1✱ òî

b3 
 N3 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ✕ ôîðìóëà èñòèííà íà f13✳ ➮òàê ôîðìóëà èñòèííà íà

f13 ïðè ëþáûõ îçíà÷èâàíèÿõ✳

✷✳ ✸(✸M ′
1 ∧✸M ′

2) ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → [✸✷M ′

1 ∨✸✷M ′
2]✳

✸✸



Ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2} äàííàÿ ôîðìóëà îïðî✲

âåðãàåòñÿ íà e14✳ Òàê êàê äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ïåðâîãî ñëîÿ ñóùåñòâóåò

òî÷êà âòîðîãî ñëîÿ✱ èç êîòîðîé äîñòèæèìû òîëüêî òî÷êè ýòîé ïàðû è ïðè

âûïîëíåíèè ïîñûëêè íà f13 ñóùåñòâóåò ïàðà òî÷åê✱ íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

òîëüêî îäíà èç ôîðìóë M ′
1,M

′
2✱ òî çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

íà f13✳

✸✳ ✸M ′
1∧✸M ′

2∧✷
2(M ′

1∨M ′
2) → [✸(✸M ′

1∧¬✸M ′
2)∨✸(¬✸M ′

1∧✸M ′
2)∨

∨✸(¬✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2)]✳

Ôîðìóëà ✸ îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e3 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ ïîñêîëüêó âî âòîðîì ñëîå ñîäåðæèòñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà è èç

íå➻ äîñòèæèì âåñü ïåðâûé ñëîé✳

➴ñëè ïîñûëêà èñòèííà íà f13✱ òî â ïåðâîì ñëîå ïðè ëþáîì îçíà÷èâàíèè

ñóùåñòâóåò ïàðà òî÷åê ci, cj✱ íà êîòîðûõ îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ëèáîM ′
1✱

ëèáî M ′
2✳ ➴ñëè êî✲íàêðûòèåì ýòîé ïàðû ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò bk✱ òî áóäåò âûïîë✲

íÿòüñÿ✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ ëèáî bk 
 ✸M ′
1 ∧ ¬✸M ′

2✱ ëèáî bk 
 ¬✸M ′
1 ∧ ✸M ′

2✳

Ñëåäîâàòåëüíî✱ äàííàÿ ôîðìóëà íà f13 èñòèííà✳

✹✳ ✭f4.2✮ ✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3 → [✸(✸M2 ∧✸M3 ∧ ¬✸M1) ∨✸(✸M1 ∧

∧✸M3 ∧ ¬✸M2) ∨✸(✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e17 ✭ï✳✺✳✹✮✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f13✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âû✲

ïîëíÿåòñÿ íà f13✱ òî ôîðìóëû M1✱ M2✱ M3 âûïîëíÿþòñÿ íà òî÷êàõ c1, c2, c3✱

âçÿòûõ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå✳ Ïîñêîëüêó èç ëþáîé èç òî÷åê b1✱ b2✱ b3 äîñòè✲

æèìû òîëüêî äâå òî÷êè èç c1, c2, c3✱ òî íà êàæäîé èç òî÷åê b1, b2, b3 áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ îäíà èç ôîðìóë ✸M2 ∧ ✸M3 ∧ ¬✸M1✱ ✸M1 ∧ ✸M3 ∧ ¬✸M2✱

✸M1 ∧ ✸M2 ∧ ¬✸M3 è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû áóäåò âûïîë✲

íÿòüñÿ â êîðíå✳

✺✳ ✭f2.1✮ [✸p1∧✸p2∧✸p3 → (✸(p1∧p2)∨✸(p1∧p3)∨✸(p2∧p3)]∨✸
2
✷⊥✳

✸✹



➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e2 ✭ï✳✺✳✷✮ è èñòèííà íà f13✱ òàê êàê

e2 /∈ F13✳

✻✳ ✭f5.2✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e5 ✭äîêàçàíî â ï✳✺✳✺✮✳

➘îêàæåì✱ ÷òî ôîðìóëà èñòèííà íà f13✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîë✲

íÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f13✱ òî îäíà èç ôîðìóë M ′
1✱ M

′
2 âûïîëíÿåòñÿ â äâóõ

òî÷êàõ ìíîæåñòâà c1, c2, c3✱ à âòîðàÿ òîëüêî â îäíîé✳ ➴ñëè b1 1 ✸M ′
1∧✸M ′

2✱ òî

ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿM ′
1 è òîãäà c3 
 M ′

2✱ ñëåäîâàòåëüíî b2 
 ✸M ′
1∧✸M ′

2

è ôîðìóëà èñòèííà íà f13✱ ëèáî â c1, c2 âûïîëíÿåòñÿ M ′
2 è òîãäà c3 
 M ′

1✱ ñëå✲

äîâàòåëüíî✱ b2 
 ✸M ′
1∧✸M ′

2 è ôîðìóëà èñòèííà íà f13✳ ➶ñå äðóãèå ñèòóàöèè

èäåíòè÷íû ðàçîáðàííîé✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✶✹ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✶✸✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f13.1✱

f13.2✱ f13.3✱ f4.2✱ f2.1 è f5.2 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàñ✲

ñà✱ ïîðîæä➻ííîãî ôðåéìîì f13✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è

ôðåéìàõ✱ ïðèíàäëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåé✲

ìàõ✱ íå ëåæàùèõ â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà

èç íàáîðà✳

✺✳✶✹ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F14

Ôðåéì f14 èìååò p✲ìîðôíûå îáðàçû e13 ✭c1 → c2✮✱ e14 ✭c2 → c3✮✱

e18 ✭b2 → b3✮✱ e9✱ e6✱ e7✱ e4✱ e3✳ Ôðåéì e2 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì

ôðåéìà f14✳ Ñëåäîâàòåëüíî â F14 íå ñîäåðæàòñÿ ôðåéìû e10✱ e11✱ e12✱ e15✱ e16✱

e17✱ e19✱ e8 è e5✳ ➶íóòðè ïîñëåäíåãî ñïèñêà ôðåéìîâ ñóùåñòâóþò p✲ìîðôèçìû✿

e1 → e5✱ e15 → e5✱ e19 → e8✳ ➶ ñïèñêå îñòàþòñÿ e11✱ e12✱ e16✱ e17✱ e8✱ e5✳

✶✳ ✸N1 ∧✸N2 ∧✸N3 ∧✸(N2 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2) → (✸(N1 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)∨

∨✸(N3 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)✳

Ïîëîæèì V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✳ ➴ñëè ïîëîæèòü V (n1) = {b2}✱

V (n2) = {b1}✱ V (n3) = {b3}✱ òî ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e11✳ ➴ñëè ïîëîæèòü

✸✺



V (n1) = {b1}✱ V (n2) = {b2}✱ V (n3) = {b3}✱ òî ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e12✳

➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíåíà íà f14✱ òî â ïåðâîì ñëîå âûïîëíÿþòñÿ

ôîðìóëû M ′
1 è M ′

2✳ Òàê êàê âî âòîðîì ñëîå åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå òî÷êè✱

èç êîòîðûõ äîñòèæèì âåñü ïåðâûé ñëîé✱ òî çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû òàêæå âû✲

ïîëíÿåòñÿ✳

✷✳ ✸(✸M1 ∧✸M2) ∧✸(✸M2 ∧✸M3) → ✸(✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e16 ïðè îçíà÷èâàíèè V (m1) = {c1}✱

V (m2) = {c2}✱ V (m3) = {c3}✳ ➶ òî âðåìÿ êàê íà f14 ôîðìóëà èñòèííà✱ òàê

êàê ïðè âûïîëíåíèè ïîñûëêè íà ïåðâîì ñëîå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ âñå ôîðìó✲

ëû M1,M2,M3 è ïåðâûé ñëîé äîñòèæèì èç b3✳

✸✳ ✭f4.2✮ ✸M1 ∧✸M2 ∧✸M3 → [✸(✸M2 ∧✸M3 ∧ ¬✸M1) ∨✸(✸M1 ∧

∧✸M3 ∧ ¬✸M2) ∨✸(✸M1 ∧✸M2 ∧ ¬✸M3)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e17 è e8 ✭ï✳✺✳✹ è ï✳✺✳✶✶✮✳ Ïîêàæåì✱

÷òî ôîðìóëà èñòèííà f14✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ íà f14✱ òî

ôîðìóëû M1✱ M2✱ M3 âûïîëíÿþòñÿ íà òî÷êàõ c1, c2, c3 âçÿòûõ â íåêîòîðîì

ïîðÿäêå✳ Ïîñêîëüêó èç òî÷êè b1 äîñòèæèìû òîëüêî òî÷êè c1, c2✱ òî íà íåé áó✲

äåò âûïîëíÿòüñÿ îäíà èç ôîðìóë ✸M2∧✸M3∧¬✸M1✱ ✸M1∧✸M3∧¬✸M2✱

✸M1 ∧ ✸M2 ∧ ¬✸M3 è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ çàêëþ÷åíèå ôîðìóëû áóäåò âûïîë✲

íÿòüñÿ â êîðíå✳

✹✳ ✭f5.2✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e5 ✭ï✳✺✳✺✮✳ ➘îêàæåì✱ ÷òî äàííàÿ ôîð✲

ìóëà òàêæå èñòèííà íà ôðåéìå f14✳ ➴ñëè ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ

â êîðíå ôðåéìà f14✱ òî îáå ôîðìóëû M ′
1✱ M

′
2 âûïîëíÿþòñÿ â ïåðâîì ñëîå

c1, c2, c3✱ êîòîðûé äîñòèæèì èç äâóõ òî÷åê âòîðîãî ñëîÿ✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✶✺ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✶✹✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f14.1✱

f14.2✱ f4.2 è f5.2 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻í✲

✸✻



íîãî ôðåéìîì f14✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱

ïðèíàäëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëå✲

æàùèõ â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✺✳✶✺ ➚êñèîìàòèçàöèÿ êëàññà F15

Ôðåéì f15 èìååò p✲ìîðôíûå îáðàçû e14 ✭c1 → c2✮✱ e19 ✭b1 → b2✮✱ e9✱ e7✱ e8✱

e4✱ e3✳ Ôðåéì e2 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäôðåéìîì ôðåéìà f15✳ Ñëåäîâàòåëüíî

â F15 íå ñîäåðæàòñÿ ñëåäóþùèå ôðåéìû✿ e10✱ e11✱ e12✱ e13 e15✱ e16✱ e17✱ e18✱ e5✱

e6✳ ➶íóòðè ïîñëåäíåãî ñïèñêà ôðåéìîâ ñóùåñòâóþò p✲ìîðôèçìû✿ e10 → e5✱

e11 → e6✱ e13 → e6✱ e15 → e6✱ e16 → e6✱ e17 → e6✱ e18 → e6✳ ➶ ñïèñêå îñòàþòñÿ

e12✱ e5✱ e6✳

✶✳ ✸N1 ∧✸N2 ∧✸N3 ∧✸(N2 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2) → (✸(N1 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)∨

∨✸(N3 ∧✸M ′
1 ∧✸M ′

2)✳

➴ñëè ââåñòè îçíà÷èâàíèå V (m1) = {c1}✱ V (m2) = {c2}✱ V (n1) = {b1}✱

V (n2) = {b2}✱ V (n3) = {b3}✱ òî ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e12✳ Ïîñûëêà ôîð✲

ìóëû ìîæåò áûòü âûïîëíåíà íà f15 ïðè óñëîâèè✱ ÷òî ôîðìóëû M ′
1✱ M

′
2 âû✲

ïîëíÿþòñÿ â ïåðâîì ñëîå✳ ❮î ïîñêîëüêó ïåðâûé ñëîé äîñòèæèì èç âñåõ òî÷åê

âòîðîãî ñëîÿ✱ òî çàêëþ÷åíèå òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ✳

✷✳✸M ′
1∧✸M ′

2∧✸N ′
1∧✸N ′

2 → [✸(N ′
1∧✸M ′

1∧✸M ′
2)∧✸(N ′

2∧✸M ′
1∧✸M ′

2)]✳

➘àííàÿ ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà e6✱ òàê êàê èç òî÷åê âòîðîãî ñëîÿ

ýòîãî ôðåéìà äîñòèæèìà òîëüêî îäíà èç òî÷åê ïåðâîãî ñëîÿ✳ ➮ñòèííà íà f15✱

òàê êàê èç òî÷åê âòîðîãî ñëîÿ ýòîãî ôðåéìà äîñòèæèì âåñü ïåðâûé ñëîé è

ôîðìóëû N ′
1✱ N

′
2 âûïîëíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ âòîðîãî ñëîÿ✳

✸✳ ✭f5.2✮ ✸M ′
1 ∧✸M ′

2 ∧✷
2(M ′

1 ∨M ′
2) → ✸(✸M ′

1 ∧✸M ′
2)✳

Ôîðìóëà îïðîâåðãàåòñÿ íà ôðåéìå e5 ✭ï✳✺✳✺✮✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà â òî æå âðåìÿ èñòèííà íà f15✳ ➴ñëè

ïîñûëêà ôîðìóëû âûïîëíÿåòñÿ â êîðíå ôðåéìà f15✱ òî ôîðìóë M ′
1✱ M

′
2 âû✲

✸✼



ïîëíÿþòñÿ â ïåðâîì ñëîå✱ êîòîðûé äîñòèæèì èç âñåõ òî÷åê âòîðîãî ñëîÿ✳

Ñëåäîâàòåëüíî✱ ôîðìóëà èñòèííà íà f15✳

Ïðèâåä➻ííîå âûøå äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ ëåììó✳

❐åììà ✶✻ ❮àáîð ôîðìóë✿ ➚✶✲➚✶✻✱ ôîðìóëà ✭✶✳✶✺✮ èç ðàçäåëà ✹✱ f15.1✱

f15.2 è f5.2 ✕ àêñèîìàòèçèðóåò ëîãèêó çàìêíóòîãî êëàññà✱ ïîðîæä➻ííîãî

ôðåéìîì f15✱ ò✳å✳ ôîðìóëû èñòèííû íà äàííîì ôðåéìå è ôðåéìàõ✱ ïðèíàä✲

ëåæàùèõ åãî çàìêíóòîìó êëàññó✱ â òî âðåìÿ êàê íà ôðåéìàõ✱ íå ëåæàùèõ

â çàìêíóòîì êëàññå îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôîðìóëà èç íàáîðà✳

✸✽



➬➚✃❐Þ×➴❮➮➴

➶ ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû✿

✶✳ Ïîñòðîåíû çàìêíóòûå êëàññû ôðåéìîâ ãëóáèíû ✸ è øèðèíû ✸✱ ïî✲

ðÿäêà ✼❀

✷✳ ➶âåäåíû äîïîëíèòåëüíûå ôîðìóëû✱ àêñèîìàòèçèðóþùèå ëîãèêè✱ ïî✲

ðîæäàåìûå êàæäûì èç ïîñòðîåííûõ êëàññîâ❀

✸✳ ➘îêàçàíû ëåììû îá àêñèîìàòèçàöèè ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ❀

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì èçó÷åíèè ðàñøèðåíèé ëîãèêè ●▲✳

✸✾



ÑÏ➮Ñ❰✃ ➮ÑÏ❰❐Ü➬❰➶➚❮❮ÛÕ ➮ÑÒ❰×❮➮✃❰➶

✶✳ ❈❤❛❣r♦✈ ❆✳✱ ❩❛❝❤❛r②❛s❝❤❡✈ ▼✳ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝✱ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

✶✾✾✼✳ ✻✷✹ ♣✳

✷✳ ×àãðîâ ➚✳➶✳ ➚ëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà àêñèîìàòèçàöèè òàáëè÷íîé

íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêè✱ ❐îãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ✳ ✷✵✵✷✳ ➑✾✳ ❝✳✷✺✶✲✷✻✸✳

✸✳ ❘②❜❛❦♦✈✱ ❱✳❱✳ ❆❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ ❑r❛s♥♦②❛rs❦✿ ❑❙❯✳

✶✾✾✻✳ ✻✷✹ ♣✳

✹✵
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